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INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LAS DIFERENCIAS DE VARIAS ESCALAS 

J. Peralta 

Departamento de Algebra. Facultad de Ciencias Matematicas 

Universidad Complutense. 28040, Madrid (Espana) 

ABSTRACT 

In the present paper we start out from the notion of difference of scale h 
- which generalizes the operator of finite differences - and we define the con
cept of difference of several scales. We prove some properties of them, such as 
the expression of the difference of n scales of a function in terms of the func 
tion, and conversely, we construct any function by means of its differences . 
Key words.- Derivatives of higher order; finite differences; graduated opera
tors. 

RESUMEN 

En este articulo partimos de la noci6n de diferencia de escala h - que ge
neraliza el operador de diferencias finitas - y definimos el concepto de dife
rencia de varias escalas . Probamos algunas propiedades de ellas, tales como la 
expresi6n de la diferencia de n escalas de una funci6n en terminos de la fun
ci6n , y reciprocamente, construimos cualquier funci6n a partir de sus diferen
cias. 
Palabras clave .- Derivadas de orden superior; dife.rencias finitas; operadores 
graduados. 

1 . INTRODUCCION 

Desde hace tiempo venimos trabajando con los distintos tipos de derivadas 

y conexiones ·sobre una variedad diferenciable . Una contribuci6n personal a su 

estudio ha sido la introducci6n de un concepto algebraico que engloba a todas 

ellas: la noci6n de derivada de grado n ( [1] ) . 

Estas derivadas graduadas descansan en el concepto, que tambien hemos defi 

nido, de extension graduada de una aplicaci6n aditiva. Constituyen nuestra he-

rramienta habitual de trabajo en Geometria diferencial, pues nos permiten obviar 
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el aparato diferenc i al y estudiar algunas cuestiones desde un punto de vista es 

trictarnente algebraico . 

Pero el problerna que nos hernos planteado ultirnarnente es otro rnuy di stinto: 

analizar si la noci6n anterior de derivada graduada (o la de extension gradua-

da, intirnarnente ligada a ella) tuviera traducci6n en otros carnpos de la Materna-

tica y, en caso afirrnativo, ver sus posibles aplicaciones. 

En este orden de ideas, hernos construido en [ 2] las diferencias de escala 

h, que guardan cierta analogia con las extensiones graduadas y, en consecuen-

cia, con las derivadas graduadas. Estas diferencias de escala h generalizan la 

idea de diferencia finita de una funci6n y, en [ 2 ] , hernos cornprobado su utili-

dad para la resoluci6n de algunas ecuaciones en diferencias y para la deterrni-

naci6n del terrnino general de ciertas sucesiones forrnadas por subsucesiones que 

sean progresiones aritrnetico-geornetricas . 

* * * * * 

Por cornposici6n de las diferencias de escalas distintas, se obtienen las 

diferencias de varias escalas, de las que se ocupa este trabaj o. En 2 se dan 

los prirneros pasos al respecto; en 3 se halla la expresi6n de la diferencia ene 

sirna de una funci6n en terrninos de la rnisrna; en 4 se resuelve el problerna reci-

proco : construir la funci6n a partir de sus diferencias; y en 5 se estudia que 

sucede cuando se anula alguna diferencia . 

2. NOTACIONES Y PRIMERAS DEFINICIONES 

A lo largo de todo el trabajo , f sera una funci6n real de una variable tarn 

bien real , y h, h
1

, ... , hn , x , nurneros reales. 

Cualquiera que sea t real, siernpre que escribarnos f(t) entenderernos que t 

pertenece al dorninio de f, sin necesidad de rnencionarlo expli c itarnente. 

El acento circunflejo sobre una letra significara que dicha letra debe su-

prirnirse. Asi, por ejernplo, 
4 A 

~ hl . .. h .... h4 = h2h3h4 + hlh3h4 + hlh2h4 + hlh2h3. 
i=l 

1 

A continuaci6n resurnirnos algunas cuestiones tratadas en (2] y que utiliza-
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remos frecuentemente en este trabajo. 

Se define dhf como la funci6n 

dhf(x) = f(x+h) - hf(x), 

y diremos que dh es el operador de diferencias de escala h de orden uno. Se ve-

rifica que dicho operador es lineal. 

N6tese que d
0

f = f, y d
1

f = ~ f, siendo /j el operador de las diferencias fi 

nitas. 

Se llama operador de diferencias de orden n y escala h, nEIN, o diferencia 

enesima de escala h a la aplicaci6n que se obtiene componiendo n veces la apli-

dn 
h 

. . 0 dlf donde escr1b1remos dhf = f, h dhf . 

como: 

2 
Por ejemplo, es facil probar que dhf(x) f(x+2h) - 2hf(x+h) + h

2
f(x). 

Se define el operador de diferencias de escalas (h
1

,h
2

) de segundo orden, 

y analogamente el operador de diferencias de orden n escalas (h
1

, ... , hn)' nE~: 

(n) 
Resulta sencillo demostrar que d(h h ) es un operador lineal, que es 

1' · · · ' n 
invariante respecto de cualquier permutaci6n de los subindices de las escalas, 

y que d(n) dnh. 
(h, ••• ,h) 

3. EXPRESION DE LA DIFERENCIA ENESIMA DE UNA FUNCION 

En [2] obtuvimos la diferencia de orden n y escala h de una funci6n a par-

tir de la misma: 

d~f(x) ~ (-l)n-i (~) hn-if(x+ih) (1). 
i=O 

Tratamos ahora de deducir la expresi6n de la diferencia de orden n de es-
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calas (h1 , ... ,hn) de una funci6n en terminos de la misma. Para ello necesitamos 

el siguiente lema previo. 

* Lema 1.- Si nEN y 1£ i~ n, se verifica: 

siendo Sn el grupo simetrico de orden n. 

Demostraci6n.- Llamemos 

S(i,n+l) = ~ hs(i+l) ... hs(n+l/(x+hs(l)+ ... +hs(i)) (3). 
SE n+l 

Para cada ie{1, ... ,n), sean S~+l ={st:Sn+/ n+lE{s(l), ... ,s(i)J), 

s~:l = {seSn+/ n+le{s(i+l), ... ,s(n+l)}J· 

(II, y en conse-

cuencia: 

S(i,n+l) = S'(i,n+l) + S''(i,n+l) (4), 

siendo S'(i,n+l) = :2:._ hs(i+l)"""hs(n+l)f(x+hs(l)+ ... +hs(i))' 
ses~+l 

S''(i,n+l) = ~ hs(i+l) ... hs(n+l)f(x+hs(l)+ ... +hs(i)). 
sfS~:l 

Si s e Sn+l' sea k e \ 1, ... ,n+l ~ el elemento tal que s (k )=n+l ( si s E S~+l' 

entonces k<:l 1, ... , i~, y si s € s~:l' sera kE{ i+l, ... ,n+l}). A partir de s E Sn+l 

construimos la permutaci6n s E Sn, s " (s(l), ... ,s(k), ... ,s(n+l)); es decir, la 

que se obtiene de s suprimiendo n+l y manteniendo los restantes terminos en su 

mismo orden. 

Entonces, cada sumando de S'(i,n+l), hs(i+l) ... hs(n+l)f(x+hs(l)+ ... +hs(i))' 

cons€ s~+l' dara lugar a i sumandos: hs(i)"""hs(n)f(x+hs(l)+ ... +hs(i-l)+hn+l)' 

que corresponden a colocar hn+l en 12, 22, ... , i-esimo lugar en la suma 

hs(l)+ ... +hs(i-l)+hn+l' sin alterar la ordenaci6n de los i-1 restantes entre si. 

Luego: 
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S'(i,r:i+l) 

Analogamente, cada sumando de S''(i,n+l), hs(i+l) ... hs(n+l)f(x+hs(l)+ ... + 

+hs(i))' con SE S~~l' dara lugar a n-i+l sumandos hs(i+l) ... hs(n)hn+lf(x+hs(l)+ 

+ ... +hs(i))' que corresponden a colocar el factor hn+l en 12, 22, ... ,(n-i+l)

esimo lugar en el producto hs ( i+l) ... hs (.n) hn+l, sin al terar la ordenaci6n entre 

sf de los n-i restantes. Por tanto, 

S''(i,n+l) = (n-(i-1)) ~ 
seS 

n 

Teniendo en cuenta (4), se deduce (2). 0 

Proposici6n 2.-

n 

~L 
i=o sE.S 

n 

(-l)n-i 
i! (n-i) ! hs(i+l) · · .hs(n/(x+hs(l)+. · .+hs(i)) 

Demostraci6n.- Lo haremos por inducci6n. 

Es cierto para n=l: 

1 (-1)1-i 
2_ L i!(l-i)! hs(i+l) ... hs(l)f(x+hs(l)+ ... +hs(i)) 
i=O SESl 

(-1) 0 (1) 
+ ~ f(x+h1 ) = - h1f(x) + f(x+h1 ) = dh f(x). 

1 
Lo admitimos cierto para n y tratamos de probarlo para n+l: 

d(n+l) f(x) 
(hl' · · · ,hn+l} 

n+l 

(5). 

L 2. (-l)n+l-i 
i=o s~Sn+l i!(n+l-i)! hs(i+l) ... hs(n+l)f(x+hs(l)+ ... +hs(n+l)) (5 ). 

Vamos a operar con los dos miembros de (6) para tratar de ver que coinci-

den. 

Por la hip6tesis de inducci6n, el primer miembro es: 

(n) 
dh l(d(hl, ... ,h )f(x)) 

n+ n 
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n 

2:~ 
i=o s f S 

n 

~ ~ (-l)n-i 
- hn+l L £- i! (n-i) ! hs(i+l) · · .hs(n/(x+hs(l)+. · .+hs(i)) 

i=o stSn 

(7). 

. ~ ( - l)n+l-i 
Si llamamos Si= ,,:::._ i!(n+l- i)! hs(i+l) ... hs(n+l)f(x+hs(l)+ ... +hs(n+l))' 

s f, Sn+l 

el segundo miembro de (6) puede escribirse : 

n+l (-l)n+l-i 

~ L i!(n+l- i)! hs(i+l) ... hs.(n+l/(x+hs(l)+ ... +hs(n+l)) = 
i=O s ESn+l 

Operemos con cada uno de los tres sumandos en que hemos descompuesto la su-
o n+l (-l)n ~ 

S ~ ( - 1) hl~ ·· hn+lf(x) - hn+l O!n! .c_S hs(l) ... hs(n)f(x) (9). 
Sf 

ma : 

n+l 1 
1 

n 
S = (n+l)! (n+l).f(x+h1+ .. . +hn+l) = f(x+h1+ . .. +hn+l) = 

(- 1)0 (- 1)0 ~ 
= ~ n!f(x+h1+ . . . +hn+hn+l) = n!O ! ~ f(x+hs(l)+ ... +hs(n)+hn+l) (10). 

n 

1 n n ( - l)n+l-i 
S + ... +S = ~ . '( 

1
_ . )' S(i , n+l) (recordemos que S(i,n+l) viene defi

i=l i. n+ i . 

nida en (3)) . En virtud de (2) : 

1 n n ( - l)n+l-i 
S + . • . +S = ~ . I ( 1-·) I i. n+ i . 

l= 

n ( - l)n+l-i . 
+ L . ' ( 1- .)' (n-( i-1)) 

i=l i. n+ i . 

:t 2 
i=l s~ S 

n 

(-l)n-(i-1) 

(i - 1) ! (n-(i-1)) ! hs(i) · · . hs(n/(x+hs(l)+ . · .+hs(i-l)+hn+l) -

( - l)n-i 
i ! (n-i) ! hs(i+l) · · . hs(n)hn+l f(x+hs(l)+ . · . +hs(i)) i~ 

i=l SES 
n 

n-1 

:L2-
j=O s E: Sn 

(11). 

Sustituyendo (9), (10) y (11) en (8) y reagrupando terminos: 

n+l · ( - l)n+l-i 

.,Z_ Z i ! (n+l-i) ! hs( i+l) · · . hs(n+l/(x+hs(l) + ' · . +hs(n+l ). ) 
l=O J S~Sn+l . 

[

n 1 (-l)n- j 
~ ~ ) h (. ) . . . h ( )f(x+h (l)+ ... +h ( . )+h 1 ) + = .?- ~ j!(n- j ! s J+l s n s s J n+ 
J=O SES 

n 
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(-1)0 ~ 
+ -,-o-,- L 

n . · s'"S 
n 

n 
+ h L_ 2-

n+l i=l swS 
n 

n 

2.2-
j=O s~S 

n 

hn+l i L 
i=o sE:S 

n 

(-l)n-i 
i ! (n-i) ! hs(i+l) · · .hs(n/(x+hs(l)+. · .+hs(i)) · 

Finalmente, en virtud de (7), queda probado (6). 0 

Si h1= ... =hn=h, el primer miembro de (5) es d~~~ ... ,h)f(x) 

segundo miembro: 

~ ' (-l)n-i hn-if(x+nh) 
?- n. i! (n-i) ! 
1=0 

luego la Proposici6n 2 generaliza (1). 

n 
~o (-l)n-i (:) hn-if(x+nh), 

4. EXPRESION DE UNA FUNCION EN TERMINOS DE SUS DIFERENCIAS 

En este apartado nos planteamos el problema reciproco del que ha sido tra-

tado en el apartado anterior: conocidas las diferencias de escalas (h. , ... ,h . ) 
11 1 j 

(i
1

, ... ,ije!l, ... ,nj) de 6rdenes j (l~j~n) de una funci6n, hallar la funci6n. 

Este problema fue resuelto en [2] para el caso de una escala: 

f(x+nh) = i(:) hn-id~f(x) (12), 
1=0 

de donde se obtiene la f6rmula de interpolaci6n de Newton haciendo h=l, como era 

de esperar. 

Lema 3.-
~ " ",.. (k) 
L':.__ h1 ... h . ... h .... h h 1 d(h , ... ,h. )f(x) + 

1.t. . ~ 11 1k n n+ . . 
-11 <···<1k_n 11 1k 

~ /' ,,.... "' (k) L h1 ... h .. .. h. . .. h d(h h h >r(x) = 
1~· · 11 

1
k-1 n 1·

1
•···• 1·k-l' n+l -11~ ... <1k-l:n 

+ 

""" ..... "" (k) v L h1 ... h .... h . ... h h 1d(h h )f(x), kc{l, ... ,n} 
1

1 
1k n n+ . , ... , . 

Hi1~ ... dk~n+l 11 1k 
(13). 

Demostraci6n.- Llamemos S', S'', S, respectivamente, a la primera suma del pri-

mer miembro, la segunda suma del primer miembro, y el segundo miembro. El nume

ro de sumandos des· es (~), el de · s-- es (k~1), y el de S, (n~1 ), y se cumple 
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Para probar (13) bastara con ver que todo sumando del segundo miembro esta 

en el primero, y reciprocamente. 

1' A "- (k) 
Sea <Jk = h1 ... h .... h . ... h 

1
d(h h )f(x) un sumando generico de S, 

1 1 . 1 k n+ · i ' · · · ' i 
1 k 

por lo que 16 i
1
< •.• <ik~ n+l. Puede suceder una y solo una de las siguientes po-

sibilipades: 

1) ik ~ n. En tal caso, G k es uno de los sumandos de S'. 

2) ik+l = n+l. En este supuesto, 

A A r. A (k) 
G k = h1 ... h .... h. . .. h h 1 d(h h h )f(x), y G k es uno de los 

11 lk 1 n n+ . , ... ' . ' n+l 
- 11 1k-1 

sumandos de S''. 

Por lo tanto, todo sumando del segundo miembro esta en el primero. Veamos 

el reciproco: 

A " (k) t. 
h1 ... h .... h .... h h 1 d(h h )f(x), 1- i 1< .•. <.ik~ n, es 1

1 
1k n n+ . , ... , . 

11 lk 

uno de los sumandos de S', tambien es 1~ i
1
< •.• <iks n+l, luego O'k es uno de 

los sumandos de S. 

2) Si uk''= h
1 
... h. ~ .. h. . .. h d(k) )f(x), con 

11 1k 1 n (h. , ... ,h . ,hn+l 
- 11 1k-1 

1,f i
1

<. ••• <ik-l ~ n es un sumando de S'', se puede escribir: 

Cik'' = h
1 
•.. h . ... h. . .. h tl 

1
d((hk) h h )f(x), 

11 lk-1 n n+ il, ... , ik-1' n+l 

que es el sumando correspondiente a 16 i 1 < ... <ik-l < ik = n+l. a 

Proposici6n 4.- f(x+h
1

+ ... +hn) = 

n 

= ~ lL .2:. ,~ L 
J=O _11< ... ""j-n 

A A A (j) 
h1 .•. h .. .. h .... h d(h h )f(x) 

11 1 j n il' ... ' i j 
(14). 

(N6tese que si C . 
n,J 

es el conjunto de las combinaciones de n elementos de 

orden j, (14) puede escribirse tambien: f(x+h1 + ... +hn) = 

n "'" A A r.. (j) 
= ~ L_ hl ... h. . .. h. . .. h d ( h h ) f ( x) ) . ?- (' . ) 1 1. n . , •.• , . 

J=O 11 , ... ,1j ECn,j 1 J 11 lj 

Demostraci6n.- Lo vamos a probar por inducci6n sobre n. 

Es trivial que se cumple para n:l, El segundo miembro queda: 

16 
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que coincide con f(x+h
1

) . 

Lo admitimos cierto para n, y vamos a demostrarlo para n+l . 

dh f(x+h1+ ... +hn) = f(x+h1+ ... +hn+hn+l) - hn+lf(x+h1+ ... +hn). 
n+l 

Despejando f(x+h 1+ ... +hn+hn+l) y utilizando la hip6tesis de inducci6n: 

n A A, A ( ') 

hn+l L ,;, .~ . < hl ... hil ... hi . ... hnd(~. ' ... ,h . /(x) + 
J=o l-1{··· <1rn J 11 1 

+ dh ( i ".~ . < hl ... hil":' .. hiJ.' .. hnd~~~ ' .. . ,h. /(x)) 
n+l j=o l-11< ••• 41j-n 1

1 
1j 

n ~ A A ,...._ (j) 
= 2_ L- hl ... hil .. . hi.' '. hnhn+ld(h. , ... ,h. /(x) + 

j=O l~i{···<i/n J ll lj 

n /"- A A (j) 
+ ~ , . "' . , hl ... h. . .. h. . .. h dh ( d ( h h ) f ( x) ) 

L:_ , ,c::_ 4 
11 1 J· n n+l 1·

1
•· ··• 1·J. j=o 1_1

1
<. ••• <1 j-n 

[

' """ /\. A ;.. (j) h1 ... h h 1 f(x)+ L L h1 ... h . ... h . ... h h 1 d(h h )f(x)+ n n+ . 
1 1

,. . < . 1
1 

1 . n n+ . , ... , . 
n-1 J= -11~· .. <1j-n J 11 J 1 

~ 
~ ,... ,...... ,,.... (j+l) 

+ L- hl ... h. . .. h. . .. h d ( h h h ) f ( x) + 
11.. • r < 11 1 . n . , ... , . , 1 J=O _ 11< ..... 1 j .. n J 1

1 
1 j n+ 

(n) 
+ dh l(d(hl, ... ,h )f(x)) 

n+ n 
(15) . 

Ahora bien, aplicando (13), el corchete puede escribirse: 

n "'" A A A (') 

~ L- hl . .. h. . .. h. . .. h 1 d ( ~ h ) f ( x) + 
1
<. . <. 1 1 1 . n+ . , ... , . 

J _1 1< •.• orn J 11 1j 

,... " " (j) 
h1 . . . h . ... h. . .. h d(h h h )f(x) 

11 1. 1 n . , ... , . 'n+l 
J- 11 lj-1 

n ~ A A /'. (j) 

6 L_ h1 ... h .. .. h . ... h h · 1d(h h )f(x) . 
~ ,; ,; < 11 1J. n n+ . , ... , . 

j= l~i 1 .... ....... iJ .. n+l 11 1j 

Y llevando este resultado a (15), queda: 

17 
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Para tratar de hacer mas manejable la notaci6n, si Ofj~n, escribiremos: 

~ /'. A A (j) 
L- hl ... h . . .. h . . .. h d ( h h ) f ( x) 

1 t.. ~ < . .<. i 1 i . n . , ..• , . 
.. 1 1 ...... ij,n J i 1 . ij 

(16). 

Asi, d
0
(h h )f(x) = h1 ... hnf(x), d

1
(h

1
, ... ,h )f(x) = 

l''''• n n 

2:_ h1 ... ~ . .. .h dh f(x), dn(h h )f(x) 
1 ~ · " 1 1 n · 1' · · ·' n -1

1
_ n i

1 
Entonces, (14) quedara: 

n 
f( h h ) ~ dj f(x) x+ 1+ ... + = L ( ) 

n j=o hl, ... ,hn 
(17). 

En el caso particular de que h
1 

= ... hn = h, se tiene la siguiente 

Proposici6n 6.- j (n) n-j j 
d ( h ' ~ ~ ~ 'h / ( x ) = j h dh f ( x ) . 

Demostraci6n.- En la expresi6n (16) se observa que dJ(.h h )f(x) tiene tantos 
1' · · ·' n 

sumandos coma elementos hay en cn,j' o sea, (~)· Por otro lado, cada sumando es 

un producto de n-j escalas por una diferencia de j escalas de orden j. Silas n 

escalas son iguales: h
1 

= ... = hn = h, el producto de las n-j escalas sera 

. ( ' ) . 
hn-J, y la diferencia, d J ( . ) f(x) d~f(x). 0 

(h,. ~. ,h) 

n 
d (n) 

(h, ... ,h) 
Corolario 7.-

Demostraci6n.- dn (n) f(x) 
(h, ... ,h) 

Se observa que de (17) y de la Proposici6n 6 se obtiene (12): 
n 

Si h1 = ... = hn = h, f(x+h1+ ... +hn) = f(x+nh) = L dj (n) f(x) 
n ( j=o (h, ... ,h) 

L_ ~) hn-jd~f(x). 
J=O J 

5. ANULACION DE DIFERENCIAS 

Ya se ha dicho que en [2] utilizamos las diferencias de una escala para la 

resoluci6n de epuaciones en diferencias y para la determinaci6n de terminos ge-

nerales de algunas sucesiones. 

Ambas aplicaciones son posibles cuando una funci6n verifica que existen 

n 
unos ciertos nflN y hem tales que dhf = 0. Se tiene entonces: 

d~f = 0 ~ d~f = 0, 'V m > n (18). 

18 
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Tratamos ahora de ver si con las diferencias de varias escalas sucede algo 

parecido. 

Proposici6n 8.- 1) Si 3 i, 1 f i ~ n I dh. f 
l 

2) Si n~ m y .:h
1

, ... , in, 0 :9 

d(m) f - 0 
( hl, ... , hm) - . 

3) Si ]k1 , ... ,kr' r.fn 

A I\ A (j) 
h1 ... h . ... h . ... h d(h h )f(x). 

1
1 

lJ. n . , ••• , . 
11 l j 

0, siendo 1~ i
1

< ••• <ir~ n, entonces 

Demostraci6n.- 1) Se cumple en virtud de que d(n) f 
(hl , ... ,hn) 

d(n-l) A (d f) = 0 
(hl, ... ,hi, ... ,hn) hi 

2) d(m) f d(m-n) "' A "' (d(n) f) = O. 
(hl, ... ,hm) (hl, ... ,hil, ... ,hin, ... ,hm) (h . , ... ,h . ) 

11 ln 

(N6tese que si todas las escalas son coincidentes, se obtiene (18)). 

3) Si 1E{i1 , ... ,i)A{k1 , ... ,kr~' sera dh f = 0 y, en virtud de 2), desa-
1 

parecera todo el sumando del segundo miembro en el que h
1 

pertenezca a la j-upla 

(h. , ••. ,h. ) • 
11 l j 

4) Sid~~~ , ... ,h . )f = 0 y t>r, d~~~ , ... ,h./= 0 por 2); luego 
11 lr 11 lt 

dt f(x) = 0, Vt=r,r+l, ... ,n. Por lo tanto, seran nulos los sumandos co-
(hl, ... ,hn) 

rrespondientes a j=r,r+l, ... ,n del segundo miembro de (17) .D 

NOTA FINAL 

Para no alargar excesivamente este trabajo, hemos creido oportuno terminar-

lo aqui, aunque tenemos en fase bastante avanzada su continuaci6n , que sera ob-

jeto de otro articulo. 

Podemos anunciar que, dada la complejidad de las formulas que se manejan al 

considerar n escalas distintas, nos estamos limitando actualmente al caso de dos 
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escalas, en cuyo supuesto ya hemos logrado algunos resultados. El problema que 

ahora mismo nos ocupa es el de tratar de la utilizaci6n de estas diferencias de 

dos (o mas) escalas a cases concretes para, a semejanza de lo que sucedia con 

las diferencias de una escala, buscar sus posibles aplicaciones. 
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