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ABSTRACT

In the present paper we start out from the notion of difference of scale h
- which generalizes the operator of finite differences - and we define the con-
cept of difference of several scales. We prove some properties of them, such as
the expression of the difference of n scales of a function in terms of the func
tion, and conversely, we construct any function by means of its differences.
Rey words.- Derivatives of higher order; finite differences; graduated opera-
tors.

RESUMEN
En este articulo partimos de la nocidén de diferencia de escala h - que ge-
neraliza el operador de diferencias finitas - y definimos el concepto de dife-
rencia de varias escalas. Probamos algunas propiedades de ellas, tales como la
expresién de la diferencia de n escalas de una funcién en términos de la fun-
cién, y reciprocamente, construimos cualquier funcién a partir de sus diferen-
cias.

Palabras clave.- Derivadas de orden superior; diferencias finitas; operadores
graduados.

1. INTRODUCCION
Desde hace tiempo venimos trabajando con los distintos tipos de derivadas
y conexiones sobre una variedad diferenciable. Una contribucién personal a su
estudio ha sido la introduccién de un concepto algebraico que engloba a todas
ellas: la nocién de derivada de grado n ([1]).
Estas derivadas graduadas descansan en el concepﬁo, que también hemos defi
nido, de extensién graduada de una aplicacién aditiva. Constituyen nuestra he-

rramienta habitual de trabajo en Geometria diferencial, pues nos permiten obviar
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el aparato diferencial y estudiar algunas cuestiones desde un punto de vista es
trictamente algebraico.

Pero el problema que nos hemos plantéado tltimamente es otro muy distinto:
analizar si la nocién anterior de derivada graduada (o la de extensidn gradua-
da, intimamente ligada a ella) tuviera traduccién en otros campos de la Matemi-
tica y, en caso afirmativo, ver sus posibles aplicaciones.

En este orden de ideas, hemos construido en [2] las diferencias de escala
h, que guardan cierta analogia con las extensiones graduadas y, en consecuen-
cia, con las derivadas graduadas. Estas diferencias de escala h generalizan la
idea de diferencia finita de una funcién y, en [2] , hemos comprobado su utili-
dad para la resolucién de algunas ecuaciones en diferencias y para la determi-
nacién del término general de ciertas sucesiones formadas por subsucesiones que
sean progresiones aritmético-geométricas.

L R

Por composicién de las diferencias de escalas distintas, se obtienen las
diferencias de varias escalas, de las que se ocupa este trabajo. En 2 se dan
los primeros pasos al respecto; en 3 se halla la expresién de la diferencia eng
sima de una funcién en términos de la misma; en 4 se resuelve el.problema reci-
proco: construir la funcién a partir de sus diferencias; y en 5 se estudia qué

sucede cuando se anula alguna diferencia.

2. NOTACIONES Y PRIMERAS DEFINICIONES
A lo largo de todo el trabajo, f serd una funcién real de una variable tam

bién real, y h, h e hn' x,ndmeros reales.

1’

Cualquiera que sea t real, siempre que escribamos f(t) entenderemos que t
pertenece al dohinio de f, sin necesidad de mencionarlo explicitamente.

El acento circunflejo sobre una letra significard que dicha letra debe su-
primirse. Asi, por ejemplo,

4 A

izl hy...h;...h, = hohsh, + hihoh, + hihohy + hihoho.

A continuacién resumimos algunas cuestiones tratadas en [2] y que utiliza-
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remos frecuentemente en este trabajo.

Se define dhf como la funcidn

dhf(x) = f(x+h) - hf(x),

y diremos que d_ es el operador de diferencias de escala h de orden uno. Se ve-

h

rifica que dicho operador es lineal.

Nétese que dof =f, yd f =Af, siendo A el operador de las diferencias fi

1

nitas.

Se llama operador de diferencias de orden n y escala h, nelN, o diferencia

enésima de escala h a la aplicacién que se obtiene componiendo n veces la apli-

cacién dh:

n (n)

h dho...odh 5
o o

donde escribiremos dhf = ¥, dhf = dhf.

Por ejemplo, es fAcil probar que dif(x) = f(x+2h) - 2hf(x+h) + h2f(x).

Se define el operador de diferencias de escalas (hl,h2) de segundo orden,

como:

(2)
d =4 4 ,
(h),h,) h o%h,

y andlogamente el operador de diferencias de orden n escalas (hl,...,hn), neN:
(n) _
d(h U dh 0. .odh ,
(o), (1) a1t 1 n
donde d =id, d h =dh =dh.
Resulta sencillo demostrar que dE:) h ) es un operador lineal, que es
preeeahy
invariante respecto de cualquier permutacién de los subindices de las escalas,
(n) n
ue d =d .
yae Sy ooh) T %

3. EXPRESION DE LA DIFERENCIA ENESIMA DE UNA FUNCION
En [2] obtuvimos la diferencia de orden n y escala h de una funcién a par-

tir de la misma:
n a n—i(n) n-i
dpf(x) = > (-1 i/ e (xein) (1).
i=0
Tratamos ahora de deducir la expresién de la diferencia de orden n de es-
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calas (hl,...,hn) de una funcién en términos de la misma. Para ello necesitamos

el siguiente lema previo.

*
Lema 1.— Si néN y 1£i4n, se verifica:

2 hs(i+1)"'hs(n+l)f(x+hs(l)+'"+hs(i)) =
n+l
= ié;% hs(i)"'hs(n)f(x+hs(l)+'"+hs(i-1)+hn+1) +
n
+ (n—(i-l))égé hs(i+l)'"hs(n)hn+lf(x+hs(l)+'"+hs(i)) 2);

siendo Sn el grupo simétrico de orden n.

Demostracién.— Llamemos

S(i,n+l) = 25 B (341)" Pa(ner) TG (1) +eethg (i) (3).
n+1
Para cada i€ {1,...,n} , sean S;+l = {seSn+1/ n+le{s(1),...,s(i)}5 s

S°°. = {se Sn+1/ n+l e{s(i+l),...,s(n+l)}}.

Evidentemente, se tiene: S~ US"°. =S

n+1” “n+l n+l’ Sn+1r‘S = @, y en conse-

n+l

cuencia:
S(i,n+l1) = S°(i,n+1) + S"”(i,n+1) (4),

siendo S°(i,n+1)

)’

+...+h

P hs(i+l)"'hs(n+1)f(x+hs

n+l

(1) s(i)

SES
S °(i,n+l) =

SESn+1

f(x+hs +...+hs(i)).

By (i+1)** “Pa(nel) (1)

Si seS ., sea ke {1,...,n+1} el elemento tal que s(k)=n+l (si s¢ S .1

, .

entonces ké{l,...,i}, y si sesm_l,

seré ke{i+1,...,n+1}). A partir de se¢ Sn+1

- - ~
construimos la permutacién s eSn, s = (s(1)y...,8(k)y.0..,s(n+l)); es decir, la
que se obtiene de s suprimiendo n+l y manteniendo los restantes términos en su
mismo orden.

Entonces, cada sumando de S°(i,n+l), h f(x+h +...+h

S(i))'
)»

s(i+1)"'hs(n+l) s(1)

-

con s€ Sn+1'

dard lugar a i sumandos: hE(i)"'hE(n)f(x+h§(1)+'"+h§(i—1)+hn+1

que corresponden a colocar hn+ en 12, 29, ..., i-ésimo lugar en la suma

1

h- +eeeth= . +h , sin alterar la ordenacién de los i-1 restantes entre si.
s(1) s(i-1)" n+l

Luego:

12
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S”(i,n+l) = i;zi h

Z E(i)'"hg(n)f(x+h§(1)+'"+h§(i-1)+h 1).
seS
n
Anélogamente, cada sumando de S”°(i,n+1), hs(i+l)"' s(n+l)f(x+hs(l)+
+hs(i) , con se€ S” l' daréd lugar a n-i+l sumandos hs(1+1) . E(n)hn (x+h—(1)

. o o i -
+...+hs(i)), que corresponden a colocar el factor hn+1 en 12, 29, ...,(n-i+l)

ésimo lugar en el producto h 1 sin alterar la ordenacién entre

B(141) " M5 10) % ne

si de los n-i restantes. Por tanto,

f(x+h§(l)+...

+h

§°*(i,n41) = (n=(i-1)) 2

hoio s wssh=; <h -0
sesn s(i+l) s(n) n+l s(i)

Teniendo en cuenta (4), se deduce (2).0

Proposicién 2.- d

- (-1)
=S ze-'s ST hs(i+1)...hs(n)f(x+hs(1)+...+hs(i)) (5).

i=0 8

Demostracién.- Lo haremos por induccién.

Es cierto para n=1:

1
(=1)" — 1) (-1)
Z Z TI=DT Patas1) s Pany T g g ybe o othyyy) = “Gyg7 B F(2) +

(-1)° (1)

+ 1701 f(x+hl) = - hlf(x) + f(x+h1) = dhl f(x).
Lo admitimos cierto para n y tratamos de probarlo para n+l:
dgzﬂ) p o yT0l =
s [ i 4 n+1)
-F5
o 86, TmetD1 Ms(ie) " Pa(me) T Pe (1) e ey ()

Vamos a operar con los dos miembros de (6) para tratar de ver que coinci-
den.

Por la hipétesis de induccién, el primer miembro es:
(n+1) (n)

f(x) = d (d
(hl"" n+l) hn+1 (hl"'

n ) ’
= Z Z ——(—l)n_l f(x+h

< " n h. .. o d
i=o seSn il(n-i)! "s(i+1) s(n) hn+l

f(x)) =

»h -,hn)

+...+h

s(1) s(i)) =

13
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< (=)™
;EE :EZ it(n-1)! s(i+1)'"hs(n)f(x+hs(l)+'"+hs(i)fhn+1) -

i=o0 sGS
i 0"
h_.. Z ZS =0t hs(i+l)...hs(n)f(x+hs(l)+...+hs(i)) (7).
¢ n+l-i
Si llamamos S* = 2 o b ey h f(x+h_, \+...+h )
h il (n+l-i)! “s(i+1) """ s(n+l) s(1) """ s(n+l)”?
seS
n+l
el segundo miembro de (6) puede escribirse:
n+l (_1)n+l—i
y il (n+l-i)! hs(i+1)'"hs(n+1)f(x+hs(1)+'"+hS(n+l)) =
i=o seS
n+l
w 82 % (8 % aew % 87 & 7 (8).
Operemos con cada uno de los tres sumandos en que hemos descompuesto la su-
n+l, ( l)
= 1 sssh =
ma: (-1) n+1f(x) h o ol :E: hs(l) s s(n)f x) (9).
n+1l 1 n
= T ! .. = RIS =
S CEREY (n+1).f(x+h + +h l f(x+h1+ +hn+1)
= (-1)° n!f(x+h, +...+h +h = :E f( x+h +...+h +h ) (10).
n!o! ’ 1 n n+1 n'O' seS s(n) 'n+l

o n (_l)n+l-i
S +eee#8S = ;Ez S TE TR TR S(i,n+1) (recordemos que S(i,n+l) viene defi-
= il (n+l-i)!

nida en (3)). En virtud de (2):

1 ” (= l)n+1 -i
S +ee:tS = ;2; ITT;:I—ITT éé% hs(i)"'hs(n)f(x+hs(l)+"'+hs(i-1)+hn+1) +

n n+l-i
(1) =
* ;§; IT(n+1-1)! (n-(i-1)) :E; hs(1+l . s(n)hn+lf(x+hs(l)+"'+hs(i)) =

n (_1)n—(i-1)
= :EE (i-1)!(n-(i-1))! hs(i)"'hs(n)f(x+hs(l)+'°'+hs(i—1)+hn+l) -
i=1 seSn
- (-1)""
_ Zl %n STT Pa(ien) " Po(n)Prer T X#hg (1) *e g 4)) =
n-1 (_1)n J
= 2 ;%%n ETTE:ETT hs(j+1)"'hs(n)f(x+hs(l)+"'+hs(j)+hn+1) =
n
(-1)
- hn+1 ; :EL iT(noi)] hs(i+1)'"hs(n)f(x+hs(1)+"'+hs(i)) (11).
i=1 seSn
Sustituyendo (9), (10) y (11) en (8) y reagrupando términos:
n+1l (_l)n+l—i
ZZ il (n+l-i)! hs(i+1)'"hs(n+1)f(x+hs(1)+°"+hs(n+1)) =
i=0 seSn+1
ncl o
=[Z Z ST hs(j+l)"'hs(n)f(x+hs(l)+"'+hs(j)+hn+1) +
J=0 seSn

14
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{=2}° (-1)" :E;
+ o7 :E_ f(x+hs(1)+'"+hs(n)+hn+lﬂ -[hn+1 oTnl! £ hs(l)"'hs(n)f(x) +

S
se eSn

n o n-i
gz —1'(n—1) hs(i+1)'"hs(n)f(x+hs(1)+'"+hs(i))}

Z (l)n‘] h . f(x+h +...+h +h ) -
J=0 s€s_ Jt(n=j)1 "s(j*1) " s(n) s(D) s (5) e

-n)"
- hn+1 y :zi il(n-i)! hs(i+1)"'hs(n)f(x+hs(l)+"'+hs(i))'

i=0 s€S
n

Finalmente, en virtud de (7), queda probado (6). O

S . . (n) _n
Si hl_..._hn_h, el primer miembro de (5) es d(h,...,h)f(x) = dhf(x), y el
segundo miembro:
2 (_1)n—i Wi i 1 n-i (n hi- i
b -
lgo n! (o) f(x+nh) = 120 (-1) (i) f(x+nh),

luego la Proposicién 2 generaliza (1).

4. EXPRESION DE UNA FUNCION EN TERMINOS DE SUS DIFERENCIAS
En este apartado nos planteamos el problema reciproco del que ha sido tra-

tado en el apartado anterior: conocidas las diferencias de escalas (hi ,...,hi )
1 J
(il,...,ije {1,...,n}) de 6rdenes j (14 j£n) de una funcién, hallar la funcién.
Este problema fue resuelto en [2] para el caso de una escala:
n
n\ n-i i
f(x+nh) = 120(1) h"7d £ (x) (12);,

de donde se obtiene la férmula de interpolacién de Newton haciendo h=1, como era

de esperar.

~ ~AA (k)
Lema 3.- h,...h, ...h, ...h h d f(x) +
_— 1¢4 o 1 i i n n+l (hi seseghly )
-11(...(1k_ 1 lk
z h..h DA h_ aled £(x)
+ - o s x) =
. . 1 i i (h s s o3y h )
< . ’ ’ ’
1-114...<1k_1en 1 k-1 1 1k—1 n+1l
= h...h 58 ..nn all f(x),Vke{l,....nj (13).
: 1 i i nn+l (h, ,...,h, )
14114...<1k5n+1 1 k i i,

Demostracién.- Llamemos S”, S°°, S, respectivamente, a la primera suma del pri-

mer miembro, la segunda suma del primer miembro, y el segundo miembro. E1l nime-

n+l

Kk ), y se cumple

ro de sumandos de S” es (ﬁ) , el de S°7 es (kfl)’ y el de S, (

15
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- n . n _ n+l)
a k k-1) ~\ k /°
Para probar (13) bastard con ver que todo sumando del segundo miembro esté

en el primero, y reciprocamente.

~ AN (k)
Sea Gk =h ...hi ...hi "'hn+1d(l'_11 ye.. bl

1
it k 1 i

por lo que 1% il<...(ik£ n+l. Puede suceder una y sbélo una de las siguientes po-

)f(x) un sumando genérico de S,

sibilidades:
1) iké n. En tal caso,CTk es uno de los sumandos de S”.
2) 1k+1 = n+l. En este supuesto,
G, =h,..h .4 nh: a4l £f(x), y G de 1
k =hy-..hy o.ohy SELILNPL Y h y£(x), y @ es uno de los
1 k-1 11 lk—l n+1

sumandos de S”°.
Por lo tanto, todo sumando del segundo miembro estd en el primero. Veamos

el reciproco:

1) i 67 =h,...hn, &8 hh alk)
R St IR TRt Tl *h S, Rt W -0
1 k 11 1k

uno de los sumandos de S”, también es 1€ il<...<ik£ n+l, luego T

Z i .
)f(x), 14 1l<...(1k$ n, es

es uno de
k

los sumandos de S.

X . ~ A~ (k)
2) Si Gk = hl...hil...hik "'hnd(h, b, h l)f(x), con
-1 i, 1k—1 n+
14 i1<...(ik_15 n es un sumando de S°°, se puede escribir:
P a A s ~ (k)
Gk = hl...hi ...hi "'hnhn+1d(h, ,...,h. i )f(x),
1 k-1 1l lk—l n+1l

que es el sumando correspondiente a 14 il<...<ik_1<ik =n+l.0

Proposicién 4.- f(x+hl+...+hn) =
n ;
= NS o ...hndgi) h yf0 (14).
L, . . . yawmeshl
j=o 1-11<...<1jén 1 J i 1j

(Nétese que si Cn j es el conjunto de las combinaciones de n elementos de
’

orden j, (14) puede escribirse también: f(x+hl+...+hn) =

n A AN 3

= 2 E P A AR D £(x)).

o (4 i )ec 1 11 i, n (hi ,...,hi )
SR RARRAA Lo W o 1 j

Demostracidén.— Lo vamos a probar por induccién sobre n.

Es trivial que se cumple para n=1. El segundo miembro queda:

16
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(o) (1)

!

L f(x) + d " 'f(x) = hlf(x) + f(x+h1) - hlf(x),

que coincide con f(x+h1).

Lo admitimos cierto para n, y vamos a demostrarlo para n+l.

dh f(x+hl+...+hn) = f(x+h1+...+hn+hn

n+1
D j .
espe jando f(x+hl+ +hn+hn+

) - h f(x+h
n+l

+1

l+...+hn).

l) y utilizando la hipdtesis de inducciédn:

f(x+h. +...+h_+h
n n

1 ) =

+1

A A A (j)

= hn+1 hl"'hi ...hi "'hnd(h h, )
= £- .. s . 3 gesey 3
J=o 1 1l< <lj n 1 J 11 lj

n

= (3)
s > Z _ peusl ...hij...hnd(hi " )] =

+
[o
=g
=D

1
=
g &
=5
>
50
=
=
Q.
Gty
&
*
&

+
b
o
5>
.
>
=
By
=2
=3
Q.
= i
Q.
o
ks
H
»x
I

f(x)) (15)
l,...,hn)
Ahora bien, aplicando (13), el corchete puede escribirse:

n

Z E h..h A n _ald) £(x)
eeefl, eeell, <o X +
11615 cign * =5 1 Bl By yeeaahy )

1 J 1 J

n ~ A A (
J) _
+ z 2 hl...hil...hi' l...hnd(hi soeoh b l)f(x) =
141 <... 4. 4n 4= 1 j=1 ™

= EE h 'ﬁ h h h- d(j) f(x)
- :E; . . 174 "1 . """ nn+1 (h, ,...,h, ) :
= < . 4 ’ ’
J 1\11<.. <lj n+l 1 Jj i lj

Y llevando este resultado a (15), queda:

f(x+hl+...+hn+hn+ ) = hl...h h f(x) +

1 n n+l
h g " h h h d(j)
+ N R A
Z 1. i i, nn+l (h, ,...,h, )
oy £3 s & ’ )
J= 1.114...(1j_n+1 1 J 1l lj

f(x) +

-3 > hy...h; “..hy ...hh ald) f(x), c.q.d. O
j=o 1511<...(ij£n+1 1 J 1P i,

17
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Para tratar de hacer mis manejable la notacién, si 0£ j<n, escribiremos:

al, o T00 = n.oh DR ol 83 W TG0 (6).
R 14i.<...4i £n 1. j : JNE R O
1 J . 1 J
Asi, d° £(x) = h, ..oh_f(x), dt f(x) =
Z (hl,...,hn) 1 n (hl,...,hn)
e n (n)
= B s, seoh d £(X)y siee i G f(x) =d i),
léign 1 i n hi1 (hyyeeesh) (hyyeeesh )
Entonces, (14) quedaré:
n .
_ J
flethy+oaath ) = 2 dg o FG0 (7).
j=o 1 n
En el caso particular de que h1 S e = hn = h, se tiene la siguiente
Proposicién 6.- 9 _[n n-j.j
———— d(h,S??,h)f(x) = h dhf(x).
Demostracién.- En la expresién (16) se observa que d%h h )f(x) tiene tantos
—_— IEEREELN

sumandos como elementos hay en Cn 5 o sea, (?). Por otro lado, cada sumando es
9

un producto de n-j escalas por una diferencia de j escalas de orden j. Si las n

escalas son iguales: h1 2 see = hn = h, el producto de las n-j escalas seré
hn_J, y la diferencia, d(J)(j) f(x) = dﬂf(x). a
(h,.%%;h)
Corolario 7.- d° n) . = dp-
(hiy.eesqohi)
Demostracién.— d' f(x) = (n) hn_ndgf(x) - d%f(x). 0
(h, %), h) g h

Se observa que de (17) y de la Proposicién 6 se obtiene (12):

n .
— _ J
+...+hn) = f(x+nh) = :E: d

Sih =...2= hn = h, f(x+h
j=0o (h,..:,h)

1

= 326 (’J‘) hn_jdgf(x).

1

5. ANULACION DE DIFERENCIAS
Ya se ha dicho que en [2] utilizamos las diferencias de una escala para la
resolucién de ecuaciones en diferencias y para la determinacién de términos ge-
nerales de algunas sucesiones.
Ambas aplicaciones son posibles cuando una funcién verifica que existen
unos ciertos ngIN y he IR tales que dnf = 0. Se tiene entonces:

h
d:f=o :}d:f:O,Vm>n (18).

18
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Tratamos ahora de ver si con las diferencias de varias escalas sucede algo

parecido.

Proposicién 8.- 1) SiJi, 14i¢n/d_ f =0 =d f=0
ZIoposleion Se= h, (h,y...5h )
i 4 n
) ) . ) . (n)
< & -
2) Si n€m y_gll,...,ln, 1< ijyeeedi gm / d(hi sy )f =0 =
(m) 1 n
= d £ = 0s
= Ung,..h)
i < = = = J =
3) si Hkl,...,kr, r4<n / d f=...=d f=0 :?d(h . ..h )f(x) =
k k 1 n
1 r
:>: g (j) (x)
= B, +esh, wxeh, wweh d f(x
< . 1 i i, n {h, ;seiyh, ) :
< . £ ’ ! .
I 114 <1J n 1 J 11 1J
11""’lj é{kl,...,krﬁ .
4) Si ar, 1€r<n/ d f = 0, siendo 1€ i_<...<i_¢< n, entonces
(h, ,...,h, ) 1 r
i i
1 T
r-1 j
f(x+hl+...+hn) = E d(h — )f(x).
Jj=o 2§ n
Demostracién.- 1) Se cumple en virtud de que dgz) h )f =
—_ PREREEL
(n-1)
=d ~ (d, f) =0
(hyseeesByyenesh ) hy
2) dEE) hof = dE:_n) I N )(dzﬁ) h )f) =0
SRR preeeohy ee by e ISERERELN
1 n il n
(Nétese que si todas las escalas son coincidentes, se obtiene (18)).
3) Si 1e{il,...,ij},\{kl,...,kry, serd d, f = 0y, en virtud de 2), desa-
1
parecerd todo el sumando del segundo miembro en el que hl pertenezca a la j-upla
(h, ;+sesh, )s
i 1j
4) §i d(r) f=0y t>r, d(t) f = 0 por 2); luego
(h, ,...,h, ) (h, ,...,h, )
i i i i
£ 1 T 1 t
d(h h )f(x) = 0, Vt=r,r+1,...,n. Por lo tanto, serén nulos los sumandos co-
IEEEETL

rrespondientes a j=r,r+l,...,n del segundo miembro de (17).0

NOTA FINAL
Para no alargar excesivamente este trabajo, hemos creido oportuno terminar-
lo aqui, aunque tenemos en fase bastante avanzada su continuacién, que serd ob-
jeto de otro articulo.
Podemos anunciar que, dada la complejidad de las férmulas que se manejan al

considerar n escalas distintas, nos estamos limitando actualmente al caso de dos

19

© Del documento, de los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017



escalas, en cuyo supuesto ya hemos logrado algunos resultados. E1 problema que
ahora mismo nos ocupa es el de tratar de la utilizacién de estas diferencias de
dos (o més) escalas a casos concretos para, a semejanza de lo que sucedia con

las diferencias de una escala, buscar sus posibles aplicaciones.
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