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Nota sobre los niimeros complejos en el Bachillerato

Castor Molina Iglesias

Introduccion

Los nimeros complejos se explican en Bachillerato por motivos pedagogi-
cos, culturales y propedéuticos; su utilidad en las propias Mateméticas y en las
aplicaciones es incuestionable.

Abstract

This note propose a geometrical view point about the learning of the complex
numbers which is based on the geometrical interpretation of the sum (translation)
and the product (homothety or dilation) of numbers in the line and their extension
to the plane.

El enfoque usual en la didéctica de los nimeros complejos usada en los
textos es pseudohistérico: la resolucion de ecuaciones cuadraticas con discri-

minante negativo lleva a la utilizacién de los nimeros imaginarios g + p/—1 >

sin comprender aun su significado y la representacion grafica de éstos, ala
definicién por Gauss de los numeros complejos (a, b) y a sus diversas formas
de representacion (cartesiana, bindmica, polar y trigonométrica). Se comienza
por su planteamiento aritmético y se sigue con su interpretacién geométrica.
El enfoque inicial aritmético o algebraico (extension cuadratica de un cuerpo)
es abstracto y aunque la mecanica de las operaciones binémicas no es compli-

cada, la utilizacion desde el principio de la imaginaria /1 tiene una conno-

tacion esotérica (ver el comienzo de la pag. 54 de [3]) que si bien puede
inspirar curiosidad a unos, por contra, puede tal vez intranquilizar a otros que
se cuestionen la «seriedad» de las matematicas.

El objeto de este articulo es proponer un punto de vista inicial geométrico
para introducir los numeros complejos sin recurrir a nada imaginario y mas
motivador que una 4rida definicion gaussiana axiomatica que no justifique la
formula del producto. Por otro lado con este enfoque las mayoria de las pro-
piedades del producto (conmutatividad, asociatividad, ...) se demuestran mas
facilmente.
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Transformaciones geométricas en la recta _

Todo numero real b define una trasformacion de la recta en si misma,
denominada fraslacién, mediante la suma :

x> x'=x+b

Del mismo modo, todo niimero real a # 0 define una transformacion de la
recta en si misma, denominada omotecia o dilatacién, mediante el produc-
to:

x> x'=ax
Las traslaciones conservan las distancias mutuas entre los puntos. Las homotecias,

en cambio, las dilatan o encogen (segun sea @>1 0 a<1) y cambian los sentidos (seglin
sea el signo de a).

Extension al plano
Consideremos el plano cartesiano intuitivo. Hay dos!' clases de transformaciones
que nos llevan un punto P = (x, y) en otro punto cualquiera P’ = (x’, y”):
e la traslacién T = (g, b) determinada por los desplazamientos en cada eje, que
conserva las distancias:

x'=x+a
T:(x,y)—(x’,y”) dond ,
. (xy) (x y) onde ——
P
¥
b
, a P’
y
X x’ -

Esto nos lleva, por analogia con el caso real, a definir la suma de puntos
poniendo:

(x,y)+(a,b)=(x",y")

' Las primeras conservan las distancias (isométricas) y las segundas los 4ngulos,
esto es, la forma (equiformes).
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En este momento se demostraran (o, al menos, comprobaran) todas las
propiedades de la suma (puede usarse la representacion grafica mediante
flechas aunque pienso que no se deberia usar el término vector en lo posi-
ble).

e Con homotecias s6lo, no podemos alcanzar todo el plano a partir de un
punto P dado, pero si usando la combinacién Q de una homotecia (con-
serva la forma) y un giro (conserva las distancias). Si suponemos que

P #(0,0) y usamos coordenadas polares P =7, y P’ =r,  entonces Q

7

r
queda determinada por el cociente § =y la diferencia f=a’-a.
r

Resulta que el movimiento Q estd determinado por el punto Q = sp y ello
nos lleva a definir el producto de puntos poniendo:

P.Q=P’
es decir,

VS5 =V.Spp

r’=rs

Loo/=0+P

>

La comprobacién de las propiedades de estas operaciones es trivial a excep-
cion si cabe, a este nivel, de la propiedad distributiva cuya comprobacion nos
podemos «saltar» si no se han explicado aun las férmulas para las razones
trigonométricas de la adicion de angulos.

Los niimeros complejos

Los puntos del plano revestidos de la estructura aritmética dada por
estas dos operaciones, suma y producto, pasan a denominarse nameros com-
plejos.
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Los reales x se identifican con los complejos (x,0); respectivamente en for-
ma polar, identificamos los reales positivos 7 > 0 con los complejos ¥y Y los
negativos -r con los complejos 7, ..
La regla de los signos

Es inmediato comprobar que el complejo i = (0,1) = 1,,. tiene la propiedad
de que i*= -1, lo que significa que la regla de los signos de la multiplicacién de
nimeros reales ya no es valida al pasar a esta clase mas amplia de niimeros.
Lo cual es 16gico, puesto que las propiedades son exigencias que caracterizan
a aquellos que las poseen; cuanto m4s universal es una clase menos propieda-
des posee.

Por otro lado, muchas operaciones antes intuitivas dejan de serlo temporal-
mente al ampliar su dominio hasta que la familiaridad con su manejo nos las
torna de nuevo intuitivas (piénsese en la extensién de las operaciones de los
naturales a los enteros relativos y a los racionales).

La forma binémica
Por tltimo, puesto que:

bi=b, x1,, =b,. =(0,b)

b>0:’{ — bi=—(0,b) = (0,b)

resulta la forma binémica:
(ab) = (a,0) + (0,b) = a + bi
tan 1til para las manipulaciones aritméticas.

Conclusiones
Como ventajas de este enfoque (el autor lo hallevado con buenos resulta-
dos a la practica el curso anterior), veo las siguientes :
e se apoya en la intuicion del alumno
° es mas inteligible para el alumno y va més directo a lo fundamental sin
provocar la inseguridad que pueda ocasionar el trabajar de entrada con
entidades imaginarias que contradigan su intuicién
e refuerza el aspecto interdisciplinar y de unidad que tienen las diferentes
ramas de las matematicas
® le obliga a pensar mas en vez de a memorizar unas reglas operatorias que
no entiende
 permite una mirada, aunque sea de soslayo, a las transformaciones
geométricas del plano (importante tema que suele no darse por falta de
tiempo)




Nota sobre los niimeros complejos en el Bachillerato 15

No veo inconvenientes resefiables a este enfoque, salvo que no es el habi-
tual que se sigue en los textos por la inercia del planteamiento del Bachillerato
Unificado y Polivalente (BUP, Plan 1970) en el que los complejos se veian en
1° de BUP (formas cartesiana y bindmica, sin trigonometria) y en 3° de BUP
(formas polar y trigonométrica, tras ver la trigonometria).

(Hasta dénde se debe llegar en la manipulacién con niimeros complejos en
el Bachillerato? Creo que debemos alcanzar al menos a definir sus operacio-
nes basicas y hasta la formula de De Moivre y su inversa que nos proporciona
las raices n-simas (n = 2, 3, 4). Son muy instructivos los ejercicios de repre-
sentacion geométrica de conjuntos de complejos z = (x, y) = ro. determinados
por relaciones simples; por ejemplo:

—1<x<1 (yarbitrario); x=y>2; 2<|7<5 r=1 30" <a<60°
Para terminar, si el grupo fuese bueno, se le podria motivar acerca de los

tesoros matematicos que aun quedan por descubrir mostrandole «sin demos-
trarle» la conocida férmula de Euler:

e'” = cos(a)+isen()
o enunciandole el teorema fundamental del algebra
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