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UNA DERIVADA ALGEBRAICA ASOCIADA A UNA
GENERALIZACION DE LA CONVOLUCION DE DITKIN
Y PRUDNIKOV*

V. M. Almeida & J. Rodriguez

Abstract

In this paper we get an algebraic derivative relative to the convolution

(oo = o [ e- ot (@621

associated to the Riemann-Liouville's fractional derivative D%, which is used, in adition with the
respective operational calculus, to solve an integral-differential equation. Moreover we show certain
convolution property for the solution of the mentioned equation.
Resumen

En este trabajo se obtiene una derivada algebraica asociada a un cilculo operacional. desarro-

llado para el operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville D%, con el uso de la convolucién

(f @)t /f Dy (62 1)

Dicha derivada algebraica y el mencionado calculo operacional son usados para determinar una solucién

de una ecuacién integro-diferencial, demostrandose ademds una cierta propiedad de convolucién para

]a solucion obtenida.

1. Introduccion

W. Kierat and K. Skornik [6], usando el calculo operacional de Mikusinski y su correspondiente

derivada algebraica [9], resolvieron la ecuacién diferencial

&z

dx
tm+(c—t)a—az—0 (c,a€C)

* Partially supported by DGCIYT Grant BFM2003-07139 (Spain).
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la cual para ¢ = 1 se reduce a la ecuacién diferencial de Laguerre siendo una de sus soluciones la
funcién

2 [-a .t
zat) =) ( k )(_I)LF(k_ﬁ-ﬁ ~

k=0

También demostraron que la familia de funciones z,4(t) verifica la propiedad de convolucién

2 (za s m)(t) = Zana(),

donde * representa la convolucién de Mikusinski.

En este trabajo se presenta la derivada algebraica

-1
DJ() = I - 4500

para la convolucién

(oot /f ),

. 1t
siendo I°f(t) = o) / (t = 7)®~1 f(r)dr la integral fraccionaria de Riemann-Liouville y
0

§ = prn-é (n— 1< & < n) su corespondiente derivada fraccionaria.

La convolucién @ se define sobre el conjunto de funciones

[o 9]
Cs={f(t)= Z axt**=! uniformemente convergentes en compactos de [0, c0)}
k=1

introducido por Alamo y Rodiguez en [2].

Usando una técnica similar a la mostrada en [6] y el apropiado cdlculo operacional para @,

podemos obtener una solucién, que denotaremos por 4(t), de la siguiente ecuacién integro-diferencial.
-D(D%)x+(1+D)Dz—az=1 (a€C) (6>1)
_6 - r(é
[z =0 5 (' D0a(t)],c = Foh
verificindose que

Dlzq ® 2](t) = a4s(t)-

Ademés se hace uso del Teorema de semejanza de Meller [4], para obtener derivadas algebraicas

asociadas a algunos operadores relacionados, via dicho teorema, con el operador D?.
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2. Un célculo operacional para D’. La derivada algebraica D

Sea 6 > 1 un mimero real. Tal y como hicieron Alamo y Rodriguez en [2], definimos el conjunto
de funciones de variable real positiva y valores complejos.
oc
Cs={f(t)= Z axt**~! uniformemente convergentes en compactos de[0, 00)}
k=1
En este articulo se prob6 que (Cs,+,-c) es un espacio vectorial, y se definié sobre Cys la con-

volucién

(1090 = 75 Ay

<y s d
la cual para 6 = 1 se reduce a la convolucién de Ditkin y Prudnikov para el operador D = 7 [5].
También se demostré que (Cs, +,®) es un anillo unitario y conmutativo sin divisores de cero. siendo
#3-1 su elemento unidad.

A partir de la definicién de @, los autores obtuvieron la siguiente igualdad

T(kd)T(ms)
TE)T[(k +m — 1)3]

la cual nos permite, haciendo un simple célculo, establecer la siguiente proposicién

tk&—l ® tm&—l =

t(k+m—l)¢5—l (2'1)

[e.¢] oo
Proposicién 1. Sea f(t) = Z axt® ! yg(t) = Zbktk'j‘l, entonces se tiene que

k=1 k=1
) k . .
TGOk - j +1)8), s
(F@9)(t) g{]z_labh_m O Vaat

Como es habitual, C; fue extendido a su cuerpo de fracciones M; = Cj x (Cs — {0})/ ~. donde
la relacién de equivalencia ~ se defini6, como es usual, por (f1,g1) ~ (f2.92) © fi® g2 = 919 fo. Los
elementos de M; fueron llamados operadores, y la clase de equivalencia del par (f,g) denotada por
i . Las operaciones suma, multiplicacién y producto por un escalar en Mj, quedaron definidas como
sigue

h h_H0p+tadf

— + —_—_—,—

9 9 0D

hoh_heh
an 2 Qadg
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L a3

Q|

af
g
¥ se comprobd que C; es isomorfo a un subanillo de Mj via la aplicacién

sy — 18

De forma ansloga C est4 embebido en Mj, identificando cualquier & € C con, el llamado operador

=[]

numerlco

Proposicién 2. Sean [o] ¥ (8] operadores numéricos cualesquiera. Entonces:
) o +[f=[a+8)
ii) {o] - [A] = [of)

Cuando no haya lugar a confusién, denotaremos a los operadores numéricos [o] simplemente por

Alamo y Rodriguez [2] establecieron que el operador D? es un endomorfismo sobre Cj y probaron

que para toda funcién f(¢) E "= en Cs
k_

i) DI f(t) = f(t)
W) PDOf(t) = f(z) —at?™ = f(t) - [0 ()] emotS .
iii) (I°y™(Dfym 1) Za 451

A fin de desarrollar un caleulo operacional, identificaron a la integral fraccionaria de Riemann-

26-1
Liouville, 19, con ]a funcién f(t) = M

, en el sentido de que
T S en

5—
010 =10

¥ $us correspondientes iteraciones con la funciones

r(é)t(k+l)6-l
T((k +1)d]

siendo sus respectivos inversos algebraicos

(keN),

LEa-! oy _ Tk + 1)

V=W y Vo= et
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(6)t26—l
De ahora en adelante denotaremos por H= ———7—

T(25) = I%, de modo que cuando escribamos
H f(t) entenderemos I°f(t).

Fmalmente obtuvieron las siguientes reglas operacionales para cualquier funcién

Zaktm te Cs
k=1

VI(©) = Dif(t) + arV

(2.2)

m ey _ (pdym o~ T(0) rm-ja1
|4 f(t)"(D) f(t)'*'jgla] I‘(&)V !

El préximo teorema, similar al dado en [7], serd de utilidad para representar una solucién de
cierta ecuacion integro-diferencial, como una serie operacional.
Teorema 1 Supongamos que la serie de potencias
o0
Zakzk (2, ar €C)

es convergente en un punto zg # 0, es decir,

o0
Z akz[',‘ =AeC.
k=0

Entonces la serie de potencias

) 0 T k+1)-1
ZakV_k = Zaka (H" = ()—)

T((k +1)d]
is uniformemente convergente en compactos de [0,0c), por lo que representa un elemento de Cj.
5-1
Demostracién. Debemos remarcar que VO = H'=1€ Msy 1= pry se identifica con t*~! € Cj.

Dado que
o~ e D(g)kHDi-t -1 L) s
kz:%“kv Za’“ Tk +1)0] za‘r[kﬂa]t)
probaremos que la serie
Z Q= J)k
T[( k + 1 6]

es uniformemente convergente en cualqmer intervalo cerrado [0, ¢g] con ¢y > 0.
o0

Sabemos que Z akz('f con 2 # 0 es convergente. Por lo tanto, para cierto My > 0y
k=0
k=0,1,2,.., se tiene

ol = Tap

63



También sabemos (7], ya que (k+1)§ >2 (k> 1), que

1 ﬂkk‘y
tant
T[(k + 1)d] < KF (8 y v constantes)

Tomando un niimero fijo ¢t = £y donde (0 < tg < oc), obtenemos
MoT(8)(t8)* 85k
— <
'Z“’“r[ul 30 )< Z |z0* k¥
lo que, por el teorema de Abel, demuestra que la serie

Z“‘r[k“ 7

es uniformemente convergente cualquier intervalo [0, to}-
Ejemplo:

vV © [ 1)k LI‘(J)t(““)“"
_ -1 _ I. L k _ =
Vg~ (1-aH) "Z(k) B = Z1“ +)* T+ 19

= f: am-l% = T(6)Es(a,t)

lo que concuerda con el resultado obetenido en [2], donde Ej(a,t) representa la funcién estudiada por
Al-Bassam en (1.

Ahora estamos en condiciones de definir un operador sobre Cj, el cual actuard como derivada
algebraica.

Definicién 1 Seq f € Cs. definimos el operador D como sigue:

16—1
Df(t) = [I’ - =54/ (1)
Es necesario, para nuestro desarrollo, conocer cémo actiia D sobre los elementos de Cj.

Proposicién 3. Dqdg cualquier funcidn f(t) \Lja;ut’“s ~1 € Cy, se verifica que Df(t) € Cs. Es

mds, D kel
ds, Df(t) se puede representar de dos formas equivalentes

5—1
s _ _a-br)
[ t]f ébkt(kﬂw 1 (bk =a F[(k + 1)5] )
151 T(8)(1 - k)ay
[16 _ ‘t]f = (t2<§ 1 e [,Z:zdkt"'é ]] (dk = %))_k)
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Demostracion. Es obvio que la obtencidon de las representaciones a) o b) demuestra que Df(t) € Cj.

d—1

I 5 PRI RSy
[ = ——tlf() IZaLt = ’;akt =

o0
T(k6)  (ks1)s-1 (k+1)d-1
— ¢ btth+D)
Z;l ~ R T g] ,;_2

La obtencion de b) se sigue de la igualdad (2.1), ya que

- T26)T(k8) (k+1)s-
§26-1 gy ghi-1 ~———-t("+‘) 1
P(8)T((k +1)4]

La confirmacién de que D es una derivada algebraica sobre Cj, viene dada por la siguiente

proposicion
Proposicién 4. Sean f y g cualesquiera funciones de Cs. Entonces se tiene:
a) Df(t) + ()] = Df(t) + Dy(t)
b) D(f ®g)(t) = (D] @ 9)(t) + (f & [Dlg)(2)

Demostracién.
5 16—1
a) Es consecuencia inmediata del hecho de que el operador [I° - Tt] es lineal respecto a la suma.

o
b) Sean f(t) z a1y g(t) = Z bt*5-1. Entonces, por la Proposicién 1, tenemos que:
k=1

TEOT|(k-7+1)d],
D(f & g)(t DZ {Eajb;\_),,_l € )r([‘(s)r( 2 1)dl) -y

FGO[(k—j+1)é
denotando por ¢ = ) a;bp_js1 U )F(lt(S)l" ( k] 6; )9 y haciendo uso de la Proposicién 3. se
il

obtiene

L@ &

D(f@g)t) = T2
A

—
>...
6
FX,
~~
o
Q,

(2.3)

l\?

De manera andloga se puede probar que
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(Pfl®g)(t) = % & i (1- Kot @ 3 btht=1 =

k=2 k=1
(24)
_T@E Tk = 5+ 4], x5
(l"(26 ® [,;2 {JZI (1 -j5)ajbe—js1 ORE Jk=1)
y
% 21
(f & [Dg))(t) = Zaktka" 6 t ) Z (1- tk& 1_
- (2.5)
5 t25-

GOT[(k — 7 +1)d] | ks
[‘;{JZI .7 ka_,bk-H.l J F(J)F(ka) }tLJ l]

Por dltimo, es sencillo comprobar que (2.3) es la suma de (2.4) y (2.5).

Extenderemos, como es habitual, la definicién de D al cuerpo de fracciones M;.

pf _[Pfleg-fe(Dg
g 9®g

(feCs, g€Cs—{0})

.qg—7p-[D

pP a0 (g py - o))
q q

La siguiente proposicién pone de manifiesto el buen comportamiento de la derivada algebraica

sobre algunos elementos de M;. Lo que nos ser4 de utilidad en las aplicaciones.

o 0
Proposicién 5. Sean 1 = ;——- el elemento unidad de Mg, 0 =

de H en Ms yn € N. Entonces:

1 . .
g V= i el inverso algebraico

a) DPl=0
atd-1
b) DCl:O (a= ta—l )
C) D(ap) = QDp (Vp c AJ&)

d) DH" = —nHﬂ+l
E) VR = qyn-l

f) D(l - GH)” = naH2(1 - aH)n—l
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g) D(V —a)" =n(V —a)*~!

Demostracién. Para probar a) y b) se necesita un simple célculo:

t&— ['Dtd—l] & t5— _ t5- e [Dtts l]

Dl= D_ - 16-1 g -1
paop?t ! _ @ et - oo (DY)
R R -1 g -1

c) es consecuencia de b) y del hecho de que D es una derivada algebraica. Para probar d) se usara el

método de induccién matemdtica:

a -1 D)1 T(8) T(20) g5, T(26+1) 35_1,
DH = (I' - === tonF@) .~ Taos b -
__T(8) 351 _
= _mt&s 1 — _H2

DH*! = D(H - H*) = [DH] - H* + H - [DH") = - (k + 1)H**?

Para e) téngase en cuenta que V = %, por lo que no es dificil ver que DV =1 usando a) y d).

para luego volver a usar induccién. Finalmente, para demostrar f) y g), n6tese que

D(1 - eH)" DIZ ( ) (-aHy 4= -5 (:)(—a)"'k(n — R)H"RH =

k=0

=- Zl n(n k 1) (~)H*(—aH)" "' = naH*(1 - oH)""!

1-aH)"
y como quiera que (V - a)" = (% —-a)' = (——HO;—), usando f), d} y la definicién de D sobre Ms
la demostracién queda concluida.

Nota: La (ltima proposicién también es vélida para n € Z, dado que para cualquier p € M; — {0} :

P"=E

El reciproco de b) también es cierto.

Proposicién 6. Dado p € M, si Dp =0 entonces p es un operador nimerico.

Demostracién. Sea p = ﬁ y Dp=0. Dado que Dp = (DA & 9)t) - (f © [Dhit)

9890 se sigue:

([Df1@9)(t) - (f & [Dg))(t) =0 (2.6)
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o
ké—1
Si denotamos por f(t) Z a1y g(t) = E bet™ ™", tenemos que
k=1

- u L(i&)C((k =5+ 1)d] | k5-1
([Df] Sg)(t) = 6 t 7 [Z {Z (1-j ank—]"H }t ]

T(6)T'(k3)
k=2 j=1
Y 0w & TGOT(k = 3 + 1], kg1
(f & [Dg))(t) = 5” 'elZ{Z U - Bebein ==Fars) 0|
k=2 j=1
Por lo tanto, (2.6) implica que
k 0)L[(k—j+1)8] _ . 2.7
3 0+ k= 2oy - =0 (v 22) D
J=1

t = i tivamente
Supongamos ahora que b; # 0. Si tomamos en (2.7) k = 3 y k = 4 se obtiene respectiva
a1by = ash1 y aibs = ash

i = bm=a bl N
8 continuacién es fécil probar que amby = @nbm cuando aibs = anby ¥ a1bm = am "
C en cuenta las
Finalmente, para poder obetener que ajb; = aiby para todo k& > 2 tendremos
siguientes igualdades:

(k=2r) .
ar _  TEoT(er —j+1)8) _
Y (L+2r = 2j)ajbyr—j1 T(8)(2r0)
J=1
, T(é)T((2r - j +1)9)
=2 (L4 2r = 2)asbar 1 — Gar-jb) =
i=1
k
k=2r+1) ar+1 ‘ LGOI +2r - 5)8] _
Z (24 2r — 27)ajbors2-; T(&)T((2r + 1))
J=1

T(i0)((2 + 2r — 5)4]
T(&)I((2r + 1)d)

.
= (2+2r - 2j)(ajboar—j — ar42r—3b5)
j=1

a) . b
Por lo tanto si b, # 0 podemos establecer que a;, = Eb" para todo k > 1, en otras palabras
f ag otf! a

§=?=7:r=[a] (a=a)

I ara telnnna[ ]a demOStI‘aCIOIl basta haﬂer notar que en caso de que b[ 0 (] 0 es Iac
ConlpIOba‘I que b - () ])al 0 e (:()]ltla,(h( C10Nn Con e ecno d e t bt () . 1
& a tod k, 1 N I h Ch e qu g( ) 6 Cﬁ { } Luego S

by = 0 entonces a; = 0, y comenzarfamos con by # 0 y asi sucesivamente.
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Como aplicacién de los resultados obtenidos, resolveremos la siguiente ecuacidn integro-diferencial

—D(D%)%z(t) + (1+ D)D%z(t) —az(t) =1 (x(t) € Cs) (@ €C)

i (2.8)
[t e(t)ig = 0 s [ D¥x(t))ins = iy
Teniendo en cuenta (2.2) y la Proposicién 5, la ecuacién (2.8) se transforma en
- HH(1-a)-1
Dz(t) a-1 a _H[H(1-a)-1] (29)

Zt) V. V-1 1-H

Proposicién 7.
a) z, = H(1 — H)™® € Mj es una solucion de (2.9)

2-1 (a,1);
b) z4(t) = %ﬁl’l t8 | es una solucidn de (2.8)
@ (26,6);

C) Dd(ma & mb)(t) = mu+b(t),

donde
o | @0 | &t
= (e.d); « T(kd + c) k!

representa la funcion hipergeométrica generalizada de Wright, (cf.[10]).

Demostracién.

a) El Teorema 1 nos permite representar al operador (1 — H)™ como la serie,

(k4131
p-m o 3 () T -

x —a- {+2)5-1
=Z(—a)(k_ll)( - e = (oA - By

Por lo tanto
DH(1-H)™®] H[H(1-a)-1]

H(1-H)—e 1-H
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b) El operador z, = H(1 — H)~% admite la siguiente representacién como funcién de C;

tk&

_ -a __ = —-a k 11k —_ - S (a)k =
T, =H(1-H)™= L}:_‘B ( L )(—l)kH‘L+l =T(o)t¥ lkgor(k-l- )Tk +2)9]

_TEO#¥ ' & D(k+a) ¢
~ T(e) /ZT(ké+20)T(k+1)

Luego, (cf.[10, pag.50]),

N _ I\(J)t%—l (a7 1); p
“(t)_—l‘(a) 10 5.5 t

c) Es consecuencia de los apartados anteriores, ya que

(za ®z)(t) = H(1 - H)"H(1 - H)™ = B*(1 - H)~*)

Nota: Si ~a € N, Ia serie que comparece en la demostracién de esta iltima proposicién, se reduce a

un polinomio de grado fraccionario.

3. Una derivada algebraica asociada al operador D}

En esta seccién usaremos la derivada algebraica D y algunos resultados presentados en [3]

para obener una derivada algebraica asociada al operador DS, el cual puede considerarse como una
generalizacién de D¢,

Teorema 2 SiT: X — X es un isomorfismo entre los espacios vectoriales X y X, y L : X - X
es un operdor lineal en X con una convolucion asociada % : X x X — X , entonces la operacion

z+y =T "YTziTy) es una convoluciin para el operador L = T-1LT in X.

Este teorema se conoce como el teorema de semejanza de Meller y puede encontrarse en [4].

El teorema de Meller fue usado en [3] para establecer que se puede obtener una derivada al-
gebraica D = T~'DT asociada a + si se tiene la correspondiente derivada D asociada a & Ademds
se demostrd que si % no tiene divisores de cero, lo que implica que * tampoco los tiene, entonces el
isomorfismo T puede ser extendido a los correspondientes cuerpos de fracciones M y M mediante la
expresion

fi_T§ f

T(Z)= == para todo = € M.
(g) Tgp g
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Mis atin se comprobé que cuando existiese un elemento ieX que verificase 14 f = [% f, para
cualquier f e X, donde W representa el operador inverso por la derecha de L, entonces también
existird un elemento ! = T‘l(i) € M tal que Wf =1x f, siendo W el operador inverso por la derecha

de L. Observamos que el ismorfismo T : M — M aplica s = % en§= -}
Finalmente fue demostrada la siguiente proposicion.
Proposicién 8. Las siguientes aseveraciones son ciertas:
1. $iDs =1 entonces Ds =1
2. 8 D1 =0 entonces D1 =0
3. 8i D5® = nd""! entonces Ds" = ns™~!

4. Si Di" = —ni™*! entonces DI* = —ni™*!

Estamos ahora en condiciones de ampliar este resultado, afirmando que cuando D verifique la

Proposicién 5, entonces D también la satisface.
Proposicién 9.
1. 8i Dé = 0 entonces Da = 0, siendo & y a operadores numéricos.
2. Si D(ap) = &Dp entonces D(ap) = aDp, donde p y p operadores cualesquiera.
3. 8$i D(1 - ad)" = na2(1 - ai)*~!, entonces D(1 - o)™ = nal®(1 - al)*"L.
4. SiD(3—a)" =n(5— &)™, entonces D(s — a)* = n(s — )"~

Demostracién.

Se sigue, haciendo un simple célculo, del hecho de ser T un isomorfismo de cuerpos.
Ademds, D verifica la Proposicién 6 siempre y cuando la verifique D.

Proposicién 10. Si ’[)13 =0 implica que p es un operador numérico, entonces Dp = 0 implica que p

es también un operdor numérico.
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Es més, podemos identificar la expresién operacional de z, g con la suma de una serie opera-

cional.

Proposicién 12. Si la serie de potencias
o0
z oLH k
k=0

representa un elemento de Cj, entonces la serie

o]

> oxHj

k=0
representa un elemento de Cpg).

[o,¢]
.2 . . . . koo
Demostracién. Es consecuencia del hecho de que si la serie de potencias E a;t® es uniformemente
k=0

oo
convergente en un intervalo cerrado (0, to), entonces Z ax(tP), también lo es para 8 > 0 en [0,25).
k=0

o0

Como la serie Z (—ka) (=1)*H**! converge a H(1 — H)™9, se sigue que la serie
k=0

— (-a k prk+1

Z ( k )(_1) Hg

k=0

converge a Hp(1 - Hg)™® = TP[H(1 — H)~9]. Por o tanto

L(WAB-) & T(k+a) 68
T(a) & T(k6+20)T(k+1)

Top = Hp(l - Hp) ™ =

Este iiltimo resultado nos permite establecer la siguiente proposicién.

1(5)$2-1) (a,1);
Proposicién 13. La funcidn z, g(t) = —?1\11 1 t% | es una solucion de la ecuacion
(e (26,4);

(3.1) que verifica
Djlzap ®255)(8) = Tasso(t)
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