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UNA DERIVADA ALGEBRAICA ASOCIADA A UNA 
GENERALIZACIÓN DE LA CONVOLUCIÓN DE DITKIN 

Y PRUDNIKOV* 

V.M. Almeida & J. Rodríguez 

Abstract 

In this paper we get an algebraic derivative relative to the convolution 

D6 ¡t 
(f ES g)(t) = r(ó) Jo f(t -1/J)g(1/l)d1/J (ó ~ 1) 

associated to the Riemann-Liouville's fractional derivative D6, which is used, in adition with the 

respective operational calculus, to salve an integral-differential equation. Moreover we show certain 

convolution property for the solution of the mentioned equation. 

Resumen 

En este trabajo se obtiene una derivada algebraica asociada a un cálculo operacional. desarro

llado para el operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville D6, con el uso de la convolución 

Dó ¡t 
(f ES g)(t) = r(ó) Jo f(t -1/J)g(1/J)d1/J (ó ~ 1) 

Dicha derivada algebraica y el mencionado cálculo operacional son usados para determinar una solución 

de una ecuación integro-diferencial, demostrándose además una cierta propiedad de convolución para 

la solución obtenida. 

1. Introducción 

W. Kierat and K. Skornik (6}, usando el cálculo operacional de Mikusinski y su correspondiente 

derivada algebraica (9), resolvieron la ecuación diferencial 

<flx dx 
t- +(e- t)- - ax= O 

dt2 dt 
(e, a E C) 

• Partially supported by DGCIYT Grant BFM2003-07139 (Spain). 
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la cual para e = 1 se reduce a la ecuación diferencial de Laguerre siendo una de sus soluciones la 

función 

00 ( ) tk 
Xa(t) =E ~a (-1)\(k+ 1). 

También demostraron que la familia de funciones x0 (t) verifica la propiedad de convolución 

donde * representa la convolución de Mikusinski. 

En este trabajo se presenta la derivada algebraica 

para la convolución 

¡ó-l 
Vf(t) = (Ió - -

8
-t]f(t) 

Dó ¡t 
(! ffi g)(t) = f(ó) Jo f(t -1/J)g(1/l)d1/l, 

siendo/º f(t) = rta) fo' (t - r)•-1 f(r)dr la integral fraccionaria de Riemann-Liouville y 

Dó = Dn ¡n-ó ( n - 1 < ó ~ n) su corespondiente derivada fraccionaria. 

La convolución $ se define sobre el conjunto de funciones 

00 

Có = {f(t) = ~:::>ktkó-t uniformemente convergentes en compactos de (O, oo)} 
k=l 

introducido por Alamo y Rodíguez en [2]. 

Usando una técnica similar a la mostrada en (6] y el apropiado cálculo operacional para ffi, 

podemos obtener una solución, que denotaremos por xa(t), de la siguiente ecuación integro-diferencial. 

verificándose que 

{ 

-V(Dó)2x + (1 + V)Dóx - ax= 1 (a E C) (ó > 1) 

[tl-óx(t)]t=O =o ; [tl-ó Dóx(t)]t=O = n~l) 

Además se hace uso del Teorema de semejanza de Meller (4], para obtener derivadas algebraicas 

asociadas a algunos operadores relacionados, vía dicho teorema, con el operador Dó. 
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2. Un cálculo operacional para D8• La derivada algebraica V 

Sea ó > 1 un número real. Tal y como hicieron Alamo y Rodríguez en (2], definimos el conjunto 

de funciones de variable real positiva y valores complejos. 

00 

Có = {f(t) = 2:>ktkó-l uniformemente convergentes en compactos de(O, oo)} 
k=l 

En este artículo se probó que (CJ, +,·e) es un espacio vectorial, y se definió sobre Có la con

volución 

Dó ¡t 
(J EB g)(t) = f(ó) Jo J(t -1/J)g('l/J)d'lf,• 

la cual para ó = 1 se reduce a la convolución de Ditkin y Prudnikov para el operador D = ft [5]. 

También se demostró que { Có, +, EB) es un anillo unitario y conmutativo sin divisores de cero. siendo 

tó- l su elemento unidad. 

A partir de la definición de EB, los autores obtuvieron la siguiente igualdad 

tkó-1 EB tmó-1 = f(k8)r(mó) t(k+m-1)ó-1 

r(ó)f[(k + m - l)ó] 
(2.1) 

la cual nos permite, haciendo un simple cálculo, establecer la siguiente proposición 

00 00 

Proposición l. Sea f(t) = L aktkó-l Y 9(t) = L bktkó-l, entonces se tiene que 
k=l k=l 

(f EB 9)(t) = f= ft aibk-i+l f(jó)r[(k - j + l)ó] }tkó-1 
k=l j=l f(ó)r{kó) 

Como es habitual, Có fue extendido a su cuerpo de fracciones Mó = C6 x (Có - {O})/"'· donde 

la relación de equivalencia "' se definió, como es usual, por (/1, 9t) "' (h 92) {:::} / 1 EP 92 = 91 9 h Los 

elementos de Mó fueron llamados operadores, y la clase de equivalencia del par (/, g) denotada por 

l . Las operaciones suma, multiplicación y producto por un escalar en M6, quedaron definidas como 
g 
sigue 

• f t + Í2 = Ji EB 92 + 91 EB Í2 
91 92 91EB92 

/i h /1 EB Í2 • -·-=--
91 92 91EB92 
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Y se comprobó que C.s es isomorfo a un subanillo de M.s vía la aplicación 

f( t)--+ f(t) 
t6-1 

De forma análoga C está embebido en M.s, identificando cualquier a E C con, el llamado operador 
otó-1 

numérico, fiS-l = [o). 

Proposición 2. Sean [o) y [,B] operadores numéricos cualesquiera. Entonces: 

i) [o) + [,B] = [o + ,B] 

ii) [o] · [,B] = [o,B) 

Cuando no haya lugar a confusión, denotaremos a los operadores numéricos [a) simplemente por 
o. 

Afamo Y Rodríguez [2] establecieron que el operador D6 es un endomorfismo sobre C.s Y probaron 
00 

que para toda función f(t) = L aktkó-I en C6 
k=l 

i) Dó ¡.s f (t) = f(t). 

··; ¡.s Dó 
ii f (t) = f (t) - a1tó-1 = f (t) - [tl-ó f (t)]t=otó-1. 

iii) (Ió)m(Dó)mf(t) = J(t)- f aió-1. 

j=l 

A fin de desarrollar un cálculo operacional, identificaron a la integral fraccionaria de Riemann-
L" ·11 ó f(c5)t26- 1 

iouv1 e, I , con la función f(t) = E C.s en el sentido de que 
f(2c5) ' 

r(c5)t2ó-l 
f(2c5) ffi f(t) = 1

6 
f(t) 

Y sus correspondientes iteraciones con la funciones 

r( c5)t(k+i).s-1 

r[(k + l)c5) 

siendo sus respectivos inversos algebraicos 

(k EN), 

r{2c5)tó-l k r[(k + l)c5]tó-l 
V= f(c5)t2ó-l y V = f(c5)t(k+t)ó-I 
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r(6)t26- 1 
De ahora en adelante denotaremos por H = = 16 de modo que cuando escribamos 

r(2<5) ' 
H f(t) entenderemos 16 f(t). 

Finalmente obtuvieron las siguientes reglas operacionales para cualquier función 
00 

f(t) = L aktkó-l E c6 
k=l 

V f ( t) = D
6 f ( t) + a 1 V l 

vm J(t) = (Dó)m f(t) + f ªi r(jó) vm-i+l 
i=l r(ó) 

(2.2) 

El próximo teorema, similar al dado en [7], será de utilidad para representar una solución de 

cierta ecuación integro-diferencial, como una serie operacional. 

Teorema 1 Supongamos que la serie de potencias 

00 

L O:kZk (z' O:k E e) 
k=O 

es convergente en un punto zo =f O, es decir, 
00 

LªkZ~ =A E c. 
k=O 

Entonces la serie de potencias 

00 00 k r(6)t(k+l}ó-l 
L o:kv-k = L o:kHk (H = r[(k + 1)<5] ) 
k=O k=O 

is uniformemente convergente en compactos de [O, oc), por lo que representa un elemento de Có. 

Demostración. Debemos remarcar que Vº= Hº = 1EMóy1 = ::=: se identifica con t6- 1 E C6. 

Dado que 

oo oo r(6)t(k+1)6-1 oc r(6) 
L ªkv-k = L ªk r[(k + 1)6] = t6-1l:>kr[(k+1)6) (t6)k 
k=O k=O k=O 

probaremos que la serie 
~ r(ó) 6 k 

f:óªkr[(k+l)ó](t) 

es uniformemente convergente en cualquier intervalo cenado [O, to] con to > O. 
00 

Sabemos que L O:kZ~ con z0 =f O es convergente. Por lo tanto, para cierto Mo > O y 
k=O 

k = O, 1, 2, ... , se tiene 
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También sabemos [7), ya que (k + l)ó > 2 (k;::: 1), que 

1 {3kk"'f 
r[(k + l)ó) ~ kk ({3 y 'Y constantes) 

Tomando un número fijo t = t0 donde (O< to< oo), obtenemos 

1 

~ f(ó) (tó)kl < ~ Mof(ó)(tg)kf3kk1 < 00 {:o ªkr[(k + l)ó) 0 - {:;, lzolkkk 

lo que, por el teorema de Abel, demuestra que la serie 

es uniformemente convergente cualquier intervalo [O, to]. 

Ejemplo: 

V - -1 oo (-1) k k k - ~ (l)k kf(ó)t(k+l)ó-1 -
V-a-(1-aH) =~ k (-1) a H -{:or(k+l)ª r[(k+l)ó] -

= f am-1 r(ó)tmó-l = f(ó)E5(a, t) 
m=l r(mó) 

lo que concuerda con el resultado obetenido en (2), donde E6(a, t) representa la función estudiada por 

Al-Bassam en [l). 

Ahora estamos en condiciones de definir un operador sobre C5, el cual actuará como derivada 

algebraica. 

Defi · O# mcion 1 Sea f E C5. definimos el operador V como sigue: 

¡ó-1 
V f(t) = [16 - -ó-t]f(t) 

Es necesario, para nuestro desarrollo, conocer cómo actúa V sobre los elementos de C5. 

00 

Proposición 3. Dada cualquier función f(t) = L:>ktkó-l E C5, se verifica que Vf(t) E C5. Es 
' k=I 

mas, Vf(t) se puede representar de dos formas equivalentes 

ó ¡5
-

1 
oc {1 - k}r(M) 

a) [/ - -ó-t)f(t) = ~ bkt(k+l)ó-1 (bk = ªk r((k + l)ó] ) 

¡ó-1 00 

b) [J<5 
- -ó-t]f(t) = (t2d-l) Ef1 lI: dktkó-1) 

k=2 

(d = f{ó){l - k)ak) 
k f(2ó} 
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Demostración. Es obvio que la obtención de las representaciones a) o b} demuestra que Vf(t) E Có. 

= f (1 - k)ak r(kó) t(k+l}ó-1 = f bkt(k+l}ó-1 

k=l r[(k + l)o] k=2 

La obtención de b) se sigue de la igualdad (2.1), ya que 

t20-1 EB tko-1 = r(28)r(M) t(k+1)0-1 

r(o)r((k + 1)8] 

La confirmación de que V es una derivada algebraica sobre C6, viene dada por la siguiente 

proposición 

Proposición 4. Sean f y g cualesquiem funciones de C6. Entonces se tiene: 

a) V(f(t) + g(t)] =V j(t) + Vg(t) 

b) V(f EB g)(t} = ((V J] EB g)(t) + (f EB (V]g)(t) 

Demostración. 

p5-1 
a) Es consecuencia inmediata del hecho de que el operador [1'5 - -

0
-t] es lineal respecto a la suma. 

00 00 

b) Sean f(t) = L aktk'5-l y g(t) = L bktk6- 1
• Entonces, por la Proposición 1, tenemos que: 

k=l k=l 

~ ~ r(jó}r({k - j + l}c5] kó-1 
V(! EB g)(t) =V ti {f:"í aibk-i+l f{c5)r(kc5) }t 

k f(jó)r[(k - j + l)c5] . . . , 
denotando por Ck = ~ aibk-j+l f(ó)r(kc5) y haciendo uso de la Propos1c10n 3. se 

obtiene 

r( ó)t20-l 00 

V(f EB g)(t) = r(28) EB E (1 - k)cktk'5-I (2.3) 

De manera análoga se puede probar que 
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{2.4} 

= r(ó)t26- 1 [~ {~ {l _ .) ·b . r(jó)r[(k - i + 1)ó] }tkó-11 r(2c5) $ 6_ {=: 1 ª3 k-3+1 r(ó)r(kó) 

y 

oo r(c5)t26-l oo 
(! $ [Vg])(t) = ~ aktk6-I $ r(

2
c5) $ ~ (1 - k)bktk6-I = 

(2.5) 

= r(c5)tu-1 [~ {~ (. _ k) ·b . r(jc5)r[(k - i + 1)ó) }tkó-1¡ 
r(2ó) $ t;, {=: 1 ª3 k-3+1 r(ó)r{kó) 

Por último, es sencillo comprobar que (2.3) es la suma de {2.4) y (2.5). 

Extenderemos, como es habitual, la definición de V al cuerpo de fracciones Mó. 

La siguiente proposición pone de manifiesto el buen comportamiento de la derivada algebraica 

sobre algunos elementos de M6• Lo que nos será de utilidad en las aplicaciones . 

• • # tó-l o 1 
Propos1c1on 5. Sean 1 = -~- el elemento unidad de M6, O= ~1 , V= H el inverso algebraico 

tu-1 tu-
de H en Mó y n EN. Entonces: 

a) Vl =O 

b) Va= O 

e) V(ap) = o:Vp 

d) VHn = -nHn+l 

e) vvn = nvn-1 

at6-I 
(a= tó-1 ) 

(V p E Mó) 

66 



g) V(V - o:r = n(V - o:)n-l 

Demostración. Para probar a) y b) se necesita un simple cálculo: 

t6-1 [Vt6-1] EB t6-1 _ t6-1 ffi [Vt6-1] 
Vl=V-J:-= =0 tu-1 t6-1 ffi t6-1 

at6-t o:[(Vt6-1) EB t6-1] - a[t6-1 ffi (Vt6-t )] 
Va=V--= =0 

t6- l t6- l ffi t6- l 

e) es consecuencia de b) y del hecho de que V es una derivada algebraica. Para probar d) se usará el 

método de inducción matemática: 

VH = (!6 _ ¡ó-t )f(8)t26
-

1 
= r(ó) (r(28) 36-l _ f(28 + 1) t36-I] = 

8 t f (28) f (28) r(38) t f(38)8 

= - f(ó) t36-t = -H2 
r(38) 

y 

VHk+t = V(H · Hk) = (VH] · Hk + H · [VHk] = -(k + l)Hk+2 

Para e) téngase en cuenta que V= ~, por lo que no es difícil ver que VV = 1 usando a) y d). 

para luego volver a usar inducción. Finalmente, para demostrar f) y g), nótese que 

= - L n n ~ 1 (-o:)H2(-o:Ht-k-1 = no:H2(1 - o:H)n-1 n-1 ( ) 

k=O 

1 (1- oH)n 
y como quiera que (V - at = ( H - o:)n = Hn , usando f). d) y la definición de V sobre M6 

la demostración queda concluida. 

Nota: La última proposición también es válida paran E Z, dado que para cualquier p E Alis - {O} : 
1 . 

p-n= -
pn 

El recíproco de b) también es cierto. 

Proposición 6. Dado p E M111 si Vp =O entonces pes un operador númerico. 

Demostración. Sea p = L y Vp =o. Dado que Vp = ([V JI ffi g\(t)-;{ ~ [Vg])(t) se sigue: 
g g$g t 

([V f] El1 g)(t) - (f El1 (Vg])(t) =O (2.6.) 
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00 00 

Si denotamos por f(t) = L aktk6-l y g(t) = L bktk6- 1, tenemos que 
k=l k=l 

(['D/] ffig)(t) = r(ó)t26-I m [~ {~ (l -1')a·b . f{jó)r[(k- j + l)ó] }tk6-t] 
f(2ó) w {;;, f:r 1 k-1+1 f(ó)f(kó) 

y 

(! 03 ['Dg])(t) = f(ó)t
26
-l m [~{~(J._ k)a ·b. . f(jó)f[{k - j + l)ó] }tk6-I] 

r(26) w {;;, f:r 3 k-l+l f(ó)f(kó) 

Por lo tanto, (2.6) implica que 

k . f(jó)f[{k - j + l)ó] 
~ (1 + k - 21)a;bk-i+l f(ó)r(kó) =O (\lk;::: 2) (2.7) 

Supongamos ahora que b1 f. O. Si tomamos en (2. 7) k = 3 y k = 4 se obtiene respectivamente 

a continuación es fácil probar que ambn = anbm cuando a1bn = anb1 Y a1bm = amb1. 

Finalmente, para poder obetener que a1 bk = akbi para todo k ;::: 2 tendremos en cuenta las 

siguientes igualdades: 

(k = 2r) 

2r . f(jó)r[{2r - j + l)ó] ¡= {1+2r - 2J )a;~r-j+I f{ó)f(2ró) = 
J=l 

~ . f(jó)f[(2r - j + 1)6] 
= {;i (1+2r - 21)(a;b2r-j+l - a2r-j+1bj) r(ó)f(2ró) 

(k = 2r + 1) 

2r+l . f{jó)f[{2 + 2r - j)ó] t; {2+2r-21)a;b2r+2-j f(c5)f{(2r+l)ó) = 

r . f(jó)f[(2 + 2r - j)ó] 
= [; (2 + 2r - 21)(a;b2+2r-j - ª2+2r-jbj) f{ó)f((2r + l)ó) 

Por lo tanto si b1 #O podemos establecer que ak = ~: bk para todo k ~ 1, en otras palabras 

L - o.g - a.t6-1 - ¡ l ( - a1) 
g - g - t6-1 - o. o. - b1 

Para terminar la demostración basta hacer notar que en caso de que b1 = O y a 1 f. O es fácil 

comprobar que bk = O para todo k, en contradicción con el hecho de que g( t) E C6 - {O}. Luego si 

bi =O entonces a1 =O, y comenzaríamos con b2 #O y así sucesivamente. 
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Como aplicación de los resultados obtenidos, resolveremos la siguiente ecuación integr~diferencial 

{

-V(D6)2x(t) + (1 + V)D6x(t) - ax(t) = 1 (x(t) E C6) (a E C) 
{2.8) 

[t1- 6x(t)]t=O =O ; [tl-r5 D6x(t)]t=O = ic~]) 

Teniendo en cuenta (2.2) y la Proposición 5, la ecuación (2.8) se transforma en 

Vx(t) a - 1 a H[H(l - a) - 1] 
x(t) = V - V - 1 = 1 - H 

(2.9) 

Proposición 7. 

a) Xa = H(l - H)-ª E MrS es una solución de (2.9} 

- r(6)t26-l [ (a, 1); l 
b) xa(t) - r(a) 1 '111 t6 es una solución de (2.8} 

(26, ó); 

c) D6(xa EB Xb)(t) = Xa+b(t), 

donde 

[ 

(a, b); ] oo r(kb +a) tk 

1'111 t =Lqkd+c)k! 
(c,d); k=O 

representa la función hipergeométrica generalizada de Wright, (cf.[10}}. 

Demostración. 

a) El Teorema 1 nos permite representar al operador (1- Htª como la serie, 

-a oo (-ª) kr(ó)t(k+l)ó-1 
V{l- H) = V[l +E k (-1) r[(k+ 1)6] l = 

. 
oc (-a -1) . r( 6)t(k+2)ó- l 

=E(-a) k-l (-l}k-1 r[(k+2)6) =(-a)H2(1-Htª-l 

Por lo tanto 
V[H(l - Htª) _ H[H(l - a) - 1) 

H(l - H)-ª - 1 - H 
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b) El operador Xa = H{l - Htª admite la siguiente representación como función de Gr, 

x =H(I-Htª='f (-ª){-l)kHk+l=f{8)t26-1f (a)k tH = 
a k=O k k=O f(k + 1) f[(k + 2)8] 

f(8)t26- 1 00 f(k +a) tk6 

= r(a) E r(kó + 28) r(k + 1) 

Luego, (cf.[10, pag.50]), 

r(ó)t26-I [ {a, 1); ] 
Xa(t) = f{a) 1 W¡ t6 

(28, 8); 

c) Es consecuencia de los apartados anteriores, ya que 

(xa EB X&){t) = H{l - H)-a H{l - H)-b = H2(1- H)-(a+b} 

Nota: Si -a EN, la serie que comparece en la demostración de esta última proposición, se reduce a 

un polinomio de grado fraccionario. 

3. u na derivada algebraica asociada al operador ni 
En esta sección usaremos la derivada algebraica V y algunos resultados presentados en [3] 

para obener una derivada algebraica asociada al operador D~, el cual puede considerarse como una 

generalización de D6. 

Teorema 2 Si T : X --+ X es un isomorfismo entre los espacios vectoriales X y X, y i : X ~ X 
es un operdor lineal en X con una convolución asociada * : X x X --+ X, entonces la operación 

x *Y = y- I (Tx*Ty) es una convolución para el operador L = r-1 LT in X. 

Este teorema se conoce como el teorema de semejanza de Meller y puede encontrarse en (4). 

El teorema de Meller fue usado en (3) para establecer que se puede obtener una derivada al

gebraica V= r-1iJT asociada a* si se tiene la correspondiente derivada V asociada a *· Además 

se demostró que si * no tiene divisores de cero, lo que implica que * tampoco los tiene, entonces el 

isomorfismo T puede ser extendido a los correspondientes cuerpos de fracciones M y M mediante la 

expresión 

T(l) = Tf para todo l E M. 
g Tg g 
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Más aún se comprobó que cuando existiese un elemento i E X que verifica.se W J = fa J, para 

cualquier j E X, donde W representa el operador inverso por la derecha de L, entonces también 

existirá un elemento l = r-1 ( f) E M tal que W f = l * f, siendo W el operador inverso por la derecha 

de L. Observamos que el ismorfismo T: M--+ M aplicas= I en s = I 
Finalmente fue demostrada la siguiente proposición. 

Proposición 8. Las siguientes asevemciones son ciertas: 

1. Si Vs = 1 entonces TJs = 1 

2. Si VI = O entonces TJl = O 

3. Si iJ5n = ns11- 1 entonces Vsn = nsn-1 

4. Si iJ[n = -n[n+l entonces Vln = -nzn+l 

Estamos ahora en condiciones de ampliar este resultado, afirmando que cuando V verifique la 

Proposición 5, entonces TJ también la satisface. 

Proposición 9. 

1. Si V&= O entonces 'Do:= O, siendo & y a operadores numéricos. 

2. Si V(&p) = &Vp entonces V(o:p) = aVp, donde p y p opemdores cualesquiera. 

3. Si V(l - &[)n = n&i2(1 - &f)n-1, entonces TJ(l - o:z)n = nal2(1 - azr-1• 

4. Si V(s - &)n = n(s - &)n-l, entonces V(s - o:)n = n(s - o:)n-1. 

Demostración. 

Se sigue, haciendo un simple cálculo, del hecho de ser T un isomorfismo de cuerpos. 

Además, V verifica la Proposición 6 siempre y cuando la verifique V. 

Proposición 10. Si Vp = O implica que p es un operador numérico, entonces Vp = O implica que p 

es también un operdor numérico. 
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Es más, podemos identificar la expresión operacional de Xa,{3 con la suma de una serie opera

cional. 

Proposición 12. Si la serie de potencias 

representa un elemento de C5, entonces la serie 

representa un elemento de c{3(6)· 

00 

Demostración. Es consecuencia del hecho de que si la serie de potencias L O:ktk es uniformemente 
k=O 

00 

convergente en un intervalo cerrado (O, to], entonces L a:k(tf3)k, también lo es para {3 >O en [O,~). 
k=O 

Como la serie f (-ª) ( -1 )k Hk+l converge a H {1 - H)-ª, se sigue que la serie 
k=O k 

f (-ª)(-1)kHZ+1 
k=O k 

converge a Hf3(1- Hf3tª = Tf3[H(l - H)-ªJ. Por lo tanto 

f(ó)tf3(2c5-t) 00 f(k +a) tkfJó 

xa,f3 = HtJ(l - Hf3rª = f(a) ~ f(kó + 2ó) f{k + 1) 

Este último resultado nos permite establecer la siguiente proposición . 

. • • . , f(ó)tf3(26-I) [ (a, 1); ] . , 
Propos1c1on 13. La funczon Xa,{3( t) = ) 1W1 tfJ6 es una solucion de la ecuación 

f(a (2ó, ó); 
( 3.1) que verifica 
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