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I . APROXIMACION AL CONCEPTO INTUITIVO DE LIMITE DE UNA SUCE -

SION MEDIANTE LA UTILIZACION DE UNA CALCULADORA DE BOLSILLO 

La necesidad del uso de calculadoras para u~a introducción 

del concepto de límite de una sucesiÓn , obedece al nivel concreto en que 

se encuentra la mayoría de los alumnos de 2~ de B.U.P. Según nos consta 

por nuestra experiencia,la mayor parte no capta , de entrada , el método ri 

guroso(formal) . 

Debe comenzarse con ejemplos elementales usuales y,a continu~ 

ción,abordar problemas de cálculo de límites que,en un clesarrollo for -

ma~,resultarían muy complejos . Veamos algunos ejemplos en los que se ha 

trabajado con una Casio f-29 . : 

(1) f.im ~ = 1 

n 

2 

3 

n +<x> 

1 , 4U2136 

1,4422495 

1,4142136 
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10 1,2589?54 

31 1, 1171H9 

H 1. ()5 4163 5 

154 1,0332000 

3698 1 , 0022410 

10 6 1 , 0000138 

10 7 1,0000016 

108 1 , 0000002 

3. 10 8 1, 0000001 

3 , 9 . 10 8 1, 0000001 

4 . 10 8 

Es de señalar la poca información que se tiene con valores 

pequeños de n , y el hecho de que la calculadora toma 1 como valor de~. 

a partir de un cierto valor de n , 

Con estos ejercicios prácticos , el alumno adquiere la idea de. 

límite como número al que se aproximan los términos de la sucesión. Ad~ 

más , pierde el miedo a abordar un problema de cálculo de límite , sea cual 

fuere su complejidad. Por ejemplo : 

(2) li.m ni }s + Zln - 21 = 1/6 
n+oo 

(3) li.m }nJ-¡r + J 8n J + fol - 3n 1 113 
n+oo 

n n 

( 4) li.m o 
n+oo ni 

n e 

(5) li.m 2 
_!n( 4n +2n+ 1 

2 n+oo 
ln n 

Los ejercicios (3) y (4) son buenos ejemplos para aprovechar 

la memoria de la calculadora(memoria sumativa) . Previamente al (4),se 

introduciría el número e mediante la calculadora : 
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Con estas prácticas mejoraremos el aprendizaje del uso de la 

calculadora . Es interesante trabajar cuestionE>s acerca de errores de r~ 

dondeo (sólo admite ocho cifras) . También , a la vista de las tablas de v~ 

lores , hacer comparaciones entre distintas sucesiones en cuanto a rapi -

dez de aproximación. 

Para evitar la idea de que toda sucesión es convergente , deben 

¡:reponerse tambi én ejercicios como los siguientes: 

(6) lim -<1e11 11 
11 .. "" 

(7) lim ( - 1 )ti 
n .. oo 

( 8) lim f-2) 11 
n .. .., 

(9) lim CO-<l 11 
11->oo 

Veamos,para terminar este apartado,un ejemplo interesante,que 

hemos resulelto con una Casio fx- 20 y tomando rr:3,1416: 

( 1 o) lim n 2 
(1 - CO-<l 1/n) 112 

n->oo 

11 1/11 g11.ado-<1 CO-<l 1/n 1 • CO-ó 1/n n 2 f1 - co-<1 1/n) 

57,295645 0.540304 º· 459696 0,459696 

2 o. 5 28,647822 0,877583 0, 122417. º· 489668 

3 º· 333 •• 19 , 098546 0, 944957 º· 05500 º· 495387 

0,2 5 14 , 323911 0 , 968913 0,031087 0, 497392 

.. . . . . . . . .. ..... " . . . ... . . .... .. .. 

.. . . . . . . . . ....... . . . . . .. . . ... .... 
19 0,0526 3, 015555 0 , 998615 0 , 00 1385 º· 499985 

20 0, 05 2 , 8H782 0,998750 0,001250 o. 5 + 

. .. . . . .. . ... . .. . . . . .. .. . . .. ...... 
25 0 , 04 ·2 , 2918258 0 , 999200 0 , 000800 o. 5 + 

. . . .. . .. . ........ . ..... .. . ....... 
En este ejemplo es necesario usar valores pequeños de n, Para 

valores grandes , la calculadora tomaría C04 1/n : 1 y parecería que el 

límite es cero . 
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II . FORMALIZACION DEL CONCEPTO INTUITIVO 

La necesidad de formal i zar la definición intuitiva d~ l í mite 

de una sucesion,como núme40 al que 4e ap4oximan 4u4 ll4mino4 , nos da oc~ 

siÓn par a explicar lo relativo a la formal i zación matemática, Es decir , 

para que el alumno no sólo sepa una definici ón f or mal , sino que compren -

da lo que significa la fo r malizaci ón. En 2~ de B. U. P. sólo se puede i n 

tentar una primera aproximación a esta i dea . (1), 

Se pretende conseguir que los alumnos comprendan y trabaj en la 

siguiente definición de límite de una sucesión : 

" lim (an) r l 4¿¿ cada enlo4n o de l. po4ee l odo4 f.04 ll4mi11 04 

de. la ~uce4i6n , excepto un núme40 tinito • 

O bien : 11 En- cada e.nlo4110 de. l. e4l&n J.odo4 l. 04 ll4mi11 04 de. la 

4u ce4i6n a pa4ii4 de uno d a do •, 

Para introducir esta definicién , habrí a que definir antes el 

concept.o de entorno de un núm ero l. Esto se puede hacer simplemente co -

mo ·un intervalo abierto que contiene a l , Si se va a trabajar la defin.i

ciÓn clásica ("para todo E>O , existe un n 0EN , • • , ") ,es mejor utilizar , en 

lugar de entornos , entornos simétricos de centro l y radio E, definiéndo

los como intervalos del tipo (l- E , t .. E),con E> O, Es decir , E ( l , E) = 

=( l - E , l ,. E) , E>O , 

Por supuesto,se aconseja la representación en la recta real 

de todo lo que se hace, Conviene insistir en la idea básica de que no 

hay ningún entorno más pequeño que todos los demás ; si lo hubiera , bas

t ar!a comprobar la definición con él y no con todo entorno . 

Para introducir la definición dada anteriormente , se aconseja 

trabajar con un e j empl o de sucesión convergente ,(1 /n) , y otr o de suce 

sión no convergente , ( -1)n , y hacer observar que la diferencia entre 

ellas se puede f ormalizar a travé s del instrumento del entorno. Es con

veniente repet ir este tipo de ej emplos. 

Para t rabajar con la definición dada, debiera empezarse por d~ 

mostrar la s propi edaes e l emen t ales del concepto introducido , esto es : 

(1) Unicidad de l lími te 
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(2) Acotación de las sucesiones convergentes 

(3) Una sucesión convergente con infinitos términos positivos 

o infinitos negativos,tiene límite cero. 

(4) Si una sucesión converge a un número positivo, entonces to 

dos los términos de la RUcesiÓn son positivos excepto un número finito 

(5) Si a f {l. yconvergen,entonces lim (a),< lim ({!.) 
n n n n 

( 6) Si "n~lln~Cn convergen y lim (an) e lim (en) ,entonce4 

lim (an) : lim ((J.n) : lim (en) 

(7) Toda sucesión creciente y a cotada tiene límite. 

Las propiedades (1),(5) y (6) son unfr buena ocasión paraintr2 

ducir el concepto de demostración por reducción al absurdo. Las demos -

traciones de todas estas propiedades son mucho más claras con la defini 

ciÓn dada que con la clásica y,en cursos de buenos alumnos, se pueden d~ 

mostrar una o dos y dejar el resto a ellos;o bien,esperar a que demues-

tren y desarrollen la totalidad. 

Se aconseja formular estas propiedades como teoremas y habi -

tuar así al alumno a la idea de 11 teorema"como algo que se necesita demo_!! 

trar ,y a la de"definiciÓn"como algo que es necesario precisaT. 

La segunda dirección en que se puede trabajar con esta defini 

ción tiene como objetivo que el alumno comprenda.la importancia de _la 

definición dada,analiando los r.esultados que se obtendrían si en ella 

se suprimi eran o modificaran algunos términos . Estas cuestiones se pue-

den plantear en forma de ejercicios. Veamos algunos ejemplos : 

1) Supongamos que aceptamos la siguiente definición de límite 

: lim (an): a 4¿ cualquie~ inle~ualo a{/.ie~to que contenga a "a" , conti~ 

ne intinito4 té~mino4 de la 4uce4i6n . Demostrar que con esta defini ción 

el límite de una sucesión podría no ~er Único y que habría sucesiones 

convergentes que no estarían acotadas.tSe cumpliría con esta definición 

la propiedad (3)? 

2) ¿Qué sucesiones tendrían lÍmi te con la siguiente definí 

ci ón: lim (an) : l 4i cual.quie~ inte~uat.o(a{i.ie~to o ce~~ado) que conlea, 
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ga a • l º " cont i.e.n e a todo;, lo;, punto;. de. la /.>uce./.> i6n e.xce.pi.o un núme.tto 

/.in ilo? 

3) ~Qué sucesiones serían convergentes si suprimimos en la de -

finici6n de límite la expresi6n ºexcepto un núm e.tto /.inil o º o "a pattlitt 

de. uno dadoº ? 

4) ¿Qué sucesiones tendrían límite con la Sif1liente defini 

ci6n : li.m (an) = l ;,i. e.xi;.te. un e.ntottno de. l que. contiene. a lodo;, lo;, 

punto;, de. la -1>uce.-1>i.6n excepto un núme.tto ti.nito? Considérese el entorno 

R= ( - oo , too) , 

Se trata ahora de llegar a la formulaci6n clásica. Para el lo 

es necesario , en primer~ugar,trabajar con entornos simétricos . Si en la 

definici6n dada se ha hablado simplem~nte de entornos , es necesario demo~ 

trar primeramente que la definici6n que se obtiene al escribir entorno 

simétrico,en lugar de entorno , es equivalente. Ello se hará en la i dea 

de . que todo entorno de l contiene un entorno simétrico de l. Si se qui~ 

re obviar esto , lo Único que hay que hacer es poner directamente en la 

definici6n dada :entornos simétricos . A continuaci6n~establecer - por 

ejemplo,mediante dibujos- la igualdad 

( l - e: , l ~ e:) = ( x/ 1 x- l I < e: • } 

y explicar la definici6n 

'( e:> O , 3 n e: N / 1 a - l I < e: , V n > O 
· o n 

como abreviatura de 

V E(l , e:) , 3 ªn 
o 

/ a e: E(l,e:) • V n > n 
n o 

que es una reformulaci6n de la definici6n dada. 

Es esta una ocasi6n para hablar del concepto de distancia 

entre números reales , De todas formas , somos partidarios de la elimina -

ci6n total de este lenguaje en 2~ de B.U . P . y limitarse a la definición 

por entornos, Es preciso hacer notar que la definici6n de límite de su -

ceiiones es una definici6n topol6gica y , por tanto,no necesi ta de l con -

cepto de distancia, Al introducir esta , lo Único que se hace es reformu

lar la definici6n para el caso de espacios métricos ,pero no se añade n~ 
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da nuevo respecto a la idea de límite y para el alumno resul ta mucho 

más di ffoil. 

NOTAS 

1 . Se sugiere la lectura de N. BOURBAKI , Elementos de Histori a 

de las Matemáticas - AU 18 , págs . 24,33 (Noci6n de verdad en Matemáticas) 

2. Somos par tidarios de introducir el concepto de límite de s~ 

cesiones en 2~ de B. U. P. y dejar toda la teoría de funciones para 3~. 

3. No es necesario introducir,para la definici6n por entorno~ 

ningún estudio de desigualdades ,que son generalmente difí ciles de mane 

jar por el alumno . 

4. Las Únicas propi aiades que no se pueden demostrar con la d& 

finición por entornos son l as al gebraica s 

etc. Somos partidarios de razonar los de una forma intuitiva a partir de 

las propiedades de R y no realizar ninguna demostración rigurosa , que,de 

hecho , casi nadie entiende . 

5, No hemos tratado detenidamente el problema de los límites 

infinitos , pero surgen naturalmente con la calculadora en los ~asos como 

lim(n) , lim "'1 ,etc. La definici 6n dada sigue siendo válida en el ca 

so de lim = m sin más que definir previamente: 

Entorno de tm Intervalo del tipo (a , ·•m) 

Entorno de .. Intervalo del tipo ( - m, a) 

Bastaría , si no se quiere introducir estas definiciones , con la 

idea intuitiva que se obtiene con la calculadora. 

6 . Todo este proceso ha sido ensayado con resultados positivos 

excepto en el caso de la segunda direcci6n (pági na anterior) , ya que de 

esta deducen los alumnos que s6lo hay una noci6n de convergencia en R,y 

no , que "cada tipo de entorno" produce una. 

Para evitar esto , se aconseja hacer observar que el hecho de 

que los entornos sean interval os abiertos no es lo determinante y , por 

tanto,investigar qué ocurr irí a si , en l uga r de ello s, se tomara otra fam~ 

lia de conj untos1-que conviene reunan -. unas mínimas condiciones de regu -
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larid~d , parecidas a las qu e cumplen los intervalos. Por ej emplo : 

a) Que la i ntersección de dos elemen tos de la familia esté en 

ella. (Técnicamente esto significa que la familia es una base de una 

cierta topología y,en consecuencia,la convergencia es la misma tomando 

como entornos los elementos de la familia y no todos los de la topolo -

gía,como ocurre con los intervalos respecto a la topología natural de 

R). 

b) Que dados a ~ D. , exista A,B de la familia , tales que A B 

y a e A , D. e B. Esta es la condición utilizada en l a mayoría de las de -

mostraciones de las propiedades enunciadas, e implica que el espacio es 

de HAUSSDORF. 

Es interesante-también trabajar con familias que no cumplan 

eata condición,para observar qué ocurre entonces con la unicidad del l i 

mi te . 

Se trata de que el alumno comprenda que la noción de conver -

genci a es una noción topolÓgica , es decir,que depende directamente de la 

familia de entornos con que se trabaje ,y no de las propiedades algebrai 

cas del conjunto base. Esto no se consigue si directamente se trabaja 

con el concepto de distanci a ,que utiliza propiedades algebrai cas . De h~ 

cho ,es mucho más fácil trabajar con entornos que con la distancia . 

Algunos de las nocione s de convergencia de los ejercicios que 

hemos sugerido se obtienen con determinadas topologías : discreta , inter

na. Se pueden plantear otras : cofinita , etc . 

Quizás s e podría intentar lograr con todo e sto que el alumno 

llegara a una comprensión más profunda de R. 

7. Existe la posibilidad,con cursos o alumnos buenos ,de de sa

rrollar una investigación a través del concepto de límite de sucesiones 

Por ejemlo , definir punto de adherencia de A,como punto que es límite de 

una sucesión formada por elementos de A,y demostrar propiedades relati 

vas · a la adherencia . Y,en esta misma línea , estudiar , por ejemplo , los co~ 

pactos en cada topología. Tanto estos como otros conceptos,deberían d~ 

f inir se a través de sucesiones. 
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8. E~ cuanto a los peligros de la calculadora , puede verse el 

artículo de J , KUNTZMANN publicado por la A. P.E.M. francesa , o su libro 

"Apport de l ' informatique 6 l'enseignement math6matique 0 , de CEDIC,París 

1974 . Advierte Kuntzmann del peligro de conjeturar con pocos valores de 

n,como ocurre con los siguientes ejemplos : 

1 • 

Esta s ucesión es convergente,y parece divergente. 

2. 

Dando valores pequeños a 
k:n 

k : O 
(-1) k 1 ,esta sucesión,sin 

1ook 

;- serl o, da la impresión de que es convergente, 

w 
o 

V> ... 
o 
"' a_ 

w 
o 

"' 
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