01 "SOY3WNN

LIAITE DE SUCESIONES

Manuel Gonzdélez Ddvila

Manuel Martin Feandndez
(Miembnros del Gaupo de

Didéctica de la fAalemd
tica de Cddiz)

I. APROXIMACION AL CONCEPTO INTUITIVO DE LIMITE DE UNA SUCE -

SION MEDIANTE LA UTILIZACION DE UNA CALCULADORA DE BOLSILLO

La necesidad del uso de calculadoras para una introduceidn
del concepto de limite de una sucesidn,obedece al nivel concreto en que
se encuentra la mayoria de los alumnos de 22 de B.U.P. Segiin nos consta
por nuestra experiencia,la mayor parte no capta,de entrada,el método rl
guroso{formal).

Debe comenzarse con ejemplos elementales usuales y,a continua
¢idn,abordar problemas de cdlculo de limites gue,en un desarrollo for -
mal,resultarian muy complejos. Veamos algunos ejemplos en los que se ha

trabajado con una Casio f-29.:

(1) Lin ¥ n =1

n-reo
n /a
7 7
2 1,4742736
3 7,4422495
4 7,4742736
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70 7,2589254
37 1,7177419
84 7,0541635

154 7,0332000

3698 7,0022470
708 7,0000738
107 7,0000076
708 7,0000002
3,708 7,0000007
300, 70® 7,0000007
4t 7
7

Es de sefialar la poca informacidén que se tiene con valores

n—
vn

pequefios de n,y el hecho de que la calculadora toma 7 como valor de '
a partir de un cierto valor de n.

Con estos ejercicios précticos,el alumno adquiere la idea de
limite como nimero al que se aproximan los términos de la sucesidn. Ade

méds,pierde el miedo a abordar un problema de célcu;o de limite,sea cual

fuere su complejidad. Por ejemplo:

(2). imen| P T T n e 2| = 776

n+o
T I W o NSRS o e e o it v ol
n+o nn
(4) bim —————— o}
n-+eo nllie™

(5) tim _enlén’s2ns1
e én n

Los ejercicios (3) y (4) son buenos ejemplos para aprovechar
la memoria de la calculadora(memoria sumativa). Previamente al (4),se

introduciria el nimero e mediante la calculadora:

44

o




Con estas prdcticas mejoraremos el aprendizaje del uso de la
calculadora. Es interesante trabajar cuestiones acerca de errores de rg
dondeo(sélo admite ocho cifras). También,a la vista de las tablas de va
lores,hacer comparaciones entre distintas sucesiones en cuanto a rapi -
dez de aproximacidn.

Para evitar la idea de que toda sucesidén es convergente,deben
poponerse también ejercicios como los siguientes:

(6) ¢im sen n
n-+m

(7)  tim (-7

n-—~w

(8) #im (-2)°

n-—roo

(9) ¢Eém cos n
o

Veamos,para terminar este apartado,un ejemplo interesante,que

hemos resulelto con una Casio fx-20 y tomando m=3,7476 :

(10} 2im n°C1 = cos Tin) = 112

n*w

n 1/n grado s cos 1/n f<cos 1/n nsz-coo 7/n)
7 7 57,295645 0.,540304 0,459696 0,459696

2 0,5 28,647822 0,877583 0,722477 - 0,489668

£ 0,333,.79,098546 0,944957 0,055043 0,495387

4 0,25 74,323917 0,968973 0,037087 0,497392

79 0,0526 3,075555 0,998675 0,007385 0,499985

20 0,05 2,864782 0,998750 0,007250 0,5 +

25 0,04 -2,2978258 0,999200 0,000800 0,5 +

En este ejemplo es necesario usar valores pequefios de n. Para

valores grandes,la calculadora tomarfa cos 7/n = 7 y pareceria que el

limite es cero.
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II. FORMALIZAGION DEL CONCEPTO INTUITIVO

La necesidad de formalizar la definicidn int;itiva de 1imite
de una sucesion,como ndmenro al gue se aproximan sus téaminos,nos da oca
sidn para explicar lo relativo a la formalizacidn matemética., Es decir,
para que el alumno no sélo sepa una definieidn formal,sino que compren -
da lo que significa la formalizacién. En 2% de B.U.P. sélo se puede in-
tentar una primera aproximacién a esta idea.(1).

Se pretende conseguir que los alumnos comprendan y trabajen la
siguiente definicidn de 1imite de una sucesién :

" Lim (an) = ¢ 4ii cada entoano de € posee todos los téaminos
de fa sucesibn,excepto un nimero finito ",

0 bien : " &n cada entoano de € estdn todos los téaminos de fLa
sucesidn a paatin de uno dado ".

Para introducir esta definicidn,habria que definir antes el
concepto de entorno de un nimero £, Esto se puede hacer simplemente co -
mo -un intervalo abierto que contiene & ¢. Si se va a trabajar la defini-
cidn cldsica ("para todo e>0 ,existe un nosN...."),es mejor utilizar,en
lugar de entornos,entornos simétricos de centro £ y radio e,definiéndo-
los como intervalos del tipo (é-& , €+e),con e>0. Es decir, E(Z,e) =
=t£-e , lse) , €30,

Por supuesto,se aconseja la representacidén en la recta real
de todo lo que se hace. Conviene insistir en la idea bédsica de que no
hay ningln entorno mds pequefio que todos los demds ; si lo hubiera,bas=
tarfa comprobar la definicidén con él y no con %odo entorno.

Para introducir la definicidn dada anteriormente,se aconseja
trabajar con un ejemplo de sucesién convergente ,{1/n), y otro de suce-~-
sién no convergente, (-1)n, y hacer observar que la diferencia entre
ellas se puede formalizar a través del instrumento del entorno. Es con-
veniente repetir este tipo de ejemplos.

. Para trabajar con la definicidn dada,debiera empezarse por dg
mostrar las propiedaes elementales del concepto introducido,esto es 3

(1) Unicidad del limite
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(2) Acotacidn de las sucesiones convergentes

(3) Una sucesidn convergente con infinitos términos positivos
o infinitos negativos,tiene limite cero.

(4) 8i una sucesidn converge a un nimero positivo,entonces to
dos los términos de la sucesidn son positivos excepto un niimero finito

(:5)::85 an§ ﬂny convergen, entonces £im (an) < bim (gn)'

(6) Si epglpgecn convergen y finm fa ) = &in (c, ) ,entonces
tin (a,) = dim (&nJ = dim {cn)

(7) Toda sucesidn creciente y acotada tiene limite.

Las propiedades (1),(5) y (6) son una buena ocasidn paraintro
ducir el concepto de demostracidén por reduccidén al absurdo. Las demos -

traciones de todas estas propiedades son mucho mis claras con la defini
cién dada que con la clésica y,en cursos de buenos alumnos,se pueden dg
mostrar una o dos y dejar el festo a ellos;o bien,esperar a que demues-
tren y desarrollen la totalidad.

Se aconseja formular estas propiedades como teoremas y habi -
tuar asi al alumno a la idea de"teorema"como algo que se necesita demog
trar,y a la de"definicidén"como algo que es necesario precisar,

La segunda direccidén en que se puede trabajar con esta defini
cidn tiene como objetivo que el alumno comprenda la importancia de la
definicidn dada,analiando los resultados que se obtendrian si en ella
se suprimieran o modificaran algunos términos. Estas cuestiones se pue-
den plantear en forma de ejercicios. Veamos algunos ejemplos :

1) Supongamos que aceptamos la siguiente definicidén de 1limite
: fim (an) = a 3¢ cualquien inlervalo abiento que conienge a "a",contig
ne infinitos téaminos de €a sucesibén. Demostrar que con esta definicidn
el 1imite de una sucesidn podria no ser finico y que habria sucesiones
convergentes que no estarian acotadas.éSe cumplirfia con esta definicién
la propiedad (3)?

2) ¢ Qué sucesiones tendrian 1l{mite con la siguiente defini -

cidn: ¢im (an) = € si cualquien intearvalofalierto o cenrado) que contepn
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ga a "¢" contiene a todos los punios de fa sucesibn exceplo un nidmenc
Linilo?

B)éQué sucesiones serfan convergentes si suprimimos en la de -
finicidn de 1imite la expresidn "excepto un nidmero finito” o "a pantia
de uno dado" ?

4) ¢ Qué sucesiones tendrian 1lfimite con la sipuiente defini -
cidn: Cim (aﬂ) = 2 i existe un entonno de & que contiene a todos €cs
puntos de €a sucesibn excepto un nimeno finito? Considérese el entorno

R:(_m » +uu) .

Se trata ahora de llegar a la formulacidén clésica, Para ello
es necesario,en primer -lugar,trabajar con entornos simétricos, Si en la
definiecidén dada se ha hablado simplemente de entornos,es necesario demos
trar primeramente que la definicidn gque se obtiene al escribir entorno
simétrico,en lugar de entorno,es equivalente. Ello se hard en la idea
de.que todo entorno de ¢ contiene un entorno simétrico de £. Si se quig
re obéiar esto,lo (nico que hay que hacer es poner directamente en la
definicidén dada :entornos simétricos, A continuacién;establecer -por
ejemplo,mediante dibujos- la igualdad
7 Glu=se v iisae) c=nllon/ v x= 8] i< e}

y explicar la definicidn

VE>0 R Bno e N/ |an-£| <Ieil; Vn SHE0-Gk
como abreviatura de

VE(Lie) ,3e, / e E(LE) Na>oa
qué es una reformulaciénode la definicién dada.

Es esta una ocasidén para hablar del concepto de distancia
entre niimeros reales. De todas formas,somos partidarios de la elimina -
c¢idn total de este lenguaje en 22 de B.U.P. y limitarse a la definicidn
por entornos. Es preciso hacer notar que la definicidn de limite de su-
cesiones es una definicidén topoldgica y,por tanto,no necesita del con -
cepto de distancia. Al introducir esta,lo lUnico que se hace es reformu-

lar la definicidn para el caso de espacios métricos,pero no se afiade na
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da nuevo respecto a la idea de limite y para el alumno resulta mucho

mas dificil.

NOTAS

1. Se sugiere la lectura de N.BOURBAKI,Elementos de Historia
de las Matemiticas - AU 18,pdgs.24,33 (Nocidn de verdad en Matemdticas)

2.Somos partidarios de introducir el concepto de limite de su
cesiones en 22 de B.U.P. y dejar toda la teoria de funciones para a2

3, No es necesario .introducir,para la definicidn por entornos
ninglin estudio de desigualdades,que son generalmente dificiles de mane -
jar por el alumno.

4. Las Unicas propielades que no se pueden demostrar con la de
finicidn por entornos son las algebraicas : éim(anfﬂn}=£im(an)fiim(ﬂn),
etc. Somos partidarios de razonarlos de una forma intuitiva a partir de
las propiedades de R y no realizar ninguna demostracidén rigurosa,que,de
hecho,casi nadie entiende.

5. No hemos tratado detenidamente el problema de los linites
infinitos,pero surgen naturalmente con la calculadora en los ‘casos como
Cimfn) ., €im "n ,etc. La definicidén dada sigue siendo vdlida en el ca-
so de £im = = sin mds que definir previamente:

Entorno de +o = Intervalo del tipo (a , #=)

Entorno de -= £ Intervalo del tipo (-«, a)

Bastaria,si no se quiere introducir estas definiciones,con la
idea intuitiva que se obtiene con la calculadora.

6. Todo este proceso ha sido ensayado con resultados positivos
excepto en el caso de la segunda direccién (pdgina anterior),ya que de
esta deducen los alumnos que sélo hay una nocidén de convergencia en R,y
no,que "cada tipo de entorno" produce una.

Para evitar esto,se aconseja hacer observar que el hecho de
que los entornos sean intervalos abiertos no es lo determinante y,por
tanto,investigar qué ocurrirfa si,en lugar de ellos,se tomara otra fami-

lia de conjuntos;que conviene reunan:. unas minimas condiciones de regu-
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laridéd , ﬁarecidas a las que cumplen los intervalos. Por ejemplo:

a) Que la interseccién de dos elementos de la familia esté en
ella. (Técnicamente esto significa que la familia es una base de una
cierta topologia y,en consecuencia,la convergencia es la misma tomando
como entornos los elementos de la familia y no todos los de la topolo -
gia,como ocurre con los intervalos respecto a la topologia natural de
R).

b) Que dados « £ £ , exista A,8 de la familia,tales que A 3
y acd , £¢B. Esta es la condicién utilizada en la mayorfa de las de -
mostraciones de laS'prOpiedadesrenunciadas,e implica que el espacio es
de HAUSSDORF.

Es interesante también trabajar con familias que no cumplan
eata condicidn,para observar gqué ocurre entonces con la unicidad del 1%
mite.

Se trata de que el alumno comprenda que la nocién de conver -
gencia es una nocidn topolégica,es decir,que depende directamente de la
familiﬁ de entornos con gue se trabaje,y no de las propiedades algebrai
cas del conjunto base, Esto no se consigue si directamente se trabaja
con el concepto de distancia,que utiliza propiedades algebraicas, De hg
cﬁo,es mucho més fécil trabajar con entornos que con la distancia,.

Algunos de las nociones de convergencia de los ejercicios que
hemos sugerido se obtienen con determinadas topologfas :discreta,inter-
na. Se pueden plantear otras :cofinita,ete.

Quizds se podrfa intentar lograr con todo este que el alumno
llegara a una comprensidén méds profunda de R.

7. Existe la posibilidad,con cursos o alumnos buenos,de desa-
rrollar una investigacidén a través del concepto de limite de sucesiones
Por ejemlo,definir punto de adherencia de A,como punto gque es 1fmite de
una sucesién formada por elementos de A,y demostrar propiedades relati-
vas a la adherencia. Y,en esta misma linea,estudiar,por ejemplo,los com
pactos en cada topologfa. Tanto estos como otros conceptos,deberian de

finirse a través de sucesiones.
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Soc. CANARIA DE PROFS, DE MATEMATICAS "Isaac NEwTON"

8. En cuanto a los peligros de la calculadora,puede verse el
artfculo de J.KUNTZMANN pubiicado por la A,P,E.M. francesa,o su libro
"Apport de 1’informatique & 1enseignement mathématique",de CEDIC,Paris
1974. Advierte Kuntzmann del peligro de conjeturar con pocos valores de

n,como occurre con los siguientes ejemplos :

1

g 100 £ Zn

RER e & i 7
7 =99
2 4907
3 S FEET65 s
4 4004900,66...
5 -79328432

. et esrerennes
Esta sucesidén es convergente,y parece divergente.
2.

Dando valores pegquefios a (-7)
k=0 700%

,esta sucesién,sin

serlo,da la impresién de que es convergente.
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