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EL TRIANGULO DE PASCAL,
UNA FUENTE DE INSPIRACION (1)

Florencio Brook

Al comienzo de la segunda mitad del siglo X VIy después de la muerte de su
autor, el matematico italiano Nicolds Tartaglia, fue publicado en un Tratado
general sobre el nimero y la medida una tabla de niimeros en formato
rectangular, que tenfa determinadas propiedades internas.

Un siglo mds tarde, esta tabla fue reelaborada por el matematico francés
Pascal, que cambid la disposicién ddndole forma de tridngulo, y desde entonces
se conoce como tridngulo aritmético, de Tartaglia o de Pascal.

Como nosotros partimos de la base de que este tridngulo es suficientemente
conocido, incluso porlos medianamente iniciados en el arte de las matematicas,
no vamos a “demostrar” nada referente a su construccién, sino a “utilizar”
algunas de sus muchas propiedades y relaciones numéricas para resolver una
serie de problemas en los que dicho “rectdngulo” o “tridngulo” tiene una
indudable aplicacion.

Vamos a utilizar, segiin convenga, ambos formatos, principalmente la
disposiciénrectangular.

Enel cuadro que damos a continuacién incluimos nuestra numeracién de las
columnas, y las férmulas que hemos obtenido y que nos permiten averiguar el
valor de cualquier cantidad de 1a tabla sabiendo el nimero de la fila y el de la
columna donde se encuentra.

Los simbolos que se incluyen son facilmente identificables:
n = nimero natural o indicativo de la fila

Nfc = cantidad que aparece en una fila y columna determinadas por 'y c,
respectivamente
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Na= nimero triangular

n
2 ( 1 )nA = suma de nimeros triangulares desde el 1 hasta el que aparece
enlafilan

22 > 23 ... corresponden a la suma de las columnas inmediatamente

anteriores
Rectangulo de Tartaglia

Columnas 3 213 4 5 6 1
ENENES bt £ :

3 ) b b 3 3 5 ) b by 1y 4 1y 5
A1 2 30 4 5 6 3 8 9 50 P 2 ) PL
) 3 6 | 40 \5 4 23 3 45 55 66 I8 93 yos
1) 4 %1 20 35 56 84 20 565 0 18¢ 304 458 560
3 5 35 | 3 0 126 230 330 495 5% 4.004 $365 4820 ] 2380
4 6 2| 56 6 5L 46y o 3181 200 3003 4368 | (A8 | 8508
3 i 28| 8 250 462 a1 AL 3005 | 5005 | Bood| A23%6| 18.54

Tlas O e %7 wm m| au
4 9 45 | 365 4as 3.28% 3003
11050 55 1 220 Bs 2.002 5.005
A 9] 66286 | Soos [ decy| Bood Nic. tnxedd
S A2 ] 38 3 | 3 b8 | 82.%36 | - (n=at(c +»m
41 % M| 485 | 48w 6588 | 18.564 §.— §ha
4| Au| o5 s | 23e0 2368 ¢~ nurevo dela columna a
31 35| %W | o8 | 3060 35628 pariiv de\a de los vivnevos trian-
T AC] 96| 86 | 3836 | 55.504 gv\a\es a\a yue adjudicamos valor 3

LI Npy= (+3)t o nne ¢y.: e\ wiwmers ypevYenecientp 3
(n - 512} 1 Va §ila 50 aela 4 coluwnia
o =40 n'))n!s\
e LR Ngsoca = 2050 2000
{n-sa (o -A) 51
: Ny = (n+a)!
PROBLEMA [ (a-n:s:

Dividimoslos lados de un triangulo (sea o no equildtero) en el mismo nimero
de partes y unimos los puntos que indican estas divisiones trazando paralelas a
los tres lados.

a) Silas partes en que se hadividido los lados son ocho, averiguar el niimero
de tridgngulos de cualquier dimensién que se observaen el primero (ver dibujo).

b) Generalizar
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Solucion

En caso de desconocer una férmula que nos de la solucion, y tratdndose de
unnumero de partes relativamente pequefio en este caso, procederfamos de una
forma sistematica y exhaustiva a obtener grificamente el resultado de la
siguiente manera:

Llamemos tridngulos de la clase 1, 2, 3, ... hasta 8, a los que constan de 1,
2,3, ... hasta 8 divisiones de las efectuadas en el tridngulo inicial.

De la clase 1 hay 64, como puede verse en el dibujo del enunciado (8).

Los tridngulos de las clases 8, 7, 6, 5, 4, 3 y 2 se presentan en su totalidad
en los dibujos siguientes:

INNANNININ/N AV AV AVAVAVAVA
NNNSNNININ/ MANANNN

\WAVAVAVAVAVAVAN
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PYAYAVAVAYAYA
AVAVAVAVAVAVA'
WAVAVAVAVAYA

Al hacer el recuento sobre los dibujos, veremos que hay:

1de8
3de?
6de6
10de 5
15de4
21de2
y64del

En total, 148
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Conesto quedariaresuelta, de formano demasiado satisfactoria, la cuestion
a), ya que si el nimero de divisiones fuera bastante mayor, la suma de los
triangulos obtenidos de cada clase resultarfa demasiado engorrosay mucho més
su representacion grafica.

Sinembargo, si observamos lacolumnade laizquierda del anteriorrecuento,
vemos que los nimeros 1, 3, 6, 10, 15, 21 y 28 que aparecen en la misma son
los siete primeros nimeros triangulares (columna 1) y su suma, 84, estd a la
derecha del 28 en la columna 2.

Por tanto, una primera forma de solucién del problema seria:

(7+2)!
(7-1)13!

+82=84 + 64 =148

Una segunda forma de splucién nos la darfa el hecho de que 148 (en el caso
que nos ocupa) es igual a 120 (octava fila de la columna 2) y 28 (séptima fila
de la columna 1), de manera que la férmula general quedaria:

N = (n+2)! + (n-1n
(n-1)!3! 2

Dando anel valor 8, tendriamos para el problema que tratamos de resolver:

B+2)! 78 _120+28=148

(8-1)!13! 2

Si, por ejemplo, el nimero de divisiones efectuadas en el tridngulo hubiera
sido 100, el ndmero de tridngulos de cualquier tamafio posible que podrian
observarse serd: ‘

(100+2)! . 99-100 _ 176650
(100-1)! 2
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PROBLEMA 2

Averiguar que nimeros triangulares son también cuadrados perfectos.

Como punto de partida tomemos el nimero 36, que es el primero de la serie

de niimeros que cumple la condicién. (Prescindimos del 1 que también la
cumple). '

El nimero triangular responde a la férmula

N = n(n+1)
2
y el 36 es el nimero triangular de 8 filas

M&z% , yademds, 36 =6

Vamos a representar dicho nimero como triangular y como cuadrado
perfecto.

—

Wipga 00 b=

@

Como vemos en la fig. 2, para que el nimero de elementos del cuadrado
DCFE sea el mismo que el del tridngulo ABC, debe verificarse que la suma de
los elementos de los nimeros triangulares AHG y B1J sea igual al niimero de
elementos del niimero triangular KLE, para que cualquier nimero triangular (en
este caso ABC = 36) participe a su vez de la cualidad de cuadrado.

NUMERQOS /26



33

Completemos los datos anteriores llamando @ al nimero de elementos deun
lado del tridngulo no perteneciente al cuadrado; 1 serd el nimero de elementos
de un lado cualquiera del tridngulo, y, por tanto, - el lado del cuadrado.

FORMULAS A UTILIZAR

Superficie del cuadrado: (n-a)*.

Numero triangular de lado n (realmente nimero de elementos de ese
triangulo):

n(n+1)
2

El problema, en principio, parece que queda solucionado resolviendo la

ecuacion

® (aea)t = n{n+1)
' 2

Veamos que ocurre dando an el valor 8 (que, como hemos dicho, es una de
las soluciones):

8(8+1)
(8-a))= ——— => (8-a)*=36

2
Por tanto,

al
8-a=+6 =>a=8 6 => .

Observando los dibujos, parece una obviedad que nsea8'y a=2, cosaque
ya sabfamos. Pero ha aparecido un nuevo valor de a (14). Sustituyendo este
valor en (I)

n(n+1)

(n-14y= —

se obtiene la ecuacién n?-57n+392 =0, cuyas soluciones son:

n=8, n,=49
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El valor 8 de n yalo conociamos, pero nos ha aparecido un nuevo valor, 49,
que cumple la condicién, ya que

49.50

= 1225
2

y 1225, nimero triangular, es 352, es decir, un cuadrado perfecto.

Si reiteramos, sustituyendo n por 49, se obtiene:

(49-a)* = 1225 => { L

Como a =14 yalo sabiamos, el nuevo valor de a, 84, nos da, sustituyendo
en (I), un nuevo valor de n, 288, que a su vez nos da un nuevo valor de a, 204.

Al llegar a este punto, llegamos también. a la conclusién de que esta
reiteracion de operaciones, aunque sencillas, resulta engorrosa y lenta.

Vamos arepresentar esquemdticamente los resultados obtenidos.

Como anteriormente hemos dicho, el nimero triangular KLE contiene el
doble de elementos que el AHG; por tanto, sabiendo el nimero de elementos de
AG =ndmero de elementos de AK, bastara averiguar el nimero de elementos
de KL para obtener la fila AB del niimero triangular ABC.

Teniendo en cuenta que

no+l) n?
2 72
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AG(AG+1) (KLY

2 2

y KL = \,2AG(AG+1)

y, por tanto, AB~ KL + 2AG

Para obtener el ndmero exacto, basta con redondear por exceso.

Por ejemplo: si no conociéramos el 49, lo obtendriamos con

\/2-14-15 + 214 = 48'4939...

y redondeando por exceso, 49.

Por otro lado, obsérvese que, en todos los casos, el siguiente AG es igual al
anterior AB mas el anterior GC.

Partiendode:

llegamos a:

L
Haciendolo siguiente: fig. 6\/

49 +35=284
KL ~ 2.84 -85+ 2 .84 ~287°4989...
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y redondeando, 288, y el niimero

GC = 288-2289 =204

9,
2

?‘\9.7\/
El siguiente AG = 288 + 204 =492

De esta forma podemos.obtener los nimeros triangulares que son a su vez
cuadrados. .

Los primeros son:

36 ; 1225 ; 41616 ; 1413721 ; 48024900 ;

1631432881 ; 55420693056 ; ... etc.
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