LA SERIE DE FIBONACCI : UNA FUENTE DE RECURSOS DIDACTICOS

Francisco Ruiz Lépez

Ciudad Reat

Uno de lcs problemas més importentes con que se enfrents la ensge
fanze de las Matemdticas en log distintes niveles es, sin duds,la falta
de ccrexién con la "reslidad",la Netureleza y otras ciencias,

Se pedria pensar que la causa de esta desconexién es la abstrac-
eidn que siempre lleve consigo cualquier corcepto metemitico,perc nc Lay
que olvidar que precicsamente lg gran ventaja de la abstraccidn es la ca-
rFacidad de generalizar,y as{ pod7r "aplicar" el concepto matemitico a 131}
chcs casos,

Por ctra parte,no deberfamos ensefiar exclusivamente "aquello que
sirve para algo" (concepcidén utilitarists de lsa enseflanza), sino también
aquello que ncs syude g descubrlr le telleza que existe en tantas cosas -
y las Mateméticas no sor una excepcidn en este sentido- Y que posiblement
te el aluone no podria intuir sin la ayuda del prcfescr. No hay pveg,que
buscerle une utilidad materisl & todo ¥y desechar lo que nc tiene una uti:
lidacd préctica inmecdiste, ¢Pars qué sirve el arco iris.por‘ejémplc? éAca-
s¢ nc es benito y tendemos,sl menoh,é preguntarnos cémo se forma?

Crec¢ gue hay que cornjugar bien la ensgefianza de las Matemiticas
desde ambos puntos de vista yssobre todo,teniendc en cuenta que le inmer
sa mayor{a de los slumncs ro ven & ser mateméticos,habria que evitar en
lc posikle la formalizécién excesiva en lcs primeros niQeles del sprendi
zaje, tratendc asi{ de que vaye desspereciendo esa especie de fctia que
sienten muchos estudiante haciz ests éiscip;ina y procurar despertar el

gueto por ella,ayudandc a comprender que,como decig Galileo,"el likro de
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la Naturaleza estd escrito en lepguaje natemftico",y que a véces,esas cQ
sas que "no sirven para nsde" nos pueden zyudar a entender mejor las le-
yes que rigen la vida.

Existen muititud de temas mateméticos que nos ponen enm ccrtacto
con la vidsa cptidiana,perc la serie de Fibonecci,ademés de servir de ins
troduccidn. al ilamade "nfmerc de orc",tiene la vertaje de estinuler el
célculc,tan importsnte en las encefiarzag bésica y medis,y permilir asi-
misme,la relacidn -de ciertc aspectos mateméticos con la Naturaleza,ls

mnfisica y el arte.

FIBONAQQI(hijo de Bonscci) es el pseudénimc de un matemdtico ita-
liano que nacié«en el afic 1175 4.C.,cuye obra cumbre,en ur. momenio de dg
cadenciz de las Matemdticas,fue LIBER ABACI(EL libro del dlacohen el qgue
hatla de las ventajas de nuestro sctual sistema de numeracién.

El crigeﬁ dg 1z famose serie numérica que lleve su nombre fue el
conocido prﬁblema de los conejos : "Uns pareje de ccnejos,al cako del sg
gundo mes de vida,produce unz rueva pareja cada mes,que a su vez puede
réprqduéifﬁe a partir del gégundc mes. ; Cuéntes parejas se obtendrdn en
un afio?

La sclucidn de este problems nos llevae directamente a la primera
serie periddica en le histeria de las MatemAticas. En ella,cads término

cs la. suma de los dos anteriores : 1.1,2,3,5,8,13,21,34.55,89,....
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Otro preblers que nos conduce de ferma espectacular 2 ls serie de
Fitonecei es el del nifmerc de deccendientes en cada genera(loé de una ake
ja machc o zangénc.

Como es sabido,uns vez inseminada la abeja reina por un zéngano de
otro enjambre,se queda en su colmena dedicdnidose a la puesta de huevos
que ella misma va fecundando © no,dando origen 331 a abejas obreras o re
nas,en el primer ‘caso,y machos o zanganos ‘en el segundo. Si observamos
el drbol - genealdgico de un zangano,podemos ver como el ntmero de abejas
en cada generacidn es uno de los términos de la serie de Fibonacei.

N2 total de
abejas

g /

12 generacidn

\ A ,
QQ Q TQIQQ
Si nos detenemos en la sexta generacién,por ejemplo,y representa
mos con una tecla blanzg a la hembra y con una negra al macho, obtenemos

curiosamente los 13 semltonos de la escala cromética (8 blancos de 1a es

cala prinecipal y 5 negros de la pentaténica).
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He aquf tres casos conducentes a la serie en cuestidn y que nos

pueden servir,por ejemplo,para ir introduciendo de forma intuitiva un on
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cepto tan importante en Matemiticas como es el de isomorfismo,sin més
.que comparar las tres figuras. Es ¢laro que und pareja de conejos,una abe
ja y una tecla de pilano no se parecen en nada,pero los ejémplos menciona
dos respondeh al mismo modelo. Asi,pcdremos aprovechar para ir relacio-
nando los nimeros con las Ciencias Naturales,y hablar del comportamiento'
de las abejas,del porqué de la forma hexagonal de las celdillas de un pa
nal de miel y su relacidén con las teselaciones del plano con poligonos
regulares y el "principio de minima aceidn” que rige las leyes naturales
Cumpliremos asf{ uno de.los objetivos en la actual ensefianza basica,el de
la globalizacidn.

Veamos -ahora la presencia de la serie en cuestiones_de Boténicas

Ciertas flores tienen un ntimero de pétalos que suele ser miembro
de esta serie numérica: con 3 pétalos tenemos,por ejemplo,el lirio; con
5.y 8,algunos raninculos y delphiniums, y las margaritas y girasoles sug
len tener 13,21,34,55 u 89.

La Filotéxia estudié,entre otras cosas,la disposicién de las ho-
jas a 1o'iargo de los tallos de las plantas. Esta disposicién se hace en
la mayoria de los casos de forma que se permita una captacidén uniforme
de luz y aire por parte de todas las hojas, siguiendo asi una trayectoria
ascendente y en forma de hélice. ‘ »

Si tomamos una hoja de un tallo de una planta y contamos el nime
ro de hojas consecutivas (n) hasta encontrar otra hoja con la misma arien
tacidn,este nfmero es,generalmente,un término de la serie de Fibonacéi.
Ademés, si mientras contamos dichas hojas vamos girando el tallo,en el
sentido contrario al de las agujas del reloj,bor ejemplo, el nﬁﬁero de
yuélias (m) que hay que darle al tallo para llegar a otra hoja con la
misma orientacidn es también de nuestra serie. Se llama orden o caraétg
ristica de dicho tallo a la fraccidn m/n y,como muestra la figura,es
1/2 en el olmo.2/5 en el 4lamo,3/8 efi el sauceé llorén y 8/13 en el al-
mepdro.

Si observamos una pifia de un pino podemos/ver que sus "hojas"
se disponen siguiendo espirales en el sentido horario y en el contrariqg

de caracteristicas 5/8 u 8/13 generalmente.
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Olmo Alamo Sauce llorén  Almendro

Antes de seguir hablando de la presencia de nuestra serie en la
Naturaleza y las artes -para lo que tendriamos que introducir el "nidmero
de oro" -,veamos una forma .de explotar,especialmente desde el punto de
vista del cdlculo,todo este posible interés que hemos podido despertar
entre nuestros alumnos por esté tema .(¥),

En primer lugar,podriamos pedirles qﬁe completen un cuadro como
el siguiente,tomando como referencia el problema de los conejos,por ejem

plo. Con este ejercicio les ayudarfames a descubrir la ley de recurren-

cia de la serie :

Parejas Parejas Parejas
Mes pequefias adultas totales
1¢e 1 (o] 1
2¢ 0 1 1
] 1 1 2
he 1 7 ?
' 2 ? ? ?
69 ? ? ?

i 1.¢ Qué relacidn éxiste entre el niimero total de rarejas de co
| s
) N . , . N
nejos en un determinado mes con el nfimero de parejas de conejos peque-
fios en ese mismo mes? ¢ Y con el nfimero de parejas adultas?

2.4 Cémo es el nimero. de parejas de conejos adultos en re1301on

con el nimero total de pareJas del mes anterior?

11




3. Compa;a el nimero de pdrejas de conejos pequefios en un mes da
do con.ei-dé pé?ejas adultas en el mes anterior.; Qué observas?

4 ZCémo.es el nﬁmero;de parejas de corfejos pequeﬁos en un mes da
do en relaclon con - el nimero de pareJas totales de dos meses nateriores?

50 Observa que cada tercer término de la: serie es divisible por
2. &Qué 1ugar ocupan los términos que son d1v131bles por 3‘7 {Y por 5,8,
13,etc2

Déﬁépdiendo‘del nivel en qué.nos encontremqs.podremos pedir a

nuestros alumnos que nos deg una férmiila general que exprese la propie-
dad que han encontrado.

6. Si dividiros por 4 los términos de nuestra serie y miramos

los restos obtenidos,iqué se observa en ellos?

En el campo del cdlculo elemental podemos presentar una serie de
ejercicios que,adehés,son fitiles para desarrollar la capacidad de obser-
vaeidn : -

Podemos pedir a uno cualquiera de ia ¢clase que sume,en su cuadex
no. o en la pizarra,cuantos termlnos consecutivos de la serie quiera,empe
zando por el primero,y que nos dlga ‘solamente el Gltimo sumando a . Noso
tros "adivinaremos" inmediatamente esa suma sin més que mirar el término

+2 y restar una unldad. Despues de ver .varios ejemplos,teniendo la se-
rie a la vista,los alumnos descubrlran el camino,pero,si no es asi,podg
mos ayudarles con ejercicios como los szgulentes.

7. Suma los 5 primeros términos y compara el resultado con el
séptimo. ; Con qué término hay que comparar la suma de los 6 primeros pa
ra obﬁener el mismo resultado que antes?aPﬁédes sacar alguna conclusidm®
¢ Sabr{as adivinar la suma de los 15 primeros términos sin efectuar ope-

. raciones por escrito? -
8, Esta serie cumple la propiedad siguiente
Para introducirla de forma gmena,podemos pedir que dibujen

en papel cuadriculado un cuadrade de 8 unidades de lado y que lo corten

como se indica en la figura (a),para recomponer el recténgulo (b). Si
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nos fijamos,el Area del recténgulomsi construido es de 5x13=65 unidades,
mientras que el del cuadrado es 8x8=64 unidades. ;Dénde estd la unidad

que falta? La respuesta la podemogs en}ontrar en (c),donde se aprecia que
PQ no es en realidad una diagonal del recténgulo,sino un quadrilétero'qg
yo Area es,precisamente,una unidad que,repartida a lo largo de la diago-

nal,resulta imperceptible.

=

Fécilmente se puedeé omnprender que como la propiedad es cierta
para cualesquiera tres términos consecutivos de 1la serie de Fibonacci,
cuanto mayores sean los .términos -o menores los cuadraditos- ,mas diff-

cil serd detectar la pérdida de esa unidad, {¥*)

Otras propiedades de la serie pueden ponerse de manifiesto de la
siguiente forma : - . :
9..Eleva al cuadrado cada término de la serie y stmalos de dos

en dos. ¢ Gémo son los nuevos términos asi obtenidos?
1 1 2 3 5 8 13 s e e
. 64 16 « o6 e
1\ /1\ /l#\ /9\ 35\ /S N7z ?
2 5 B ? ? ? « o s o »

10. Toma tres niimeros consecutivos de nuestra serie. Por ejemplo,
3,5 y 8. Eleva cada uno de ellos al cubo. Suma los dos mayores y resta

el menor. ¢ Qué nfimero obtienes? Repite el procedimiento con otros tres

términos consecutivos y escribelo debajo de 83 + 53 - 33 = ? ¢ Sabrfas
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decir cudnto vale ’ai + a3+1 - ag ? Enuncia en palabras la propiedad.

11 ¢Serias capaz de construir un tridngulo cuyos lados midan un
niimero de'unidadés igual a tres términos de la serie?

12,. Comprueba que el cuadrado de un término menns el producto del
anterior por el siguiente,es alternativamente oy -4 (Sabrias encon-
tfar'la expresidn general para esa propiedad? Hazlo experimentalmente

¢on los ocho primeros términos.

Podemos también encontrar los némeros de Fibonacci relacionados
con los nGmeros combinatorios y la probabilidad binomial. Ademds,la se-
rie nos puede ayudar a resolver problemas como este : »

Supongamos que la abeja de lé'figura,QUe se encuentra en la celdi
1lla 0, se puede desplazar;siempre de izquierda a derecha,a otra celdilla
cualquiera.a,Dé*cuéntas formas posibles puede viajar desde la O a otra

celdilia determinada?




Estd claro que para pasar a la celdilla 1 .sdlo hay un camino,pa-
ra ir a la 2 hay dos y para la 3,tres. iCudntas posibilidades tiene nues
tra abeja de elegir camino para ir a la celdilla 4 ? &Y para ir la nfiime-
ro 5? Podemos comprobar ficilmente por la figura anterior.que la solu-
cién del problema nos conduce una vez més a la serie de Fibonabci.

Para encontrar la expresién general del némero de caminos que
puede seguir la abeja desde la celdilla O hasta la celdilla n-sima nos
podemos ayudar del triéngulo de Pascal (*¥%*), Para referirnos de una for
ma mds cbémoda a cada fila ¥y columna,pddemos disponerlo de manera que las
diagonales pasen a ser columnas. Asi,el término correspondiente a la fi- .
la n,columna r,nos dard directamente el nfmero combinatorio (?) « Aes
ta disposicidn se le conoce por "tridngulo chino",y fue‘asi como lo cong

cié Fibonacci.

’ 0121456789“}“11-_-

S sFisonaccr 0 1 1 2 3 S 8-33 21 34 55 89 144 -
I - -

0
T 11
2 12 1

v
313 3
4 1 446 4 1

[

S 1 s5.Jo 0.5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

TP 7 21 38 35 . 7 1
3 1 8/23 56-470 56 28 8. )

i
9 179 36 84.126 126 84 36_9 1
10 1 10 45 120 210 ..: \

Lanzamiento_de 4 monedas

N¢ caras &4

3 2 1 0O
&o————3% N°? formas 1 4b 6 4 1




Observando las figuras,podemos ver que podemos.obtener los tér-
minos de la serie de Fibonacci sumando 16s elementos siguiendo las dia-~

gonales de la forma siguiente :

= 1= (3)

- (&) + Q)
ONY)
o)+ @) - )
- (4 (1)« G

LI L T T S Y S : .
ni n-1 n=2 n-r donde (n-r)-r vale 0 & 1
dn = (o) + ( 1 )+ ( 2 )+ o e s et ( r )

As{ pues,la abeja de niuestro problema tendré un némero de posi-

FLES S
on 1 (3
v I N

1 It ]

)
@
1

bles caminos para ir a la celdilla n-sima igual al término general dedu

cido y que podemos expresarlo como :

n/2 n par.

j=r n-J .
“n’-‘Z('J) pore n=1 n impar
3=0 15

La serie estudiada posee .una enorme cantidad de propiedades méds
y el tratar de descubrlrlas es una tarea agradable y gratificante. Yo,
me he limitado a enfocar algunas de cara a la ensefianza,pues creo que
sl con ejemplos como estos conseguimos ayudar a nuestros alumnos a com-
prender que las Méteméticas "existen de pos si" en la Naturaleza y que
el hombre se limita a descubrirlas y expresarlas,nos podremos dar por

satisféchos.

(*). No he presentado los ejercicios clasificados por niveles de dificul
tad para no caer en reiteraciones, Dejo para cada uno la seleccidn de
aquellos que més se ajusten al nivel de sus alumnod.

{(#**) Las 4reas del cuadrado y del rectdngulo serdn exactamente iguales
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cuando tomemos como lado del cuadrado el nmero Q. Este nlmero ée obtie-

ne como limite de cocientes de .términos consecubivos de la serie de Fibo

nacci,y se llama "nlmero Aureo".

(##%) El tridngulo de Pascal lo podemos introducir con el clésico ejemplo
del lanzamiento de monedas. Anotando el nfimero de caras y las formas posi
bles de conseguirlas,obtendremos el tridngulo sin més que variar el nfme

ro de monedas. Utilizando los nlmeros combinatorios, el tridngulo adopta

" la forma que se adjunta.
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THE
SECOND
INTERNATIONAL
CONFERENCE
ON TEACHING
STATISTICS

11-16 August, 1986
University of Victoria
Victoria, British Columbia
CANADA

University Extension
Conterence Office
University of Victoria
P.Q. Box 1700
Victoria, British Columbia
Canada V8W 2Y2
Telephone: (604) 721-8475
Telex: 049-7222

Preliminary Announcement

The International Statistical Institute and the University
of Victoria are pleased to announce that the Second
International Conference on Teaching Statistics will be
held in Victoriq, British Columbiaq, Canada from 11-16
August 1986. For a copy of the first announcement write
to:

Tom Lietaer
The Second International Conference
on Teaching Statistics
University Extension Conference Office
University of Victoria™
P.0O. Box 1700
Victoria, British Columbia
Canada V8W 2Y2

The objective of the conference is to improve the quality
of statistics teaching on a world-wide basis, building on
the work begun in Sheffield at the First International
Conference on Teaching Statistics.” Key goals include
fostering international co-operation among teachers of
statistics and promoting the interchange of ideas about
teaching materials, methods and content. Speakers of
international repute will address the plenary meetings

and present invited lectures. There will also be many

workshops, tutorials, panel and discussion groups and
contributed paper sessions. Opportunities will be pro-
vided to see and experiment with the latest in computer
hardware and software. Teaching from the school to the
college level as well as other forms of teaching will be
included. There will also be sessions on teaching statis- .
tics for use in government, business and industry.

An added attraction is the 1986 World Exposition (Expo
86) on Transportation and Related Communication, May
2 to October 13, 1986 in Vancouver, British Columbia,
Canada. Conference participants will have the oppor-
tunity to visit Expo 86 either before or after the
conference. .

The Chairman of the’local organizing committee is Jim
Swift, Nanaimo School District, British Columbia,
Canada. The Chairman of the Programme Committee ‘is
Robert Hogg, University of lowa, lowa City, USA. Other
members of the Program Committee are Peter Holmes
(University of Sheffield, England), Lennart Rade
(Chalmers  University  of Technology, Gothenburg,
Sweden), Mustafa Benyaklef, (Institut National de
Statistique ef d'Economie Appliquée, Rabat, Maroc) and
Jim Swift.
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