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Dejando a un lado las interpretaciones mitoldgicas, religiosas u ocultistas, en las que no entraremos en este articulo, un circulo
magico suele referirse a una asociacion de magos que se reunen para intercambiar conocimientos sobre magia (entendida
como ilusionismo o magia blanca). Estudiaremos algunos problemas magico-matematicos que tienen relacién con circulos.

Este afio estoy viviendo en Inglaterra. Los lunes asisto al Circulo Magico de Londres. Su emblema
( ) es, curiosamente, un circulo en el que aparecen los 12 signos del zodiaco, como si fueran
las 12 horas de un reloj (si, el reloj de la imagen también esta en Londres...).
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. Emblema del Circulo Magico de Londres y esfera del Big Ben.

De hecho, las horas del reloj suelen ponerse como el ejemplo mas claro de la aritmética modular, que
también se llama “aritmética del reloj” precisamente por eso. La idea de la aritmética modular es
sencilla. En lugar de disponer de infinitos numeros, como ocurre en el caso de los naturales, nos
quedamos con soélo un numero finito de ellos, por ejemplo 12; digamos, los nimeros naturales del 1 al
12. Nosotros nos preocuparemos solo de sumar. Asi, si sumamos 3+2, obtenemos 5 y todo funciona
como siempre. Pero si sumamos 7+8, como el 15 no existe (recordemos que solo disponemos de 12
numeros), tenemos un problema. La forma de solventarlo es la que estas pensando: el numero
siguiente al 12 es el 1, y asi el 15 se corresponde con el 3 (igualito que en un reloj). Luego, en el
mundo de la aritmética modulo 12, 3+2=5 y 7+8=3. Visto de otra forma: identificamos todos los
numeros enteros 3, 3+12, 3-12, 3+24, 3-24, 3+36, 3-36... y los representamos con el 3, y hacemos
lo mismo con el resto de niumeros. Asi, cada numero entero queda representado por uno y sélo uno
de nuestros 12 numeros.
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In Venetia 1593,

. Giochi di carte bellissimi di regola, e di memoria.

Dado nuestro interés en las cartas, nos gustaria aplicar esta nueva forma de sumar a una baraja...
¢ Por qué no? La aplicacion sera la siguiente: fijar un nimero y ordenar una baraja de manera que el
valor de cada carta se obtenga sumando ese numero al valor de la anterior y los palos de las cartas
vayan rotando siempre en el mismo orden.

La idea de ordenar una baraja debio surgir 3 minutos después de la invencidn de los juegos de cartas
(¢,quién no querria ordenar las cartas para que le vinieran las mejores jugadas?). La idea de hacerlo
siguiendo las condiciones anteriores es bastante natural (al menos para un mago o para un
matematico), y prueba de ello es que ya aparece un intento de realizar una ordenacion con estas
caracteristicas en el primer estudio formal de cartomagia conocido de la historia, publicado en fecha
tan temprana como 1593: Giochi di carte bellissimi di regola, e di memoria, del italiano Horatio
Galasso, nacido en Arienzo ( ). Pero qué bonito es el italiano, que lee uno el titulo y se
emociona: jjuegos de cartas bellisimos!

Galasso utilizaba una baraja de 48 cartas, muy parecida a la baraja espafiola (en su versiéon con
ochos y nueves): cuatro palos —bastos, espadas, oros y copas—, y dentro de cada palo los numeros
del as (1) al nueve y una sota (10), un caballo (11) y un rey (12). Galasso fija el nUmero 4 y comienza
su ordenacién con el as de bastos. El orden de los valores (nimeros del 1 al 12) ira saltando de 4 en
4 en principio. El orden de rotaciéon de los palos, en principio, es bastos, espadas, oros, copas,
bastos, espadas, oros, copas...

Si intentamos hacer esto sin mas, utilizando la aritmética médulo 12, tendremos: 1B, 5E, 90, 1C, 5B,
9E, 10, 5C, 9B, 1E, 50, 9C, ;1B? Resulta que hemos cerrado el ciclo pero hay muchas cartas que
no hemos utilizado: jnos queda una baraja de 12 cartas! El problema es que saltando de 4 en 4
modulo 12 soélo pasamos por 3 valores, pues a la cuarta vez volvemos al mismo valor en que
empezamos. Si uno quiere ser muy pedante o hacer que parezca que sabe mucho puede decir que el
orden del elemento 4 en el grupo de los enteros mdédulo 12 con la suma es 3.

Para solventar este contratiempo, Galasso propone las siguientes reglas:

Siempre que se llegue a un 9, la siguiente carta es un 2.

Siempre que se llegue a un 10, la siguiente carta es un 3.
Siempre que se llegue a un 11, la siguiente carta es un 4.
Siempre que se llegue a un 12, la siguiente carta es un 1.
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. Thesovro de prvdentes.

En el resto de casos si se suma siempre 4.

&Y qué pasa si hacemos esto? Tenemos: 1B, 5E, 90, 2C, 6B, 10E, 30, 7C, 11B, 4E, 80, 12C, ;1B?
iVaya! Ahora los valores van bien, jpero los palos no! Claro, como los palos se repiten de 4 en 4,
cada 12 cartas ademas del mismo valor, tenemos el mismo palo.

Galasso propone la siguiente modificacion:
e Tras cada 12, la siguiente carta es el 1 del mismo palo.
En el resto de casos si que se mantiene la rotacion de palos B, E, O, C, B, E, O, C...

Finalmente, siguiendo todas estas reglas, la ordenaciéon que aparece en el libro de Galasso es la
siguiente:

1B, 5E, 90, 2C, 6B, 10E, 30, 7C, 11B, 4E, 80, 12C,
1C, 5B, 9E, 20, 6C, 10B, 3E, 70, 11C, 4B, 8E, 120,
10, 5C, 9B, 2E, 60, 10C, 3B, 7E, 110, 4C, 8B, 12E,
1E, 50, 9C, 2B, 6E, 100, 3C, 7B, 11E, 40, 8C, 12B.

Muy bien, todo cuadra, pero parecen demasiadas excepciones... Quiza se podria hacer mejor... ;Y si
en vez de saltar de 4 en 4, saltamos de 5 en 5, por ejemplo...? A ver, entonces tendriamos: 1B, 6E,
110, 4C, 9B, 2E, 70, 12C, 5B, 10E, 30, 8C, ;1B? Los valores funcionan bien y para los palos
podriamos hacer lo mismo de antes —después de cada 8 va el as del mismo palo—, vy asi todo
cuadraria:

1B, 6E, 110, 4C, 9B, 2E, 70, 12C, 5B, 10E, 30, 8C,
1C, 6B, 11E, 40, 9C, 2B, 7E, 120, 5C, 10B, 3E, 80,
10, 6C, 11B, 4E, 90, 2C, 7B, 12E, 50, 10C, 3B, 8E,
1E, 60, 11C, 4B, 9E, 20, 7C, 12B, 5E, 100, 3C, 8B.

Bien, pues no somos los primeros a los que se nos ocurre saltar de 5 en 5. Ya en 1612, el
matematico portugués Gaspar Cardozo de Sequeira, en su libro Thesovro de prvdentes ( )
describio exactamente la ordenacién anterior.
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. Engafrios a ojos vistas.

Bueno, podemos estar razonablemente contentos con el nuevo sistema, pues cada carta se obtiene
siempre sumando 5 a la anterior (mdédulo 12) y los palos rotan en el mismo orden, a excepcion de los
casos en que pasamos de un 8 a un as.

Es interesante comentar también que en Engafios a ojos vistas, del espafiol Pablo Minguet, el primer
libro en castellano dedicado a la magia ( ), —ho en la primera edicion de 1733 pero si ya en
ediciones anteriores a 1755— se explica el mismo sistema para barajas de 48 cartas, asi como la
variacion para barajas de 40 cartas saltando de 3 en 3:

1B, 4E, 70, 10C, 3B, 6E, 90, 2C, 5B, 8E,
1E, 40, 7C, 10B, 3E, 60, 9C, 2B, 5E, 80,
10, 4C, 7B, 10E, 30, 6C, 9B, 2E, 50, 8C,
1C, 4B, 7E, 100, 3C, 6B, 9E, 20, 5C, 8B.

Los valores funcionan bien, pero, de nuevo, tenemos que cargar con la excepcién en los palos. Y si
hubiera alguna manera de evitar esta excepcion?

Tanto en Italia en la época de Galasso como en Portugal en la de Cardozo, se empleaban barajas de
48 cartas. Es mas, Tony Klauf defiende que el motivo por el que Cardozo empleaba esta baraja y no
la mas habitual hoy en dia de 52 cartas es que Portugal estaba bajo la corona espafiola desde 1580 a
1640 y, por tanto, basé su ordenacion en la baraja espafiola. De hecho, en Espana hoy dia la baraja
sigue teniendo, al igual que en la época de Minguet, o bien 40 cartas (si quitamos los ochos y los
nueves), o bien 48 (si los incluimos), y los nUmeros que aparecen en sota, caballo y rey siguen siendo
10, 11 y 12 respectivamente.

¢, Qué ocurre si empleamos una baraja de 52 cartas? Supondremos que usamos una baraja de
poquer: cuatro palos —picas, corazones, tréboles y diamantes—, y dentro de cada palo los numeros del
as (1) al diez y una jota (11), una dama (12) y un rey (13). Con esta identificacién, consideraremos
que nuestras cartas tienen los nimeros del 1 al 13. Saltemos, en primer lugar, de 5 en 5 (mddulo 13,
claro esta) y rotemos los palos en el orden picas, corazones, tréboles, diamantes, picas, corazones,
tréboles, diamantes... Tenemos:

1P, 6C, 11T, 3D, 8P, 13C, 5T, 10D, 2P, 7C, 12T, 4D, 9P,
1C, 6T, 11D, 3P, 8C, 13T, 5D, 10P, 2C, 7T, 12D, 4P, 9C,
1T, 6D, 11P, 3C, 8T, 13D, 5P, 10C, 2T, 7D, 12P, 4C, 9T,
1D, 6P, 11C, 3T, 8D, 13P, 5C, 10T, 2D, 7P, 12C, 4T, 9D.
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. Card Tricks and the Way They are Performed.

iTodo cuadra, tanto los valores como los palos! ;Y si saltamos, por ejemplo, de 3 en 3? También:

1P, 4C, 7T, 10D, 13P, 3C, 6T, 9D, 12P, 2C, 5T, 8D, 11P,
1C, 4T, 7D, 10P, 13C, 3T, 6D, 9P, 12C, 2T, 5D, 8P, 11C,
1T, 4D, 7P, 10C, 13T, 3D, 6P, 9C, 12T, 2D, 5P, 8C, 11T,
1D, 4P, 7C, 10T, 13D, 3P, 6C, 9T, 12D, 2P, 5C, 8T, 11D.

De hecho, esta ultima ordenacién es conocida por los cartomagos de todo el mundo como la
“ordenacion Si Stebbins”. Al parecer, Will Henry Coffrin (ese era el nombre real de Si Stebbins)
aprendié de un mago sirio, Selim Cid, la ordenacién saltando de 4 en 4 y luego escribié un pequefio
folleto, del que aparecieron diversas versiones con distintos titulos a partir del afio 1898, en el que
describia la ordenacién para baraja de 52 cartas saltando de 3 en 3. Una de las versiones mas
extendidas del folleto se titulaba Card Tricks and the Way They are Performed ( ). Asi, la
ordenacion se popularizé rapidamente con el nombre de Si Stebbins.

Tras este recorrido por la historia de la cartomagia, seguro que te estas preguntando para qué
numeros de cartas y qué saltos cuadra todo y para cuales no. Lo primero que puedes hacer es ver
para qué saltos recorres todos los valores en el caso de que haya 12 cartas de cada palo y en el de
que haya 13 de cada palo. Vete a probar, te espero...

¢Ya lo has hecho? No esta mal... Asi que para 12 cartas de cada palo, sélo obtenemos todos los
valores saltando de 1 en 1, de 5 en 5, de 7 en 7 o de 11 en 11. Y has observado, muy buena
observacion, que 7 es lo mismo que -5 y 11 es lo mismo que —1 mddulo 12 (los nimeros salen justo
en el orden contrario), asi que hay una bonita simetria de los nimeros con los que saltando
recorremos todos los valores. Y para 13 cartas de cada palo, obtenemos siempre todos los valores:
saltandode 1en1,de2en2,de3en3,dedend4,de5en5 debenb,de7en7,de8en8, de9en
9,de 10 en 10, de 11 en 11 o de 12 en 12 (de 13 en 13 no se puede, claro). ;Y qué tiene el 13 que
no tenga el 12? jEso es, muy bien! El 13 es primo. ;Y qué les pasa al 1, al 5, al 7 y al 11 con el 12?
¢Una pista? Venga, que no es tan dificil... Tiene que ver con lo de primo... jEso es, muy bien! Que
son primos con 12. Ya casi lo tenemos. Vamos al caso general.



Imaginemos que hay n cartas de cada palo y k palos y que los saltos son de longitud s (médulo n,
claro; si nos pasamos de n, usamos la aritmética del reloj de n horas). De momento nos centraremos
en los valores, sin preocuparnos de los palos. Esta claro que, hagan lo que hagan los palos, las
primeras n cartas de nuestra ordenacién tienen que tener valores distintos; pues si algun valor se
repite antes de haber recorrido todos, como siempre hacemos saltos de la misma longitud, los valores
que todavia no hayan aparecido no apareceran nunca. Es mas, si las n primeras cartas cubren los n
valores, tras saltar desde la n-ésima carta hasta la siguiente volveremos seguro al valor de la carta
con la que habiamos empezado, pues si no fuera asi habria un valor al que llegamos saltando s
desde dos numeros distintos. 4 Y qué tiene que pasar para que saltando de s en s recorramos todos
los valores médulo n? Es necesario que el primer multiplo de s que también sea multiplo de n sea ns,
pues de lo contrario volveriamos al valor inicial sin haber pasado por n distintos. Pero ademas de
necesario es suficiente, porque si el primer multiplo de s y n es ns, entonces en los n — 1 primeros
saltos habremos pasado por n valores distintos (en caso de repetir algun valor, el primero que
tenemos que repetir es aquel en el que empezamos; si no, al igual que antes, habria un valor al que
llegamos saltando s desde dos valores distintos). Asi, recorremos todos los valores si, y soélo si, el
primer multiplo de s y n es ns, o lo que es lo mismo, si s y n son primos entre si.

Por eso, cuando n es primo, como ocurria en el caso n = 13, podemos elegir cualquier k entre 1y
12, pues todos son primos con 13; y cuando n no es primo, como ocurria en el caso n = 12, sélo nos
valen los s primos con n. Luego, fijado n, hay tantos valores posibles de s como nimeros primos con
n 'y menores que n, es decir, tantos como indica la funcion ¢ de Euler de n.

&Y qué pasa con los k palos? Pues, efectivamente, algo parecido. Enelcasode n =12y k =4 la
rotacion de palos no funciona porque al completar los primeros n valores completamos también un
multiplo de k y, por lo tanto, la siguiente carta tendria que coincidir en nimero y palo con la primera.
En el caso de n =10 y k = 4 la rotacion de los palos no funciona porque al completar los 2n
primeros valores completamos también un multiplo de k. Necesitamos, por tanto, que el primer
multiplo de n que también sea un multiplo de k sea kn. De nuevo, la condicion también es suficiente.
Por lo tanto, la rotacién de palos funciona si, y sélo si, k y n son primos entre si.

Resumiendo: si el numero de cartas de cada palo, n, es primo, puede haber los palos que queramos
y los saltos pueden ser de la longitud que queramos. Si no, tanto el nimero de palos, k, como la
longitud de los saltos, s, habran de ser primos con n para que todo funcione, es decir, para que
podamos ordenar nuestra baraja de manera que el valor de cada carta diste s del de la anterior y los
k palos roten indefinidamente en el mismo orden.

Se cuenta que Flavio Josefo, un famoso historiador del siglo primero, durante la guerra judio-romana
fue atrapado en una cueva por los romanos junto con otros 40 judios rebeldes. Los rebeldes
prefirieron suicidarse a que les capturaran los romanos, por lo que decidieron formar un circulo (si,
mas circulos) y, comenzando por uno de ellos, matar a uno si y dos no, dando vueltas al circulo hasta
que no quedara ninguno. Pero Josefo y un amigo suyo no veian sentido a este suicidio, asi que Flavio
calculé rapidamente las posiciones que él y su amigo debian ocupar para sobrevivir.

Cierto o falso, seguro que despierta tu curiosidad, ¢no? Por si acaso no lo ha hecho, ahi van un par
de juegos de cartas que seguro que te van a gustar. Tanto en los juegos de cartas como en el
problema de Josefo, nos interesaremos en una variante mas simple: matar a uno si y a uno no en
lugar de a uno si y a dos no. Vamos con los juegos y se entendera todo mejor.



El primero consiste en lo siguiente. Colocamos el as de picas en la decimosexta posiciéon, contando
desde el dorso de una baraja. Se la entregamos a un espectador y le pedimos que piense el numero
que quiera entre 8 y 15, ambos incluidos (si se nos ocurre algin motivo para justificar que el nimero
tenga que estar entre 8 y 15, mejor que mejor). Mientras tanto, explicamos que el juego sera entre
dos espectadores y que ganara el que se quede con la carta mas alta (y los ases son los mas altos).
Tomamos un billete y escribimos una prediccidon sin que la vea nadie: “Ganara el espectador que
reparte con el as de picas”. Decimos que hemos predicho algo en el billete y que si no hemos
acertado el ganador podra quedarselo. Ahora el espectador nombra el numero que penso vy le
decimos que dé sobre la mesa, de una en una, en un montén tantas cartas como ese numero para
otro espectador, y luego haga lo mismo para darse un montén del mismo niumero de cartas a él
mismo. Cada espectador ha de coger ahora su montén y realizar el siguiente ritual: la carta de arriba
se pasa abajo, la siguiente se deja en la mesa, la siguiente se pasa abajo, la siguiente a la mesa... y
asi hasta que sélo quede una carta. El espectador que ha repartido terminara con el as de picas en la
mano y ganara al otro. Después, haremos que los espectadores lean nuestra predicciéon y nos
guardaremos el billete.

El secreto es bastante sencillo; todo funciona de modo automatico. De hecho, busca una baraja y
sigue la descripcion del juego: jte sorprenderas a ti mismo! La carta de la posicién 16, al repartir
invirtiendo las cartas en los dos montones, se coloca automaticamente en el segundo montén en la
posicion que le corresponde para ser la superviviente tras el ritual: en un montén de 8 cartas se
coloca la 12, en uno de 9 la 32 en uno de 10 la 5%, en uno de 11 la 72, en uno de 12 la 92, en uno de
13 la 112, en uno de 14 la 132 y en uno de 15 la 152 (por cierto, los tres ultimos numeros ordinales se
leen como “undécima” o “decimoprimera”, “decimotercera” y “decimoquinta” respectivamente, y no
como “onceava”’, “treceava” y “quinceava”. jun quinceavo es uno entre quince, y no un numero
ordinal!). Compruébalo, si quieres. Si: como estas pensando, en caso de empate el as de picas es el
as que mas vale. De todas formas, si estas preocupado por el hecho de que al otro espectador pueda
salirle un as, asegurate de que no haya ases en las 15 primeras posiciones.

El ritual que hemos descrito se suele conocer entre los magos como la “cuenta australiana” —“Down
Under Deal” en inglés— y, como has observado, es el equivalente al problema de Josefo en su
variante de matar uno si y uno no (en un tétrico simil, las cartas que echamos a la mesa se
corresponden con los muertos). Y el ingenioso juego que hemos descrito es “7-16”, una creacion del
inteligentisimo mago britanico Alex Elmsley. El propio Elmsley se dio cuenta de que, para paquetes
con un numero de cartas en cierto intervalo, la carta inferior iba a la posicién superviviente de la
cuenta australiana moviendo el mismo numero de cartas de arriba a abajo.

llustraremos este principio con el segundo juego. El espectador toma un nimero de cartas entre 4 y 8
ambos incluidos, el que él quiera. Lo mezcla y recuerda la carta inferior. Ahora pasa 7 cartas de arriba
a abajo y realiza la cuenta australiana (primera abajo, siguiente a la mesa, siguiente abajo, siguiente
a la mesa...). Finalmente, el espectador se queda con una sola carta en la mano. |Es la carta que
habia recordado!

De nuevo, todo funciona automaticamente y puedes realizar el juego para convencerte. Pasar 7
cartas de arriba a abajo, lleva la carta inferior a la posicion 1 si tenemos 8 cartas, a la 7 si tenemos 7,
ala 5 sitenemos 6, a la 3 sitenemos 5y a la 1 si tenemos 4.

Estudiando los dos ultimos juegos, y haciendo los casos n = 1, 2 y 3 de cabeza (json facilisimos!) y
el caso n = 16, podemos elaborar una tabla con la posicién de la carta o persona que sobrevive a la
cuenta australiana o a la matanza de Josefo, J(n), en funcién del nimero de cartas o de personas, n.

n (1123|456 |7 8|9 |11 12|13 |14 15|16
Jm) [ 1] 1 3|1 315 7|1 35|79 |11 ]13|15] 1

Observamos que parece que si n es una potencia de 2, entonces J(n) = 1. De hecho, a partir de
cada potencia de 2, J(n) va siendo el siguiente nUmero impar hasta llegar a la siguiente potencia de
2. En otras palabras, si escribimos n = 2™ + [, donde 2™ es la mayor potencia de 2 menor o igual
que n, nuestra conjetura es que J(n) = 21 + 1.



Hay varias formas de probar que la férmula anterior es correcta. Podemos hacerlo de la siguiente
manera. Primero vamos a probar la férmula para potencias de dos, es decir, que J(2™) = 1. Para
ello, observemos que si tenemos a las 2™ personas numeradas 1, 2, 3, 4, 5, ..., 2™ entonces tras la
primera vuelta sobreviven los nimeros impares, 1, 3, 5, 7, ..., 2™-1, y el primero que toca eliminar
ahora es el 3. Es lo mismo que si hubiéramos empezado con 2™ personas, sélo que al nimero de
cada persona se lo ha multiplicado por 2 y se le ha restado 1. Eso se traduce en la interesante
férmula:

j@m = 2j@m™ - 1.

Como la féormula vale para todo m mayor o igual que 1, podemos aplicarla repetidamente hasta
obtener:

Je™ =222 2J2)-1) .)-1D-1)-1= 1.

Una vez que sabemos que la persona que sobrevive es la primera cuando n es una potencia de 2,
vamos con el caso general, n = 2™ + [, con 2™ la mayor potencia de 2 menor o igual que n (y L, por
tanto, un nimero menor que 2™). Ahora sélo hay que observar que tras [ ejecuciones, el nimero de
personas se reduce a una potencia de 2, y por lo tanto la persona que sobrevivira sera justo la que en
ese momento ocupe el primer lugar. Pero esa persona no es otra que la que tiene el nimero 21 + 1,
lo que prueba nuestra férmula:

J) = 21 + 1.

Esto resuelve el problema de Josefo y nos permite calcular muy rapidamente dénde hay que colocar
una carta en una baraja de n cartas para que, con una cuenta australiana y mucha paciencia, sea la
que quede al final en nuestra mano.

Y si te ha gustado el articulo, siempre puedes volver a empezar a leerlo por el principio para
completar el circulo; incluso puedes tachar una linea si y otra no hasta ver cual es la linea que
sobrevive... jHasta la proxima!
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