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Resumen En este articulo reportamos algunos resultados de una investigacion realizada sobre
habilidades matematicas ligadas al Calculo Diferencial y el uso de tecnologia. La
indagacion surge de la necesidad de conocer el desarrollo de habilidades matematicas de
los alumnos cuando trabajan con actividades disefiadas y lo hacen con software
matematico y sin uso del mismo, cuyos contenidos se refieren al tema Derivada. Como
disefio de investigacion utilizamos test inicial, test final y grupo control.

Presentamos aqui algunas observaciones extraidas del analisis efectuado en los dos test
que realizaron los alumnos de los dos grupos: experimental y control.

Palabras clave Habilidades matematicas, software matematico, calculo diferencial.

Abstract In this report, research results about mathematic skills related to Differential calculus and
the use of technology are shown. This quest stems from the necessity to know how the
work through activities designed with mathematical software and without the use of it
(which contents are related to the subject Derivate) affects the development of the
mathematical skills of the students. For the design of the investigation, an initial and final
test, and a control group were used.

Hereby, we introduce some observations arisen from the analysis made in the two tests
produced by students of the two groups: experimental and control ones.

Keywords Mathematical skills, mathematical software, differential calculus.

1. Introduccion

La investigacion que reportamos en este articulo se llevé a cabo en la Universidad Nacional de
La Matanza (Argentina) en carreras de Ingenieria, mas especificamente en la catedra de Analisis
Matematico [ y se encuadré en el contexto de una Tesis de Maestria.

Cuando emprendimos el trabajo lo hicimos inspirados en la frase “El ingeniero debe saber y
saber hacer para el desempefio profesional” (CONFEDI, 2006, p.5). Un ingeniero debe saber aplicar
el conocimiento cientifico y desarrollar soluciones tecnoldgicas a las diferentes demandas sociales, por
lo tanto es fundamental el “saber hacer”. Esta capacidad de poder realizar eficientemente acciones o
tareas orientadas hacia el logro de un objetivo es lo que llamamos habilidad. En particular en el
contexto educativo el desarrollo de habilidades matematicas ayuda al alumno a no proceder en forma
mecanica memorizando conceptos, teoremas y técnicas. Como sefiala Guzman (2007) “la Matematica
es, sobre todo, saber hacer, es una ciencia en la que el método claramente predomina sobre el
contenido” (p. 27). Las habilidades matematicas son de gran importancia en el aprendizaje de la
Matematica, de alli nuestro interés por promover su desarrollo en nuestros alumnos.
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A su vez tuvimos en cuenta la necesidad profesional de manejar un software especifico de
Matematica. La Matematica es una herramienta fundamental en la resolucion de problemas y calculos
por lo que, en esta era tecnologica, sentimos la obligacion de ensefiar a los estudiantes a usar un
recurso tecnologico que les facilite su tarea. Como indica Guzman (1991) “El ordenador esta ahi con
todo su influjo, con todo su impacto potencial. Impacto en la vision de la cultura, en la vision de la
ciencia, en la vision de la Matematica” (p.9)

La computadora y los diversos adelantos tecnoldgicos son elementos corrientes en la vida
cotidiana de nuestros alumnos, por lo que tenemos la responsabilidad de asumirlos en un momento tan
importante como es el acto de aprender.

Estas dos necesidades de formacion en carreras de Ingenieria: el desarrollo de habilidades
matematicas y el uso de tecnologia, son objeto de estudio de nuestra investigacion. Quisimos analizar
como es posible promover el desarrollo de habilidades matematicas relacionadas con un tema de la
asignatura usando la computadora como herramienta de trabajo. Como expresamos anteriormente,
pertenecemos a la catedra de Analisis Matematico I del Departamento de Ingenieria de la Universidad
Nacional de La Matanza (UNLaM). En este contexto el proceso de incorporacion de tecnologia en las
clases de Matematica es lento. Solo en nuestra catedra se utiliza software Mathematica en la entrega
de un trabajo practico obligatorio que realizan los alumnos extra clase. No contamos con experiencias
previas de como incorporar el software al aula. De alli, el interés de investigar sobre la aplicacion de
un dispositivo didactico que utilice software como herramienta, con el objeto de contribuir al
desarrollo de habilidades matematicas. Como toda habilidad estd ligada a un conocimiento
(Hernandez, 1998) elegimos trabajar con habilidades matematicas asociadas a la comprension de uno
de los conceptos mas importantes del Calculo como es el de Derivada. Decidimos relacionar el trabajo
de un grupo de alumnos en el entorno tradicional de lapiz y papel y otro en el informatico, cuidando
que ambos grupos tuvieran caracteristicas iniciales similares en relacion con el rendimiento.

Son varias las experiencias sobre el uso de software matematico en la enseflanza y aprendizaje
del Calculo. Encontramos aquellas que enfatizan la visualizacién y registros de representacion
semidtica (Hitt, 2003; Hitt y Cortés, 2001). En algunas se favorece la exploracion y elaboracion de
conjeturas (Torroba, Etcheverry y Reid, 2009; Torroba, Reid, Etcheverry y Villareal, 2006); otras lo
utilizan como recurso para mejorar la comprension de diferentes conceptos y para apoyar el proceso
de ensefianza y aprendizaje (Cuicas, Debel, Casadei y Alvarez, 2007; Camacho, 2005) y algunas que
lo combinan con tutoriales y/o talleres complementarios al cursado regular (Depool y Camacho,
2001). En particular nuestro estudio estd dirigido especialmente al desarrollo de ciertas habilidades
matematicas ligadas a la comprension del concepto de Derivada.

El disefio de investigacion elegido fue el de test inicial y test final, grupo control y desarrollo de
un dispositivo de ensefianza cuidadosamente disefiado. Trabajamos con una comision de alumnos de
primer afio de las carreras de Ingenieria en Informatica, Industrial y Electronica, dividiéndolos de
acuerdo a ciertas caracteristicas seleccionadas en dos grupos: Grupo 1 y Grupo 2. Previo a aplicar el
dispositivo didactico aplicamos un test inicial a ambos grupos referido a los contenidos principales del
tema Derivada y orientado a las habilidades matematicas a estudiar. Posteriormente, el Grupo 1 realizo
actividades utilizando software Mathematica en uno de los laboratorios de la Universidad, bajo la
modalidad taller. El Grupo 2 también trabajé bajo modalidad taller con las mismas actividades que el
Grupo 1, sin hacer uso de tecnologia y en su aula habitual. Estas actividades fueron disefiadas
especialmente para promover el desarrollo de las habilidades matematicas que definimos en la
investigacion. Luego tomamos un test final a los dos grupos, similar al test inicial, para observar si se
produjeron cambios o no en cuanto al desarrollo de dichas habilidades matematicas en torno al tema
Derivada.
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Los datos de la investigacion fueron recopilamos a través de los dos tests mencionados y de las
producciones reportadas por los alumnos en las actividades. En este articulo mostramos algunos de los
resultados obtenidos en los dos test en los dos grupos y las conclusiones a las que arribamos.

1.1. Antecedente de una investigacion local

Existen estudios anteriores sobre habilidades matematicas y uso de tecnologia en carreras de
Ingenieria de la UNLaM. Comenzamos con una investigacion que tuvo como contexto el taller
complementario que brinda la catedra de Analisis Matematico I para asistir a los alumnos en la
realizacion de trabajos practicos con software Mathematica. Estos trabajos deben estar aprobados
como una instancia mas de evaluacion de la asignatura. En esa oportunidad realizamos un analisis de
las habilidades matematicas que promovian la ejercitacion que debian entregar los alumnos al cual
denominamos analisis preliminar. Tuvimos la necesidad de desagregar cada una de las habilidades
estudiadas de acuerdo al contenido con el cual se relaciona. Por ejemplo: discernimos entre identificar
el dominio de una funcion e identificar discontinuidades de una funcion. Luego, basados en ese
analisis preliminar, estudiamos las producciones impresas de los estudiantes (sus trabajos practicos en
software Mathematica) y los resultados de entrevistas orales semiestructuradas. El analisis de los datos
arrojo un avance, a lo largo del afo, en el desarrollo de habilidades como controlar, identificar y
comparar.

Los resultados de la investigacion mencionada en el parrafo anterior, nos estimuld a reformular
la planificacion de las actividades del taller, poniendo énfasis en un disefio que favoreciera el
desarrollo de habilidades matematicas. Asi creamos diferentes tipos de actividades siguiendo la
tipologia brindada por Delgado Rubi' (de generalizacion, de estudio de casos, de aplicacion de
resultados tedricos a problemas practicos, de aplicacion de algoritmos dados y conocidos y de
construccion) y atendiendo a las habilidades que cada una de estas categorias favorece. Estudiamos las
habilidades promovidas por las mismas en los trabajos practicos entregados por los alumnos, asi como
también en entrevistas orales realizadas a fin de afio. En este caso ampliamos el espectro de
habilidades estudiadas, haciendo mas hincapié en habilidades heuristicas como explorar, generalizar,
Justificar, entre otras (Falsetti, Favieri, Scorzo, Williner, 2012)

En estos afios de investigacion logramos desagregar las habilidades matematicas
relacionandolas con el contenido al que se refieren, disefar actividades con software orientadas al
desarrollo de dichas habilidades y elaborar instrumentos para la evaluacion de las mismas.

2. Marco teorico

2.1. Habilidades matematicas

De acuerdo al diccionario de la Lengua Espafiola, y tomando las acepciones en el marco de la
investigacion, transcribimos las siguientes definiciones:

e Habilidad: capacidad y disposicion para algo o cada una de las cosas que una persona ejecuta
con gracia y destreza.

e Capacidad: aptitud, talento, cualidad que dispone a alguien para el buen ejercicio de algo.

e Destreza: Habilidad, arte, primor o propiedad con que se hace algo.

' En el curso “Resolucion de problemas, aprendizaje matematico y uso de TICs, dictado en la UNLaM en
diciembre de 2006.
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o Competencia: Pericia, aptitud, idoneidad para hacer algo o intervenir en un asunto
determinado.

Si buscamos sinonimos de habilidad encontramos capacidad, destreza y competencia. Sin
embargo, en el marco educativo, y en particular en Matematica, no todos son utilizados como
sinénimos.

Hernandez (1998) define los “procedimientos” (habilidades) como los modos de actuacion.
Aclara que no puede haber un conocimiento sin un procedimiento bajo el cual funcione, y, viceversa,
no puede haber un procedimiento sin que esté asociado a un conocimiento. Delgado Rubi (1998),
enfatiza esta idea aludiendo a Talizina (1984) con la frase “no se puede separar el saber, del saber
hacer, porque siempre saber es siempre saber hacer algo, no puede haber un conocimiento sin una
habilidad, sin un saber hacer” (p. 70).

Zabala (2007) toma las destrezas y habilidades dentro de los contenidos procedimentales, a los
que define como conjunto de acciones para lograr un fin. Los contenidos de procedimientos, ligados
con la accion, son dinamicos, se relacionan con lo que sabemos hacer. Aclara que el aprendizaje de
una accioén, exige no sélo conocer como tiene que ser la accion, sino tener la capacidad para realizarla.

Sanchez (2002), por su parte, discierne al conocimiento como semantico o procedimental. El
conocimiento semantico es la informacidn sobre los conceptos, teorias, hechos, principios, reglas que
conforman una disciplina o campo de estudio. El conocimiento procedimental, por su parte, se define
como un conjunto ordenado de pasos o acciones que acompafian un acto mental o actividad motora.
Los procedimientos son los instrumentos o componentes dinamicos del conocimiento. La practica del
procedimiento genera las habilidades del pensamiento. Luego esta autora aclara que el proceso existe
por si mismo, independientemente de la persona que lo lleva a cabo, el procedimiento proviene de
operar ese proceso y destaca que la habilidad es la facultad personal, cuyo desarrollo requiere un
aprendizaje sistematico. La habilidad es la facultad de aplicar el conocimiento procedimental y puede
referirse a la aplicacion directa del proceso o a la evaluacion y mejora de lo que se piensa y se sabe.

Si realizamos un paralelo entre todos estos autores, mas alla de las diferencias de denominacion,
consideran por un lado toda la informaciéon que recibe una persona (conceptos, teorias, hechos,
definiciones, propiedades, atributos) que podriamos englobarlos en “conocimiento”, y por otro, las
acciones y aplicaciones que puede realizar el individuo con ese conocimiento: las habilidades. Sanchez
(2002) amplia el concepto de habilidad diciendo que no es solo la aplicacién del conocimiento, sino
también la autoevaluacion de lo que se hace con vista a una mejora futura.

Entonces, nosotros discernimos entre procedimiento y habilidad vinculados con la Matematica.
Por una parte, el procedimiento es la accion o tarea que debemos realizar para lograr un objetivo o fin
en el cual la Matematica estd involucrada. En tanto que una habilidad matematica es la facultad
personal de efectuar el procedimiento eficientemente, es decir, la capacidad de realizar acciones
correctamente en relacion al logro del objetivo planteado.

En cuanto a la clasificacion de habilidades, encontramos en la bibliografia diferentes opciones.
Estas dependen, en cierta medida, del enfoque dado al concepto y de los objetivos que persigue cada
autor a la hora de categorizarlas. Entre las mas importantes tenemos la Taxonomia de Bloom (sf.),
habilidades del dominio cognitivo, en la que se establecen seis categorias basicas segun la funcion de
la acciéon en la que la habilidad se manifiesta: conocimiento, comprension, aplicacion, analisis,
sintesis, evaluacion. Por otro lado, Delgado Rubi (1998), citando también a Hernandez, Valverde y
Rodriguez, trabaja con habilidades matematicas y las agrupa de acuerdo al tipo de funcion que
realizan:
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e Habilidades conceptuales: aquellas que operan directamente con los conceptos (identificar,
definir, comparar, demostrar)

e Habilidades traductoras: aquellas que permiten pasar de un dominio a otro del conocimiento
(interpretar, modelar, recodificar)

e Habilidades operativas: funcionan generalmente como auxiliares de otras mas complejas y
estan relacionadas con la ejecucion en el plano material o verbal (graficar, algoritmizar,
aproximar, optimizar, calcular)

e Habilidades heuristicas y metacognitivas: aquellas que emplean recursos heuristicos y
metacognitivos y que estan presentes en un pensamiento reflexivo, estructurado y creativo
(resolver).

2.2. La computadora como herramienta cognitiva

El Consejo Nacional de Profesores de Matematica de los Estados Unidos (NCTM, 2003)
declara que el curriculo de Matematica de todos los niveles debe incorporar la tecnologia educativa en
pro de un aprendizaje mas efectivo y del desarrollo de habilidades por parte del estudiante. Agrega que
es funcion de los docentes prepararse para efectuar decisiones sobre como y cuando los alumnos
pueden usar estas herramientas.

Vilchez (2007) cita en su articulo a Meza (2001) quien afirma:

Los resultados positivos que podamos obtener al utilizar computadoras en la
enseflanza y el aprendizaje de la Matematica, dependeran del uso que les
demos, esto significa que la computadora no es un aparato que resolvera los
problemas educativos por arte de magia...el empleo de computadoras en los
procesos de enseflanza y aprendizaje debe justificarse en el marco de un
planteamiento educativo completo, lo que supone la seleccion de objetivos
educativos y la definicion de estrategias didacticas especificas. (p.46).

Ahora bien, para poder planificar una ensefianza que contemple el uso de tecnologia debemos
saber de qué tipo de recursos disponemos y con qué fines fueron creados. Al respecto Oteiza, Silva y
el Equipo Comenius (2001), exponen las “metaforas” que identifican los sucesivos cambios que
sufrieron las aplicaciones de las tecnologias a la educacién. Basados en las ideas de Taylor (1980,
citado en Oteiza et al., 2001) explican diferentes usos de la computadora:

e Como tutor: se penso el ordenador como una maquina de ensefianza. Al ser tutor, la maquina
brinda informacion, el estudiante responde a algin ejercicio o pregunta basada en esa
informacién (con diferentes niveles de dificultad) y luego el programa le da un feedback al
alumno. En esta categoria podemos incluir los programas que ofrecen una serie de juegos
para aprender, entre otros, numeros, operaciones, relaciones, etc. (Cuevas Vallejo, s.f.). A
partir de la década de los ochenta, progresaron gracias a las técnicas de la Inteligencia
Artificial, dando origen a los Sistemas Tutoriales Inteligentes. Pone énfasis en el
autoaprendizaje.

e Como aprendiz: es el estudiante quien “ensefia” al ordenador (el que se convierte en aprendiz),
programando mediante algin lenguaje como BASIC y LOGO, y mas actuales, VISUAL
BASIC, C, JAVA, entre otros. Un gran sector de educadores matematicos afirman que la
ensefianza de ciertos lenguajes de programacion favorece el desarrollo de habilidades
matematicas y logicas en la resolucion de problemas (Cuevas Vallejo, s.f.). Este autor cita a
Dubinsky que trabaja en cursos de matematica a nivel superior usando ITSEL y afirma que
mediante la programacion se efectian los constructos matematicos paralelos en la mente de
los estudiantes, pudiéndose lograr la interiorizacion de ciertos conceptos.
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e Como herramienta: con la aparicion de procesadores de texto, planillas electronicas y otros
programas no fue necesario aprender a programar para usar la computadora. En el caso de la
matematica, programas como Calcula, Derive, Mathematica, Matlab, entre otros, abren la
posibilidad a una amplia gama de aprendizajes. Estos programas son llamados en la cultura
anglosajona Computer Algebra System (CAS), ya que con los mismos se pueden realizar
calculos, operaciones algebraicas, resolver ecuaciones, trabajar con matrices, efectuar
derivacion e integracion en forma simbolica y numérica, graficar, etc. Asi el docente puede
disefiar actividades en el aula haciendo uso de estos paquetes.

e Como multimedia: variante tecnologica que combina graficos, color, hipervinculos y sonido.
Gayesky (1992) citado en Salinas Ibafiez (1994), define Multimedia como "una clase de
sistemas de comunicacion interactivos controlada por ordenador que crea, almacena,
transmite y recupera redes de informacion textual, grafica y auditiva”. Facilita la
visualizacion, la comprension de conceptos, las aplicaciones y las simulaciones.

e Como dispositivo comunicacional (Internet, comunicaciones, correo electronico, chats, etc.):
la web, red mundial que combina comunicacion con multimedia, abrid a gran parte de la
poblacion las puertas a un mundo de oportunidades que hasta ese entonces eran
inalcanzables. La informacién disponible, la posibilidad de comunicarse con personas de
cualquier parte del mundo, produjeron un gran impacto en el trabajo y en el conocimiento.
En particular, en la educacion, permite al alumno ampliar la informacion y navegar por
diferentes sitios. Cuevas Vallejo (s.f.) cita, en el caso de la matematica, la produccion de
applet’s como Descartes 2 y Descartes 3, que permiten en una pantalla usual de internet
escribir la definicion de un objeto matematico e instalar un applet (ventana) con ese objeto
matematico (funcidn, grafica, etc.) con el fin de manipularlo.

En particular, nosotros nos concentraremos en el uso de la computadora como herramienta.
Jonassen, Carr y Yueh (1998) afirman que la tecnologia debe usarse como una herramienta de
construccion del conocimiento, de manera que los estudiantes aprendan “con” ella y no “de” ella.
Agregan que las computadoras pueden favorecer mas efectivamente el aprendizaje significativo y la
construccion del conocimiento en la educacion superior, como herramientas de amplificacion
cognitiva para reflexionar sobre lo que los estudiantes han aprendido y lo que saben. Las herramientas
informaticas tratadas como herramientas cognitivas tienen como proposito abordar y facilitar
determinados procedimientos cognitivos. Se trata de dispositivos intelectuales utilizados para
visualizar, organizar, automatizar o suplantar las técnicas del pensamiento (Esteban, 2002). Este autor,
citando a Jonassen, explica los diferentes usos que pueden tener. Por ejemplo, sirven para representar
de una mejor manera el problema o ejercicio que se esté realizando (herramientas de visualizacion
como Mathematica). Otras ayudan a articular informacion con los conocimientos previos del alumno,
de manera que se establezcan relaciones, conexiones, consecuencias, entre otras (por ejemplo base de
datos y redes semanticas). Algunas permiten representar relaciones de dependencia de fendmenos
(herramientas de modelizacion del conocimiento); o pueden servir para consolidar esquemas
preexistentes en el aprendiz mediante la automatizacion de los ejercicios de un nivel inferior
(realizacion de algoritmos o calculos); también pueden ayudar a buscar la informacion pertinente y
necesaria para resolver un problema (motores de btisqueda). En todos los casos deben seleccionarse
adecuadamente dependiendo de la tarea que se quiera llevar a cabo.

3. Contexto de la investigacion

La experiencia se llevo a cabo en uno de los cursos del turno mafana de la asignatura Analisis
Matematico I de las carreras de Ingenieria Informatica, Industrial y Electronica de la Universidad
Nacional de La Matanza formado inicialmente por 60 personas, la mitad de las cuales eran alumnos
recursantes, constituyendo una muestra no probabilistica o de criterio.
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El programa de la materia cuenta con los contenidos habituales de Calculo Diferencial e Integral
en una variable. El régimen es cuatrimestral, con una carga horaria de 8 horas semanales. Como
instancias de acreditacion los alumnos deben rendir dos parciales y entregar y defender un trabajo
practico con software Mathematica. Para esto los estudiantes cuentan con un taller donde se los asiste
en el uso del software y en la ejercitacion. Una de las razones por la que elegimos este software para
realizar la experiencia es que los alumnos ya tienen un contacto con el mismo y a su vez la
Universidad cuenta con la licencia correspondiente.

Debido a que toda habilidad estd ligada a un conocimiento (Hernandez, 1998), el tema que
elegimos para llevar adelante la propuesta es Derivada. Ademas de ser uno de los pilares del Analisis
Matematico a través del cual se resuelven problemas de optimizacion, aproximacion, estudio de
funcidn, entre otros, trabajar con derivadas enriquece nuestro estudio en el sentido que nos permite
promover diversas habilidades. Podemos abordarlo desde un punto de vista geométrico como
pendiente de la recta tangente, desde un enfoque formal como limite del cociente incremental y desde
un enfoque variacional como por ejemplo velocidad instantanea en Fisica, tasa de crecimiento
instantaneo en Biologia, etc.

4. Objetivo general de la investigacion

Conocer sobre las manifestaciones de habilidades matematicas en el aprendizaje del tema de
Derivada en un grupo de estudiantes cuando trabaja con software Mathematica y relacionarlas con las
manifestaciones de aquellos que lo hacen sin el uso de esta herramienta.

5. Disefio de investigacion

La investigacion es de tipo descriptivo-explicativa y el paradigma es mixto (Hernandez,
Fernandez y Baptista, 2006). El disefio de investigacion elegido es de test inicial y test final, grupo
control y desarrollo de un dispositivo de ensefianza cuidadosamente disefiado para ambos grupos.

Dividimos los grupos de acuerdo a la técnica de emparejamiento o apareo (Hernandez et al.,
2006). De acuerdo a los resultados de una prueba diagnostico y al andlisis de otras variables
(condicién de recursante o no, materias aprobadas de Matematica en el primer cuatrimestre), quedaron
establecidos: el grupo experimental (que llamaremos Grupo 1) y el grupo control (que denominaremos
Grupo 2), ambos con 27 alumnos inicialmente. En toda la experiencia los dos grupos compartieron la
parte teodrica de la materia y algunas clases practicas.

Algunas de las preguntas que orientaron la investigacion que aqui se reporta son:

e ;Los alumnos de primer afio de Ingenieria de la UNLaM poseen un nivel similar de
desarrollo de habilidades matematicas cuando trabajan con software que cuando lo hacen sin
esta herramienta?

e ;Cuales de todas las habilidades estudiadas son las mas promovidas con el uso del software?

Son varias las investigaciones que reflejan que el uso de una herramienta informatica contribuye
a mejorar el aprendizaje (Cuicas Avila et al., 2007; Depool et al., 2001), como también existen otras
que revelan que el uso de un entorno informatico no garantiza resultados satisfactorios en el mismo
(Contreras et al., 2005). En nuestra experiencia, considerando que nuestros alumnos seran futuros
ingenieros, y que pretendemos que para ellos la Matematica sea una herramienta de apoyo en su
profesion, decidimos utilizar un software especificamente matematico: el Mathematica. Este programa
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tiene su sintaxis especifica y comandos que son necesarios aprender para poder hacer uso del mismo.
En cuanto a las actividades disefiadas para llevarse a cabo, si bien algunas estan focalizadas a la parte
geométrica y grafica, otras requieren desempefio de los estudiantes en habilidades que son de tipo
matematico-discursivas, como la justificacion. Los alumnos que trabajan con esta herramienta deben
establecer qué sentencias van a ordenar al software, como van a plantear cada ejercicio utilizando la
computadora en vez del lapiz y papel al cual estan acostumbrados e interpretar los resultados
obtenidos. El alumno se somete a un proceso en el cual, para lograr resolver la tarea asignada, debe
convertir la computadora cargada con software especifico en instrumento de trabajo, es decir, hacerlo
propio para integrarlo a su actividad matematica. Segun Trouche (2003) se necesita tiempo para
relacionar las caracteristicas de un artefacto nuevo con la actividad del sujeto, sus conocimientos
previos y su antigua manera de trabajar. Ademas, como indica Berger (2009), al disponer de una
herramienta informatica el usuario necesita tener conciencia del tipo de conocimiento mixto
(matematico y sintactico) para construir signos matematicos adecuados. Ante la exigencia diferente
que implica trabajar en entornos informaticos en vez de entornos de 1apiz y papel, no nos parece trivial
que los alumnos que trabajen con software Mathematica puedan desarrollar habilidades matematicas
referidas al tema Derivada, como usualmente lo hacen en ambientes tradicionales. De alli el planteo de
las preguntas anteriormente expuestas.

5.1. Procedimiento

1. La clase anterior al test inicial, la que suscribe y docente a cargo de la comision, explico el
concepto de derivada de una funciéon en un punto dado bajo la modalidad tradicional
expositiva-dialogada. Comenzamos explicando el concepto desde un enfoque variacional en
la Fisica: la derivada como la velocidad de la funcidon espacio recorrido. En una segunda
etapa dimos la definicion formal de derivada, relacionando el cociente incremental con la
razon promedio de cambio en el intervalo y la razon instantanea de cambio en un punto con
la derivada de la funcion en dicho punto. Por ultimo, explicamos el tema desde su
interpretacion geométrica, llegando a la conclusion que la derivada de la funcion en un
punto es la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto. Calculamos la ecuacidn
de la recta tangente y definimos también recta normal.

2. A la clase siguiente aplicamos el test inicial a ambos grupos referido a los contenidos
enumerados en el punto 1. Este test estaba orientado a las habilidades matematicas que
definimos en la investigacion.

3. Posteriormente se realizaron seis sesiones de trabajo no sucesivas, en general cada dia por
medio de clase habitual. El Grupo 1 las realizo6 utilizando software Mathematica en uno de
los laboratorios de la Universidad, bajo la modalidad taller. EI Grupo 2 también trabajo bajo
la modalidad taller en su aula habitual con las actividades utilizando lapiz y papel y
calculadora cientifica (sin graficador). En los dos casos los alumnos formaron equipos de
trabajo de dos o tres personas y contaron con la asistencia de un docente. Cabe aclarar que
las actividades fueron las mismas salvo leves modificaciones en algunos casos, los grupos
las efectuaron en paralelo durante las seis sesiones de trabajo y el objetivo principal fue
incentivar el desarrollo de las habilidades matematicas que definimos en torno al concepto
de Derivada.

4. Cada actividad estaba formada por 4 o 5 ejercicios disenados especialmente para
comprometer al alumno en el desarrollo de ciertas habilidades matematicas. Las
producciones de los alumnos fueron archivos en software Mathematica en un caso y entorno
de lapiz y papel en el otro. Tras la correccion de estas producciones hicimos una devolucion
personalizada, equipo por equipo. Estas producciones también fueron fuente de recoleccion
de datos para la investigacion.

5. El software Mathematica fue utilizado por el Grupo 1 para probar, conjeturar, graficar,
calcular, resolver ecuaciones, derivar, calcular limites, representar la situacion problematica
a resolver y organizar el conocimiento de tal manera que les sirviera como herramienta de
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apoyo. En las producciones, archivos del programa, los alumnos trabajaron con celdas de
texto para explicar el procedimiento que realizaban y con celdas de input para efectuar el
desarrollo matematico.

6. A la clase siguiente de finalizar las sesiones de trabajo tomamos el test final (en entorno de
lapiz y papel condicionados por el Grupo 2), a los dos grupos para observar el desempefio
de los alumnos en las habilidades matematicas estudiadas en el aprendizaje del tema
seleccionado, luego de haber puesto en juego el uso del software y las actividades.

5.2. Variables estudiadas en la investigacion

En la eleccion de las habilidades a promover a través de las actividades, y de acuerdo al tema
seleccionado, nos propusimos como objetivo principal la comprension del concepto de Derivada y de
sus aplicaciones. Leonetti et al. (2007) establecen la diferencia que existe entre conocer 'y comprender.
Estos autores citan a Perkins quien aclara que el conocimiento es un estado de posesion, mientras que
la comprension va mas alla de la posesion, implica competencia, un estado de poder operar con el
conocimiento, es un estado de capacitacién. Cuando el alumno comprende un concepto, no sélo tiene
informacidn sobre el mismo, sino que también es capaz de hacer un “uso activo de ese conocimiento”.
Ese uso activo que revela comprension se plasma en acciones de comprension o desemperios de
comprension. Para nosotros las habilidades matematicas elegidas son desempefios ligados a la
comprension del concepto de Derivada.

A su vez tuvimos en cuenta la clasificacion de Delgado Rubi (1998) y decidimos centramos en
habilidades conceptuales (capacidad de desarrollar modelos conceptuales), habilidades de aplicacion
(capacidad de utilizar modelos conceptuales) y habilidades de argumentacion (capacidad de explicar,
justificar, reflexionar sobre los modelos conceptuales). En este articulo presentamos solo las
habilidades conceptuales, las que clasificamos de la siguiente manera:

Habilidades especificas a estudiar en | Denominacién

Habilidades generales . s . .
g relacion con “Derivada” abreviada

Habilidades conceptuales ¢Interpretar geométricamente (el concepto de | ¢HC1
Consideraremos habilidades conceptuales | derivada).
a aquellas que permiten reconocer el | #Reconocer el concepto en otras ciencias u otros | ¢HC2
concepto de diferentes maneras: por su | contextos (velocidad instantinea en Fisica, tasa
definicion  (formalmente), por sus | de crecimiento instantanea en Biologia, etc.).
representaciones semiéticas o en su | #Extraer o Dar significado de expresiones | ¢HC3
aplicacion a otras ciencias. dadas en forma simbolica o formal.

Tabla 1. Algunas variables estudiadas en la investigacion.

Con respecto a las habilidades de “Extraer o Dar significado de expresiones dadas en forma
simbolica o formal” nos basamos en el texto de Tall y Fusaro (2002). Estos autores consideran dos
modelos que utilizan los estudiantes en la construccion de definiciones:

e Extraer significado (construido sobre teoria formal): extraer significado desde un concepto
realizando deducciones formales.

e Dar significado (construido sobre ideas informales): dar significado a un concepto desde una
imagen conceptual del mismo.

Retomando la clasificacion de la Tabla 1, pensamos que el concepto de Derivada es un concepto
muy rico en cuanto a los diferentes significados que podemos otorgarle:
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¢ En su interpretacion geométrica, como pendiente de la recta tangente a una curva en un punto
dado. De ahi nuestro interés por “Interpretar geométricamente (HCI) .

e En su enfoque variacional: como razén de cambio instantanea en diferentes ciencias (Fisica,
Biologia, Economia, etc). En consecuencia nos interesamos por “Reconocer el concepto en
otras ciencias u otros contextos (HC2)”.

e En su definicion formal, como limite del cociente incremental de una funcion en un punto. Es
por esta razén que estudiamos las habilidades “Extraer o Dar significado de expresiones
dadas en forma simbdlica o formal (HC3)”.

6. Instrumentos de recoleccion de datos: test inicial y test final

Como explicamos en el punto 5.1, la clase anterior al test inicial, desarrollamos una clase sobre
el concepto de derivada. En la clase siguiente aplicamos el test inicial involucrando lo explicado y
todas las habilidades a ser estudiadas. Luego de realizadas las seis actividades (cada grupo en su
entorno de trabajo) aplicamos un test final involucrando todos los temas del test inicial y con
caracteristicas similares al mismo. De esta manera logramos hacer una comparacion de los resultados
de cada test por persona y en los dos grupos.

Cabe explicar que los test fueron disefiados y tomados en un entorno tradicional de lapiz y papel
debido a que, en un comienzo (test inicial), ninglin alumno habia trabajado con una herramienta
informatica integrada a la clase habitual. Por otro lado, el test final debia tener la misma naturaleza
que el test inicial y requerir acciones que puedan ser realizadas por los dos grupos.

Para obtener la validez de contenido de estos dos instrumentos, nos inspiramos en un
cuestionario realizado y aplicado por otro investigador (Dolores, 2000, p. 175), el cual persigue un
objetivo similar al nuestro. A su vez lo sometimos a valoracion por juicio de expertos con el fin de
hacer las correcciones necesarias y observaciones realizadas por dichos expertos.

6.1. Test inicial

Lo realizaron 49 alumnos. El objetivo principal fue indagar sobre la comprension del concepto
de derivada a través del andlisis de las habilidades conceptuales, de aplicacion y de argumentacion, sin
haber puesto atin en juego actividades que fomenten el desarrollo de dichas habilidades (en ninguno de
los dos entornos).

El instrumento mencionado consta de tres ejercicios que fueron disefiados involucrando todas
las habilidades a estudiar en la investigacion de forma tal de poder ser evaluadas en los alumnos
participantes. Por extension del articulo mostramos aquellos items que involucran habilidades
conceptuales. El primer ejercicio se refiere a la velocidad de un objeto que recorre una determinada
trayectoria. El segundo ejercicio trata el concepto de derivada desde la interpretacion geométrica,
brindando una curva y la tangente a la misma en un punto dado. En el tercer ejercicio se dan
proposiciones que involucran el concepto desde un punto de vista formal y de las cuales hay que
decidir si son V o F y justificar la respuesta.

6.1.1. Ejercicio 1

La distancia que recorren los cuerpos en caida libre estd dada por la ecuacions = f(¢) = 4.9¢ 2,
Supongamos que se deja caer una pelota desde una torre que tiene 450 metros y f(t) es la distancia que
recorre luego de t segundos.
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6.1.2.

6.1.3.

a) (Cual es la distancia que recorre la pelota en los primeros 2 segundos?

b) (Cual es la distancia que recorre la pelota entre el segundo y tercer segundo?

c¢) (Cual es la velocidad promedio de la pelota en el intervalo [2,3]?

d) (Cual es la velocidad promedio de la pelota en un intervalo de la forma [2, t]? /Y en un
intervalo de la forma [t,2]?

e) (Cual es la velocidad instantanea de la pelota a los 2 segundos?

Ejercicio 2
El siguiente es el grafico de una funcién y su recta tangente en el punto de abscisa x = 3:

K

o

1 Z 2 3

a) ;Cuanto vale f (3)?
b) (Cual es el valor de £°(3)?

Ejercicio 3

Responder V o F Justificar.

a) lim M es la derivada de fen x = a (si el limite existe)
x—a X—a
b) Mes la pendiente de la recta tangente a la grafica de y = f(x) en el punto de
xX—a

abscisa X = a.
c) Si2x + 3y —4 =0 es la recta tangente a una curva y = f(x) en el punto de abscisa x = -1,
entonces f ’(-1) = -2/3.

6.2. Test Final

Este test contemplo ejercicios similares a los involucrados en el test inicial y lo realizaron 37

alumnos.

6.2.1. Ejercicio 1

Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el piso. Sit es el tiempo (en segundos) que

transcurre desde que la pelota fue lanzada, s es la distancia (en metros) de la pelota desde el punto
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inicial (el piso) a los t segundos, la ecuacion del movimiento de la pelota estd dada por:
s(t) =—16t> + 64¢

a) (Cuantos metros recorrio la pelota en el primer segundo?

b) (Cuantos metros recorre la pelota entre los instantes t =1y t =27?

c) ¢(Cuales la velocidad promedio de la pelota en el intervalo [1,2]?

d) (Cual es la velocidad promedio de la pelota en el intervalo [1, t]? /Y en [t, 1]?
e) Calcular la velocidad instantanea de la pelota ent = 1

6.2.2. Ejercicio 2

El siguiente es el grafico de una funcion y de su recta tangente en x = 1. Responder:

¥

N

\

™

Ve

a) (Cuanto vale f (1)?
b) (Cudles el valor de f’(1)?

6.2.3. Ejercicio 3

Responder V o F Justificar.

lim f(a+h)_f(a)

a) h—0 h

y Larh=/@

es la derivada de f en x = a (si el limite existe)

es la pendiente de la recta tangente a la grafica de y = f(x) en el punto de

abscisa x = a.

c) Sea 2x —y + 3 =0 la recta tangente a una funcién y = g(x) en el punto de abscisa x = -2
entonces g’(-2) = 2.

6.3. Analisis preliminar de los test

En este apartado ofrecemos el andlisis preliminar de los test, es decir, el analisis que consiste en
establecer qué habilidades (establecidas en la investigacion) esperamos que estén presentes en la
resolucion de cada uno de los ejercicios para luego poder efectuar la valoracion de las mismas en el
desempefio de los alumnos. S6lo mostramos lo referido a habilidades conceptuales.
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Analisis preliminar del test inicial y final

Ejercicio | Habilidad Procedimiento
Reconocer el concepto de cociente incremental como velocidad promedio (item d)
1 HC2 . o . ,
y de derivada como velocidad instantanea (item e)
2 HC1 Interpretar la derivada como pendiente de la recta tangente (item b)
HC3 Extraer o dar significado cuando se reconoce la definicion de derivada (item a) o
3 la de cociente incremental (item b)
HC1 Interpretar la derivada como pendiente de la recta tangente (item c)

Tabla 2. Analisis preliminar de los test (respecto a habilidades conceptuales).

7. Resultados de los test en los dos grupos

En el test inicial participaron 49 alumnos, 25 correspondientes al Grupo 1 y 24 del Grupo 2.
Una vez que fueron realizadas las seis instancias de actividades con ambos grupos procedimos a tomar
el test final. En esta oportunidad se presentaron en total 37 alumnos, 18 del Grupo 1y 19 del Grupo 2.

Las categorias que establecimos para evaluar las habilidades son:
N: no esta presente la habilidad, o porque el alumno no efectda el ejercicio o porque lo hace mal.
R: regular
B: bien

Los criterios que determinamos para la valoracion del desempefio de los alumnos, los
explicamos en la seccion correspondiente al andlisis de cada habilidad. Como acercamiento a la
informacion, decidimos efectuar un analisis descriptivo de frecuencias relativas de las respuestas de
acuerdo a la calificacion alcanzada.

Cuando realizamos el andlisis de frecuencias relativas porcentuales de cada grupo y de cada
habilidad, comparando los resultados de las dos instancias (test inicial y test final), tuvimos en cuenta

solo los alumnos que realizaron las dos pruebas (un total de 37 estudiantes).

Decidimos mostrar cada una de las frecuencias en los dos grupos en forma conjunta con el fin
de visualizar el comportamiento en los dos casos.

7.1. Habilidad conceptual: Interpretacién geométrica de la derivada (HC1)

La habilidad conceptual que consiste en interpretar el concepto de derivada geométricamente
como pendiente de la recta tangente a la curva en el punto de tangencia, se manifiesta en los test
cuando dado el grafico de una funcioén y su recta tangente en el punto de abscisa x = a (con escalas
simples y grilla para identificar valores), solicitamos brindar el valor de f ‘(a) (ejercicio 2 b). En el
caso del test inicial “a” es igual a 3 y en el caso del test final “a” es igual a 1:
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Criterios de evaluacion
Ejercicio
N B

s No da respuesta o indica un valor | Responde con el valor correcto de

2 b) (test inicial) incorrecto para f’(3). £°(3).
2 b) (test final) No da respues,ta o indica un wvalor R’esponde con el valor correcto de

incorrecto para f ’(1). f°(1).

Tabla 3. Criterios de evaluacion de desempeio de la habilidad HC1 (ejercicio 2b).

Las frecuencias relativas respecto a esta habilidad, por grupo y por test, son las siguientes:

Test Inicial Test Final
Habilidad HC1 Habilidad HC1
BN =B BN =B T4%
2494

T8%

22%
1 2 1 2
Grupo | N B Grupo | N B
1 78% | 22% 1 56% | 44%
2 84% | 16% 2 74% | 26%

Figura 1. Primera manifestacion de HC1 (N, = 18, N, = 19, fuente propia).

En el test inicial un gran porcentaje de alumnos (alrededor del 80% en los dos grupos) contestod
mal el valor de la derivada de la funcion en el punto de abscisa x = 3 o no lo hizo. El error que cometio
la mayoria de los alumnos que valoramos con N esta habilidad fue tomar como f ’(3) el valor de la
ordenada de la recta tangente en ese punto y no su pendiente. En una de las investigaciones realizadas
por Dolores (2000) este error se manifiesta frecuentemente en la muestra estudiada por ese autor.

Con respecto a los resultados del test final, el 44% de los alumnos del Grupo 1 respondid
correctamente el valor de la derivada de una funcion dada en forma grafica en x = 1, conociendo el
grafico de la recta tangente en dicho punto. Esta habilidad conceptual de interpretacion geométrica del
concepto de derivada no tiene el mismo nivel de desarrollo en el Grupo 2, aunque el porcentaje de
alumnos que la manifesté también aument6 en el test final para este grupo.

Se ha logrado un progreso considerable, manifestado en mayor medida en el Grupo 1. Inferimos
que el uso mas frecuente de graficos por parte de este grupo, dado por la facilidad que brinda el
software, contribuy¢ a la interpretacion geométrica del concepto.
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La otra instancia de evaluacion de esta habilidad conceptual se manifiesta en el item que damos
la recta tangente en forma implicita (ejercicio 3 c¢) en ambos test), a una funcion desconocida en un
punto y el alumno, para responder a la consigna, debe hallar el valor de la derivada de la funcion en
ese punto. Una de las diferencias con el item anterior, es que, en el primero, suministramos los datos
en forma grafica y, en el segundo caso, en forma analitica.

El criterio que tuvimos en cuenta para evaluar la manifestacion de esta habilidad es el siguiente:

Criterios de evaluacion

Ejercicio
N R B
Si el alumno no realiza el | Si se equivoca al despejar y | Si despeja en forma correcta
ejercicio, o da otro valor de | es ésta la razén de dar una | y brinda el valor de la
3c) (test f’(~1), o da la ecuacién de la | respuesta incorrecta, pero | pendiente de la recta tangente
inicial) recta en forma explicita y la | manifiesta que sabe | como f’(-1).
deriva para obtener el valor | interpretar geométricamente

de f'(-1).

la derivada en un punto.

3¢) (test final)

Si no lo hace, o derivan la
ecuacion de la recta y de ahi
sacan el valor, o despejan y
reemplazan (-2) en esa
ecuacion.

Si  manifiesta interpretar
geométricamente el concepto
pero, por ejemplo, despeja
mal y por eso no obtiene el
valor correcto.

Despeja  correctamente ¢
indica el valor de la pendiente
de la recta tangente como

g’(-2).

Los resultados obtenidos son los siguientes:

Tabla 4. Criterios de evaluacion de desempefio de la habilidad HC1 (ejercicio 3c¢).

Test inicial Test final
Habilidad HC1 Habhilidad HC1
N ®ER B M B

5B%

443

53%

37%
5%
P 1 z
Grupo N R B Grupo N B
1 56% 0% 44% 1 50% | 50%
2 58% 5% 37% 2 47% | 53%

Figura 2. Segunda manifestacion de HC1 (N; = 18, N, = 19, fuente propia).
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En el test inicial en los dos grupos mas de la mitad de los alumnos contestd mal o no hace el
gjercicio. Si bien la habilidad conceptual es la misma que en el apartado anterior, notamos que al
brindar la ecuacion de la recta tangente en forma analitica (en vez de dar el grafico), los resultados en
los dos grupos, fueron mejores. Un error comun, y similar al explicado en la situacion que precede a
ésta, fue evaluar la recta tangente para x = —1 y tomar ese valor como f ’(—1). Algunos consideraron la
recta tangente como la funcion derivada f ‘(x) y explicaron que por esa razén para hallar f ’(-1)
reemplazaban x por —1. Otros despejaron “y” en la ecuacion de la recta tangente y derivaron dicha
expresion, obteniendo el valor correcto, caso que consideramos mal y por lo tanto evaluado con N.

En el test final los dos grupos tienen frecuencias porcentuales similares: la mitad de los alumnos
tiene un buen desempefio de esta habilidad.

La misma habilidad brindada en registros de representacion diferentes, manifiesta un progreso
mas notorio en el Grupo 1 cuando trabajamos graficamente, y mas evidente en el Grupo 2 cuando el
registro es analitico.

7.2. Habilidad conceptual: Reconocer el concepto en otras ciencias o contextos (HC2)

En el ejercicio 1 del test inicial trabajamos con la derivada en la Fisica como velocidad
instantanea y el cociente incremental como velocidad promedio de una pelota que cae, habiendo dado
la distancia recorrida (en metros) del objeto, al cabo de t segundos. En el test final volvimos a recurrir
a la Fisica para evaluar esta habilidad conceptual, manifestandose también en dos instancias: calculo
de la velocidad promedio en dos intervalos de una pelota que es lanzada hacia arriba (como dato
damos la distancia de dicho objeto desde el suelo en funcidn del tiempo) y calculo de la velocidad
instantanea para el instante t = 1.

La primera manifestacion de la habilidad conceptual mencionada se da cuando el alumno
plantea la velocidad promedio como cociente incremental en los dos intervalos solicitados. Es por esto
que el criterio de evaluacion que dispusimos, para este item en ambos test, es el siguiente:

Criterios de evaluacion
Ejercicio
N R B

Si el alumno no | Si lo realiza en un solo | Silo plantea y calcula bien para los dos

efectia el calculo | intervalo o se equivoca | intervalos solicitados. Cabe aclarar que

Ejercicio 1 d). de la wvelocidad en la expresion del | algunos alumnos simplificaron la
Test inicial y promedio o lo hace | cociente incremental en | expresion y otros la dejaron indicada.
final. mal. algun paso | Como no solicitamos dicha
insignificante. simplificacion, consideramos Bien los

dos casos.

Tabla 5. Criterios de evaluacion de desempeio de la habilidad HC2 (ejercicio 1d)).

Veamos los resultados en las dos ocasiones:
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Test inicial Test final
Habilidad HC2 Habilidad HC2
#MNER B BN B
E13% £0%
793
47%
33%
5% 113
| DILIITIS O] N N 1 —
1 2
Grupo | N R B Grupo | N B
1 33% 6% 61% 1 11% | 89%
2 42% 11% 47% 2 21% | 79%

Figura 3. Primera manifestacion de HC2 (N; = 18, N, = 19, fuente propia).

Notamos una mejoria en los niveles de desempefio de esta habilidad en ambos grupos
comparando los resultados de los dos test. En los dos casos, redujeron considerablemente el porcentaje
de alumnos evaluados con N en esta habilidad. Podemos decir que practicamente los alumnos
reconocen al cociente incremental como velocidad promedio en un intervalo determinado. Reiteramos
que en esa ocasion no nos interesa la manipulacion algebraica.

En el test inicial un porcentaje de alumnos obtuvo desempefio Regular debido a que calcularon
la velocidad promedio en un solo intervalo, comportamiento que no se repitié en el test final.

En el item siguiente al anterior pedimos la velocidad instantdnea de la pelota para un instante
dado (t = 2 en el caso del test inicial, t = 1 en el test final). El alumno podia calcularla como limite de
la velocidad promedio que habia planteado en el punto anterior o derivando la funcion original, ya que
conocia los dos procedimientos. Los criterios de evaluacion para esta habilidad son:

Criterios de evaluacion

Ejercicio

N

R

B

Ejercicio 1 e).Test
inicial y final,

Si el alumno no
hace el ejercicio o
lo plantea mal.

Si  plantea la  velocidad
instantanea como la derivada en
el punto pero se equivoca en
algin paso algebraico o se
equivoca al aplicar alguna regla
de derivacion.

Si reconoce la derivada como
limite de la velocidad promedio
tomando limite en la expresion
hallada en el item 1d) y lo
calcula bien o derivando la
funcién y reemplazando en el
instante considerado.

Tabla 6. Criterios de evaluacion de desempeiio de la habilidad HC2 (ejercicio 1e)).

Obtuvimos las siguientes frecuencias en este caso
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Test inicial Test final
Habhilidad HC2 Habilidad HC2
#MHNER B BN B

6l

41%

8

4%

11%

9%

G6B%

32%

1 2 1 2
Grupo | N R Grupo | N B

1 39% | 0% | 61% 1 11% | 89%

2 42% | 16% | 42% 2 32% | 68%

Figura 4. Segunda manifestacion de HC2 (N; = 18, N, = 19, fuente propia).

La mejora fue notable en los dos grupos. La mayoria de los alumnos identifica el concepto de
derivada como la velocidad instantanea cuando la funcion dada tiene que ver con el espacio recorrido
de un objeto o su distancia al suelo en funcion del tiempo.

7. 3. Habilidad conceptual: Extraer o dar significado a expresiones dadas en forma simbdlica o

formal

En el ultimo ejercicio de los dos test trabajamos con dos expresiones dadas en forma simbolica:
una de derivada y la otra de cociente incremental. En el primer item, el alumno debia responder si el
limite dado correspondia o no a la derivada de la funcién en el punto x = a. Para evaluar si el alumno
posee o no la habilidad HC3, debemos ver plasmada en su respuesta alguna explicacion que nos
permita deducir si Extrae o Da significado a la expresion, de acuerdo a las ideas de Tall y Fusaro
(2002). Esta aclaracion nos conduce a formular los siguientes criterios de evaluacion para el primer
item del mencionado ejercicio, comiin a ambos test.

Ejercicio

Criterios de evaluacion

N

R

B

3 a) test inicial y
final

Si el alumno soélo
dice  “verdadero
por definiciéon”, o
no lo hace, o lo
hace mal.

Si Extrae o Da significado pero
en lo que justifica (ya sea
definicion de derivada o
grafico), se equivoca en algin
paso o argumento.

Si Extrae significado apelando
explicitamente a la definicion
de derivada y la escribe
simbdlicamente  en  forma
correcta. Da significado bien si
apela a un grafico o imagen
para justificar y lo realiza en
forma correcta.

Tabla 7. Criterios de evaluacion de desempeiio de la habilidad HC3 (ejercicio 3a)).
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Los resultados obtenidos en esta habilidad son los siguientes:

Test inicial Test final
Habilidad HC3 Habilidad HC3
BN BR B N WMRIIB

9%

37%
21%

| BT I| S S| 1] (S N Wl — W]
1 2 1 2
Grupo | N R B Grupo| N R B
1 72% | 6% | 22% 1 78% | 6% | 17%
2 79% | 0% | 21% 2 58% | 5% | 37%

Figura 5. Primera manifestacion de HC3 (N; = 18, N, = 19, fuente propia).

En los resultados observamos el alto porcentaje de alumnos que no manifestaron esta habilidad
en forma explicita. Observando los resultados del test final el Grupo 1 tuvo un comportamiento similar
al del test inicial, la mejora en este caso se produjo en el Grupo 2. Todos los alumnos que
manifestaron la habilidad fueron “Extractores” de significado, es decir, apelaron a la definicion de
derivada en forma simbolica para justificar que la proposicion dada es verdadera. Ningin alumno,
considerando también al Grupo 1, fue “Dador” de significado, esto es, utilizd un grafico o esquema
para dar su argumento.

El otro item del tltimo ejercicio donde podemos vislumbrar el desarrollo de esta habilidad HC3,
es aquel en que damos la formula del cociente incremental y decimos que es la pendiente de la recta
tangente al grafico de una funciéon y = f(x) en un punto de abscisa x = a. La proposicion es falsa. Los
criterios de valoracion que establecimos en este caso son:

Criterios de evaluacion

Ejercicio

N

R

B

Ejercicio 3 b) Test
inicial y final.

Si el alumno no lo
hace o toma la
proposiciéon como
verdadera.

Si solo explica que el cociente
dado es la pendiente de la recta
secante (con la expresion formal
Extrae significado, con el
grafico, Da significado); o sélo
explica que para que sea la
pendiente de la recta tangente
falta calcular limite a la
expresion dada.

Si explica correctamente dos
cosas: que el cociente planteado
es la pendiente de la recta
secante y escribe cudl seria la
pendiente de la recta tangente.
Esto lo puede realizar con
expresiones formales (Extrae
significado) o con graficos (Da
significado).

Tabla 8. Criterios de evaluacion de desempeio de la habilidad HC3 (ejercicio 3b)).

Veamos las frecuencias relativas porcentuales obtenidas:
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Test inicial Test final
Habilidad HC3 Habilidad HC3
wN=R BN =R 1B

T4%

ar
-]

1 2 1 2
Grupo| N R Grupo| N R B
1 72% | 28% 1 72% | 0% | 28%
2 74% | 26% 2 37% | 47% | 16%

Figura 6. Segunda manifestacion de HC3 (N; = 18, N, = 19, fuente propia).

En el test inicial no obtuvimos resultados B (bien), ya que ningun alumno plasmo en su trabajo
las dos respuestas esperadas, por un lado explicar que ese cociente es la pendiente de la recta secante,
y por el otro dar la expresion correcta de la pendiente de la recta tangente. En general, para los
alumnos que lo hicieron R (regular), solo aclararon que al cociente dado le faltaba “el limite” para que
sea la pendiente de la recta tangente. Del total de alumnos con desempefio R (regular), cuatro “Dan
significado” a la expresion explicando con un grafico y los demas “Extraen significado” escribiendo la
definicion formal de derivada en un punto.

Comparando los dos test, el Grupo 1 mantuvo el mismo porcentaje de mal desempefio. Los
alumnos de este grupo no obtuvieron desempefio R (regular) en el test final, esto es, el que explico por
qué la proposicion es falsa, lo hizo argumentando sobre los dos aspectos: que la expresion dada es la
pendiente de la recta secante y brindando en forma correcta la pendiente de la recta tangente. En el
caso del Grupo 2 disminuye considerablemente el porcentaje de alumnos que no manifiesta la
habilidad y aumenta los que poseen desempefio regular o bien.

8. Conclusiones

Obtuvimos, en general, progresos en el desarrollo de las habilidades conceptuales en ambos
grupos luego de haber puesto en juego el dispositivo didactico.

8.1. Sobre las habilidades conceptuales

Respecto a la habilidad conceptual de interpretacion geométrica de la derivada (HC1), se
evidencia una evolucion favorable en el desarrollo de la misma. Los alumnos que trabajaron con el
software lograron progresar mas en sus registros graficos, manteniendo el mismo nivel en su trabajo
algebraico. El progreso considerable en esta habilidad trabajando con gréficos, nos sugiere que el
software favorece la visualizacion, es decir, el proceso de formar imagenes con el auxilio de alguna
herramienta, en este caso la tecnologia (Zimmerman y Cunningham, citado en Torroba et al, 2009,
p-1). Cabe aclarar que durante la experiencia, ese proceso de visualizacion en varias ocasiones se
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produjo gracias a la orientacion del docente: si bien los alumnos contaban con la computadora en
algunas actividades el profesor tuvo que intervenir para que se produzca el proceso mencionado, no se
dio en forma inmediata solo por contar con tecnologia. La situacion en el Grupo 2 se manifiesta con
una mejora menor cuando el registro es grafico y manifestaron un avance notable cuando trabajaron
con registros analiticos.

Los resultados sobre el desarrollo de la habilidad conceptual HC2 son muy buenos en ambos
casos. Esto nos invita a incorporar a nuestras clases situaciones que reflejen a la derivada como razon
instantanea de cambio en otras ciencias. Este concepto generalmente se deja de lado en las clases o se
hace una mencién muy rapida. Contreras, Luque, Ordofiez, Ortega y Sanchez (2000) en las
conclusiones de su proyecto de investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje de conceptos
fundamentales del Analisis Matematico, proponen “introducir el concepto de tasa de variacion media ¢
incidir en los ejemplos y problemas relativos a la misma” (p. 163).

Dolores (2000) sefiala que uno de los enfoques de ensefianza de la Derivada que prioriza el
significado es el enfoque variacional, en el cual se parte de razones de cambio promedio en estudio de
fenomenos de la vida diaria y se arriba a la derivada como razon de cambio instantdnea basandose en
la idea intuitiva de limite. Segun este autor una propuesta didactica basada en ideas variacionales,
puede contribuir a la comprension del concepto de derivada.

Con respecto a la habilidad HC3, pensamos que los instrumentos usados para su estudio,
probablemente, deberian haber sido otros. La misma requiere una observacion particular que puede ser
planteada en investigaciones futuras. De todas maneras notamos que los alumnos ante una expresion
dada en simbolos, la mayoria le otorga significado usando también simbolos y no apelando a un
grafico o esquema

8.2. Sobre las preguntas de investigacion
Las preguntas de investigacion que planteamos en este articulo:

e ;Los alumnos de primer afio de Ingenieria de la UNLaM poseen un nivel similar de
desarrollo de habilidades matematicas cuando trabajan con software que cuando lo hacen sin
esta herramienta?

e ;Cuadles de todas las habilidades estudiadas son las mas promovidas con el uso del software?

las pudimos contestar luego de toda la investigacion y no sélo con los resultados de los test sino
también del analisis que efectuamos en las producciones de los alumnos de los dos grupos en las seis
actividades realizadas.

Para limitarnos a lo aqui expuesto, respecto a la habilidad conceptual HC1 los alumnos del
Grupo 1 tuvieron, en términos generales, a lo largo de toda la experiencia y considerando las
actividades, mejor desempefio que el Grupo 2. En los test so6lo lo evidenciamos en la figura 1.
Estimamos que el trabajo grafico con el programa, la claridad de las representaciones, la posibilidad
de cambiarlos sin costo ni esfuerzo, fue una de las causas de que se produjera un mejor nivel de
desempefio en esta habilidad.

Respecto de las demdas habilidades los dos grupos progresaron en su desempefio y lo hicieron
con niveles similares. Como sefialamos anteriormente, en esta experiencia combinamos diferentes
espacios de ensefianza y aprendizaje:
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e Expositiva-dialogada: la que nos permitié desarrollar temas teoéricos con el tiempo destinado
de acuerdo al cronograma de la asignatura. Mediante la misma brindamos los principales
contenidos que luego continuamos trabajando en los demas espacios.

e Taller (en dos entornos diferentes, con uso de computadora y de lapiz y papel): posibilitd que
el alumno adoptara una posicion activa, que compartiera ideas y trabajo con sus compaiieros,
que se forme mas que se informe, siendo el profesor mediador y orientador. En este espacio
utilizamos las actividades especialmente disefiadas para desarrollar las habilidades
estudiadas en la investigacion.

e Trabajo en el aula en la clase practica: el profesor de trabajos practicos desarroll6 ejercicios en
el pizarrén y también cred espacios para que los alumnos resolvieran algunos ejercicios en
clase.

Pensamos que esta combinacion favorecio la creacion de un ambiente de trabajo dindmico y
motivador que, junto con el dispositivo de ensefianza aplicado, se vio reflejado en el desarrollo de
habilidades en ambos grupos de forma similar.

8.3. Sobre el uso del software

De acuerdo a los resultados de los test en habilidades conceptuales obtuvimos un progreso en
ambos grupos. Creemos que este resultado es alentador en la medida que el alumno que trabaja con
software puede desarrollar habilidades conceptuales y ademas aprender el uso de una herramienta
disefiada para ser soporte en su futura vida profesional como ingeniero. El Mathematica es un
programa especifico de Matematica que puede, por ejemplo, facilitar tareas de desarrollo e
investigacion, pudiendo ser de gran utilidad en la vida laboral del estudiante. Del Castillo y Montiel
(2009), reafirman lo anteriormente explicado diciendo que “todo instrumento es conocimiento”. En el
caso de los alumnos del Grupo 1 pudieron lograr dos tipos de aprendizaje, el de las habilidades
matematicas promovidas y el del uso de la herramienta mencionada.

Siguiendo esta idea el conocimiento que se adquiere al resolver una tarea con CAS es del tipo
mixto: matematico y sintactico (Berger, 2009) logrando una integracion entre la herramienta y los
objetivos emprendidos, convirtiendo a este ultimo en un verdadero instrumento de trabajo, reutilizable
en otras situaciones.

Otro punto importante para agregar es que los alumnos que trabajaron en el entorno
computacional no descuidaron las habilidades propias del entorno de lapiz y papel como pueden ser:
plantear y resolver ecuaciones, derivar una funcion usando reglas de derivacion, calcular limites, entre
otras. Esto se debid a que estas sesiones de trabajo de actividades con software se intercalaban con
clases habituales teoricas y practicas. Consideramos fundamental cuando se programan actividades de
este tipo disefiar un equilibrio adecuado entre los dos entornos de trabajo con el fin de no descuidar
aprendizajes propios de cada uno.
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