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Procesos iterativos en bachillerato
Cdstor Molina Iglesias

Los métodos iterativos en Bachillerato (LOGSE) se pueden introdu-
cir a través de las progresiones, que los alumnos deberian conocer ya
(progresiones aritméticas y geométricas, posiblemente finitas, vistas
como parte de su estudio de la proporcionalidad durante la E.S.O.); en
otro caso, se podria aprovechar este enfoque para examinarlas. Los
problemas pricticos que requieren el estudio de las progresiones, son
innumerables tanto desde fuera como desde dentro de las propias
matemaéticas; incluso problemas implicando sumas infinitas de términos
en progresion (el cdlculo cldsico de las dreas suministra muchos ejem-
plos).

Otra aproximacién' a los métodos iterativos puede ser mediante la
repeticion de la pulsacién de una tecla de funcién en la calculadora
(X%, cos(x), tg(x), ...) a partir de un valor inicial dado y observando el
comportamiento alargo plazo. Estonoslleva al estudio de los fen6menos
cadticos, muy interesantes y motivadores.

Se considera una sucesién de ndmeros reales (x,) cuyos términos se
obtienen recurrentemente por medio de una funcién generadora g(x)
como sigue:

n

X, esun valor inicial arbitrario

X, = g(anl) paran =1

X a

o ®
valor de
arranque

Figura 1
I lan Stewart, ;Juega Dios a los dados?, Grijalbo Mondadori S.A.,1991, pdg.23-,



CASTOR MOLINA IGLESIAS 41

Esta sucesion se denomina unproceso iterativo (repetitivo); diagramas

comoel delafigura 1 son muy sugerentes y dtiles paracaptar el concepto.
Como casos particulares de la funcién generadora, tenemos:

« g(x)=x+d progresiones aritméticas (de diferencia constante d )

«g(x)=rx progresiones geométricas (de razon constante r #0)

Férmulas
: Quérelacién hay entre dos términos cualesquierade lasucesiénque
determina un proceso iterativo? Aunque el desarrollo que sigue pueda
parecer un tanto abstracto, no se trata de exponerlo tal cual alos alumnos,
sino dnicamente de citar las ideas que deben alcanzar a partir de la
reflexién y la manipulacion.
A partir del diagrama anterior es obvio que:
K = 8" (x,)
para n=0, donde g™ representa aplicar g sucesivamente n veces; por
convenio g? es la identidad. :
Del mismo modo, el alumno comprobard, tal vez tomando valores
particulares de n,m=0, que:
(ntm) _ (1) o 5 (m)
8 8§ '°8
donde o denota la composicién de aplicaciones; a continuacién se le
puede plantear si esta férmula tendrd sentido y sera cierta para n,m
enteros cualesquiera e incluso ver la similitud con las férmulas para Ia
funcién exponencial de base numérica. De las formulas vistas se obtiene
en seguida que:
%o = 8,
De la particular elecci6én de la g(x), resultan las conocidas férmulas para
las progresiones: :
. aritméticas: x,,, =X, +nd, Xx,=Xx,+nd

s geométricas: x =X, 1, X, =XoT

m ? n

Trabajos
Se puede proponer a los alumnos investigar la férmula del término
general de otros procesos iterativos simples; por ejemplo:

. gx)=x",x>0
2. glx)=ax+b
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Convergencia

El estudio del comportamiento de los términos de 1a sucesién en un
procesoiterativo, cuando n crece indefinidamente, se puedehacerconla
calculadora y gréficamente (mediante los conocidos diagramas del tipo
siguiente):

y
y=x

S I y=9Kx
X2 - = — —

|
W b= |

|

|

|

|

punto
fijo: g(x)=x

X0

Figura 2

Asi, porejemplo, las progresiones aritméticas divergena+ siempre,
si d#0;las progresiones geométricas, convergena(0siO<r<1;divergen
aw, si r>1. Otros comportamientos, pueden estudiarse para:

g(x)=mx+n, g(x)=cos(x),y g(x) = tg(x).

Merece 1a pena estudiar el comportamiento de la conocida funcién
generadora: g(x) scx (1 - x) para X inicial en el intervalo (0,1) y
diferentes valores® del pardmetro ¢ en (1,4). Otro ejemplo simple a
estudiar, del mismo tipo, es: g(x) =c sen(x) .

2 Véase, por ejemplo, pdg. 221-. del libro de COU de J. Colera y M. de Guzmdn de
Ed. ANAYA asi como la obra citada de Ian Stewart, pdg. 201-.
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Puntos fijos

Puede enunciarse el intuitivo teorema de Brouwer, sobre laexistencia
de puntos fijos para una funcién continua que aplica un intervalo [a,b]
en sf mismo, y su interpretacién geométrica:

L

a punto fijo b
Figura 3

Es imposible unir con un trazo continuo dos lados opuestos de un
cuadrado, sin atravesar ninguna de sus diagonales.

Asi, manteniéndonos dentro de tal clase de funciones g(x), el alumno
observard que si el proceso iterativo converge, digamos ax , entonces:
g(x_)=x_,esdecir,lohace haciaun puntofijo para g(x). Geométricamente,
hacia la abscisa del punto donde la grafica de y=g(x) cortaalarecta y=x.

No parece convenienteen 1 °, tal vezsien2 ° deBachillerato enunciar
teoremas de convergencia. El autor de este articulo, loha venido haciendo
en una optativa de Mateméticas de 2° de Bachillerato denominada
MODELOS, ALGORITMOS Y SIMULACION® (abreviada M.A.S.y
anteriormente llamada Rudimentos de Cdlculo Cientifico, en las Ense-
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fianzas Experimentales); en todo caso, podemos pasar por alto las
demostraciones y limitarnos al marco de lo puramente intuitivo. Los
teoremas considerados en M.A.S. fueron:

* eldelaaplicaciéncontractiva que dauna condicion suficiente para
laexistencia y unicidad del punto fijo, proporcionando ademé4s una
cota geométrica para la velocidad de convergencia:

‘xn - xm] < C A" ,donded €(0,1) eslaconstante de contraccién

* unacondicién suficiente de contractividad, mas f4cil de manejar en
los problemas, que es la acotacién en valor absoluto de la primera
derivada por A<1 en el intervalo considerado.

Siconviene desarrollar las intuiciones que lleven a obtener procesos
iterativos convergentes (formaachaparrada dela curva y=g(x), estoes,
cualquier secante de la misma teniendo una pendiente pequeiia). Ello se
puede hacer a través del estudio del comportamiento de g(x ) = cx(1-x)
(pardbolaconlasramas h4cia abajo) para diferentes valores del pardmetro
¢, que ya se mencion¢ al final del apartado anterior.

Resolucion de ecuaciones

Puede ensayarse la solucién de ecuaciones f(x) =0, escribiéndolas en
la forma equivalente: x = g(x), y tratar de buscar un proceso iterativo
convergente basdndose en las intuiciones desarrolladas

Para empezar, podemos partir de ecuaciones simples de resultado
conocido como, por ejemplo, x = 3/2, despejando x en diferentes formas
que produzcan comportamientos diferentes de las sucesiones de valores:
asf, conx=1: g, (x) = 3-x tiene un comportamiento oscilante entre 1 y
2, g,(x) = 3 (x-1) lleva a un proceso divergente a - y g, (x) =x/3+1
aun proceso convergente a 3/2.

Luego se puede continuar con otras ecuaciones simples como:
sen (x) - x/2 =0y algunas otras con significado geométrico claro. Otro
ejemplo, algo mds complicado: la ecuacion:

e” =2cos(x)

3 Estaoptativa se imparte en la modalidad de Ciencias de la Naturaleza ydela Salud
con un enfoque hacia los métodos numéricos y en Humanidades y Ciencias
Sociales, hacia la investigacion operativa.
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se puede escribir en la forma: x=g(x) de varias formas; entre ellas:

g.(x)= gx_c:Ts(i)_ y g(x)= 1n[2 cos(x)]

ambas convergiendo para x,=0.75, a la solucién (con redondeo a 5
decimales): 0.53978.

En todos los casos, conviene dibujar y examinar la forma mds 0 menos
aplastada de la g(x) para que el alumno pueda crear las intuiciones
adecuadas de como esa forma influye en la convergencia hacia x=g(x).

Ayuda del ordenador

Algunos programas de ordenador, pueden seruna herramientatilen
el estudio de las progresiones, los procesos iterativos y su convergencia.
Por citar algunas funciones interesantes de los mas populares en Secun-
daria y Bachillerato: -~

1) DERIVE"
« ]a funcién vector, permite generar sucesiones finitas, a partir de
su término general
+ el mend calculus permite calcular limites, sumas 'y productos
(finitos o no) de sucesiones

2) GRAFICOS
- laopcién punto fijo del mentiResolucionde ecuaciones, permite
ver la convergencia de un proceso iterativo a la vez grafica y
numéricamente

3) Otro recurso muy iitil, para estudiar el comportamiento de los
procesos iterativos, por su alto valor did4ctico y facilidad de
manejo, son las Hojas de cdlculo (Lotus 1-2-3, Qpro, Excel, ...).
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