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Abstract
In this paper, we introduce a procedure to determine equilibrium efficient
solutions in Multiobjective Optimization. For that, we use lines which passes
through the ideal point. Also, we obtain some results and use its to propose
interactive algorithms.
Keywords: Multiobjective Optimization, equilibrium efficient solutions,
interactive methods.

Resumen
Se propone en este trabajo la determinacién de soluciones eficientes de
equilibrio para problemas de Optimizacién Multiobjetivo usando haces de rectas
que pasan por el punto ideal. Se obtienen resultados de interés que sirven como
base a la propuesta de varios métodos interactivos.

Palabras Clave: Programacién Multiobjetivo, soluciones eficientes de
equilibrio, métodos interactives.

1.- INTRODUCCION
Es frecuente que la toma de decisiones, asociada a la resolucién de

multitud de problemas del mundo real, precise de la consideracién simultanea de
mas de un criterio. Estas situaciones, cuando se pueden modelizar como
problemas de optimizacién matematica, se estudian en lo que se conoce como
Optimizacién Multicriterio, correspondiendo a la Programacién Multiobjetivo los

casos en los que los criterios se identifican con funciones objetivo.

Se sabe que la no factibilidad del punto ideaf, que se da con caracter
general en estos problemas, impone la seleccién de la solucién preferida del
decisor entre los puntos eficientes. Sin embargo, la eleccién de uno de estos
puntos se enfrenta con una serie de dificultades entre las que podriamos
destacar la gran cantidad de soluciones de este tipo que se pueden presentar y,
sobre todo, la dificultad que se origina al no poderse articular

convenientemente la estructura de preferencias globales del decisor.

Estas dificultades tratan de ser soslayadas a través de procedimientos de
resolucién englobados en lo que se conoce como Métodos Interactivos. En estos
métodos se alternan etapas de calculo de soluciones eficientes con etapas de
dialogo en las que el decisor emite sus preferencias en relacién con las

soluciones previamente calculadas, con el fin de que puedan ser incorporadas en
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la siguiente etapa de calculo. El proceso concluye cuando el decisor se muestra

satisfecho con una solucién de las que le presenta el analista.

La generacién de puntos eficientes en los procesos interactivos se puede
realizar de diversas formas alternativas (ver Hwang et al.(1979), Yu(1985),
Gonzalez Martin (1986)...). Nuestra propuesta es que. los calculos que se
realicen sean los apropiados para obtener soluciones eficientes de equilibrio,
puesto que nos parece que es apetecible que las soluciones .al problema
planteado equilibren las desviaciones, convenientemente pesadas, entre sus
componentes y las del punto ideal. Obsérvese que la idea de equilibrio expresa,
al mismo tiempo, la idea, valiosa en un contexto multicriterio, de solucién de

compromiso.

La pretensién ultima de este trabajo es la generacién de soluciones
eficientes de equilibrio utilizando, adecuadamente, haces de rectas que pasan
por el punto ideal. Realizaremos este estudio obteniendo resultados vy
desarrollando algoritmos para casos particulares, con la intencién de usarlos

posteriormente en casos mas generales.

2.- PLANTEAMIENTO Y CONCEPTOS BASICOS
Dados XSJR", fi:IRn —> R, i=1,...,q, gz2, el problema general de

Programacién Multiobjetivo se plantea de la manera siguiente:

max f(x)
s. a: xeX (1)

siendo f=(f1,4.., fq)t:IRn — R%. Supondremos que f es continua.

De manera equivalente, el problema (1) se puede plantear como:

max y
s. a: y €Y (2)
siendo Y=f[X)=((f1(X), el ,fq(x))/xex). Supondremos que Y es compacto.
*
Si para i=1,...,q, x‘ es solucién éptima del problema:
max fx(X)
s. a: xeX (3)
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* * *
tenemos que, en general, el punto f =(f1(xl),‘..,fq(xq))¢ Y, es decir, es no

factible. Si este punto, denominado utopia o punto ideal fuera factible,

entonces, de forma obvia, seria la solucién éptima de (2).

Esta particularidad impone una modificacién de la idea tradicional de
optimalidad. Dicha modificacién contempla la consideracién de puntos factibles
de (2) que mantengan, en algin sentido, la tendencia impuesta por las

*
componentes de f .

Diremos entonces que un punto ;eY es eficiente si, y sélo si, no existe
yeY tal que yagl e yzy. Conteniendo al conjunto de puntos eficientes esta el
conjunto de los denominados puntos débilmente eficientes, los cuales son
soluciones factibles de (2) que no son superadas estrictamente por ninguna otra

solucién factible. Denotaremos por S al conjunto de puntos eficientes.

La anteriormente aludida nueva concepcién de la optimalidad nos permite
hablar de solucién preferida, considerada ésta como una solucién eficiente que
satisfaga al decisor. Los puntos eficientes son, por tanto, soluciones
analiticas (calculadas por el analista) entre las cuales el decisor podra

elegir su solucién preferida.

Existen formas diversas de aproximarse al calculo de la solucién eficiente
que se convierta en preferida para el decisor, dependiendo de la forma en que
se pueda plasmar la estructura de preferencia de este. Cuando la informacién
sobre dichas preferencias sea sélo local, lo comin es utilizar un esquema de

resolucién interactivo.

Los Métodos Interactivos sintonizan, en mayor medida, con las formas
habituales de toma de decisiones. La estructura en que se basan permite una

gran diversificacién que mantiene abierto un atractivo campo de investigacién.

Existen en la bibliografia (ver, por ejemplo, Hwang et al. (1979), Zeleny
(1982), Chankong et al. (1983), Steuer (1985), Yu (1985), Gonzadlez Martin
(1986), Shin et al. (1991)), métodos interactivos en los que se introducen
formas alternativas de emisién de la informacién del decisor y de plasmar ésta

en el modelo. Nosotros nos detendremos en la consideracién de esquemas
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interactivos en 1los que las soluciones eficientes que se vayan generando
mantengan una condicién de equilibrio entre los diferentes objetivos. Esta

ultima caracteristica aparece de forma patente sobre una recta.

3.- HACES DE RECTAS Y REGION EFICIENTE
Sea la recta:

* * *
£ = £ = £ =
Yy _ 27V _ __a Ya (a)
o o T ——
1 2 q

con axzo, 1=1, ... ,q.

Sabemos (Gonzalez Martin, 1986) que cualquier recta corta a S a lo sumo en
un punto. Por tanto, un primer problema que se nos plantea es el de determinar
el subconjunto A de RY que contenga los vectores at=(al,...,aq) para los cuales

la recta anterior corta a la regién eficiente S.

La solucién a este problema 1la daremos, en principio, para casos
particulares. Analicemos algunos de ellos.
Casos en que q=2.

La hipétesis que manejaremos en estos casos es la siguiente:

La region eficiente se encuentra en una curva continua que une los puntos

* *
”X1) y f(xz).

Obviamente, en este caso el conjunto A viene dado por:
((ai,az)/a1,azio)

Los casos en que la hipétesis anterior no sea cierta, A vendra determinado

por subconjuntos adecuados del anterior.

Casos en que q=3.
Impondremos inicialmente la siguiente hipétesis:

La region eficiente viene dada por:

q a q a
So=(( T A‘fll, §1A : SRR ) l)::lk‘fqi)/ Aizo, igl).l=1)
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- *
donde f_n:fj(xx)’ i, J=1,...,q. Evidentemente, f =f .

q
Sean A={A‘=(A1....,xq)/ LA,=1, A20, i=1,...,q} y F la matriz dada por:
i=1

-
F=(F”). F”=fJ-f“,V i, J e {l,-.1qd

Supondremos que la matriz F es no singular. Esta hipétesis no impone
pérdida de generalidad, puesto que, en otro caso, el problema se podria

restringir en una dimensién como minimo.

Teorema 1
VAeA, 3aeIRq, az0, tal que la semirrecta:
f‘-y=at, t=0
_ a q
pasa por el punto y=( } )“f“,..“, Z}‘lfql)
1=1 1=1
Por las hipétesis anteriores, existe una correspondencia biunivoca entre
A€A y puntos de SOA Por otro lado, el resultado anterior relaciona los
elementos de A con ciertas rectas que pasan por el punto ideal. Por
consiguiente, se establece una correspondencia biunivoca entre tales haces de

rectas y los puntos eficientes.

Observamos que la determinacién de los referidos haces de rectas se puede

realizar a través del siguiente subconjunto de RY:

A={aeR"/F'a20,F 'a#0, az0}
Teorema 2
i) VaeA, la correspondiente recta (4) corta a la regién eficiente en un
punto.
ii) V;(ESO. JaelA tal que la correspondiente recta (4) corta a S° eny.

Demostracién

q
i) Sea &=F'a. Definimos A=/ T8 e
i=1

£ a
Evidentemente, yeSOA Ademas, haciendo t°=1/ 3 6‘, es evidente que:
i=1
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. _
fl-y —ato
es decir, }_' se encuentra sobre la correspondiente recta (4).

q a _
ii) Sabemos que 3At=()‘1,...,hq)=0, ) Ai=1, tal que ¥ Alf“= yJ,
1=1 i=1

x« a
Jj=1,..,q. Entonces, como f’— b Alf“=ajzo, J=1,...,9 y no todos iguales a
1=1
cero, se tiene que:
Fa=a, F 'a#0, F 'a20
Por tanto, aeA. ™
Los resultados anteriores ofrecen atractivas formas de proceder para
determinar puntos eficientes. Desde el punto de vista del decisor, esta claro
que la identificacién de estos es bastante cémoda si se trabaja sobre la recta
(4) y se juega con los valores de a. Desde luego, en un proceso interactivo, es
de mayor facilidad trabajar sobre la recta (4) con a que con A. Describamos a

continuacién uno de estos procedimientos.

4.- ALGORITMO DE CAPTACION
Dado aeA, definamos sobre la recta (4) y a través del correspondiente A el

punto y(a)eSo.

Supongamos que la informacién que posée el decisor es suficiente para

poder ordenar de peor a mejor los niveles alcanzados por los diferentes
’

objetivos en y(a). Para aeA, denotamos por P(a) y M(a) los indices

correspondientes a niveles peores y mejores, respectivamente.

Nuestra propuesta de actuacién, impondra la busqueda de puntos a’e@, tales
que los correspondientes niveles de y(a’) puedan mejorar para jeP(a) y empeorar
para jeM(a). Entenderemos que durante esta busqueda, nos encontraremos con
indices que han cambiado de peores a mejores y reciprocamente, imponiendo la
congruencia del proceso que, a partir de una determinada iteracién, los niveles
asociados no deban ser ni mejorables ni empeorables. Por ello, supondremos que
los indices que pertenecen a P(a) y a M(a) estan etiquetados de forma
permanente y que, durante nuestra actuacién, los indices de P(a) y de M(a)
pueden ir incrementando la interseccién de ambos conjuntos (si un indice
pertenece a la interseccién, el correspondiente nivel estara equilibrado). La

idea de equilibrio, desde la perspectiva del decisor, deberia significar que
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ninguno de los niveles de y(a) deberia ser mejorable ni empeorable. Por ello,

damos la siguiente definicién:

Definicién 1
Diremos que un punto a€A tendra asociado un y(a) de equilibrio, cuando
P(a)=M(a)={1,...,q}. Entenderemos, en este caso, que a es un vector de

equilibrio para el decisor.

Las siguientes definiciones preparan la aplicabilidad del esquema de

trabajo referido con anterioridad.

Definicién 2

Diremos que un problema del tipo (2) tiene la propiedad evolutiva si, y
sélo si, VaeA, tal que P(a)#{1,...,q} o M(a)#{1,...,q}, Ja'en ) alsa, tal que
P(a)nM(a)cP(a')M(a') (contenido estricto). En estas circunstancias, a' seré

una captacién de objetivos respecto de a.

A partir de ahora, trabajaremos en la hipétesis de que el problema que
pretendemos resolver tiene la propiedad evolutiva. Como es obvio suponer, se
admitira también que los puntos de equilibrio se encuentran en el conjunto de
soluciones eficientes.

El siguiente resultado es trivial.

Teorema 3
*
Si el problema (2) tiene la propiedad evolutiva, entonces 3Ja €A tal que

» *
P(a )= M(a )= {1,...,q}.

Probaremos a continuacién que, bajo ciertas hipétesis generales sobre la
racionalidad del decisor, basadas en una relacién obvia entre los niveles de
los diferentes criterios para un y(a), se pueden determinar vectores de

equilibrio para éste.

Definicién 3
Dados aeA, i, je{1,...,q}, diremos que yl(a) B yJ(a) si, segun apreciacién

del decisor, yl(a) es mejor o equivalente que yj(a). Si y‘(a) es equivalente a

yj(a). notaremos yl(a) ~ y’(a).
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Definicién 4

Supongamos que A es un conjunto convexo y que al,...,aqsl. Diremos que el
decisor es racional si, y s6lo si, admite los siguientes axiomas:

i) Dado je{1,...,q}, VieJ={1,...,q}-{j} se tiene que yj(a‘) > y‘(aJL
entonces para cualesquiera Alzo, T A‘=1, se verifica que:

s€J

y (L aa®) :—y‘():xa')
JIEJ' IEJ'

11) Si, dados 1,jefl,...,q}, izj, a', a’eh es y (a') » yj(a‘) e y’(az) >

yl(az), entonces 3e€l0,1[ tal que yl(Aal#(l—A)az) ~ yjua‘+(1-x)az) (la

componente i-ésima es igual de satisfactoria que la j-ésima, es decir, estan

equilibradas)

Teorema 4

Si el decisor es racional, A es convexo y 33‘,...,aqel, tales que
-

vi, je{1,...,q}, i=#j, y)(aj) > y‘(aj). entonces 3Ja € H(al,....aq) (envoltura

convexa), tal que y‘(a') = yJ(a‘).

Demostracién

Procedamos por induccién sobre el valor de q.

i) Aplicando ii) de la definicién 4, el resultado es cierto de manera evidente
para g=2.

ii) Supongamos que es cierto para g-1.

iii) Para demostrarlo para q, tengamos en cuenta que por el principio de

induccién:
qr1 q-1 q-1
320, s=1,...,q-1, L=l y( Yua®) ~ y(fpa®), vi, je{l,...,q-1}.
N s=1 ° s=1 ° aat™
Ademés: 3
a) Por la hipétesis del teorema y por el apartado i) de la definicién 4 ,
q-1 q-1
s s
yl( ):u_a ) » yq( Zu'a ), Vie{1,...,q-1}.
s=1 s=1
b) Por la hipétesis del teorema, yq(aq) > yl(aq), vie{1,...,q-1}
Luego, aplicando ii) de la definicién 4:
q-1 q-1
Mel0,1] tal que y (A zu'a‘&(l-x)a“) x yq()\[u_a'*(l-h)aq), vie{1,...,q-1}.
s=1 s=1
Por tanto, haciendo A‘=Apl, 1=t s as Aq=1-k, se demuestra que:
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q a

s s

3)\1,4“,)«“20, b 7\’—1, tal que yl( ):)\sa ) = y’( sta )
s=1 s=1 s=1

* 4
Para concluir la demostracién, bastara hacer a = Z )«sas. -

s=1

* *
En las hipétesis del teorema 4, denotaremos por A al conjunto {a €A/

* 1 q * *
a eH(a’,...,a"), y‘(a ) ® yJ(a ), Vi, je{1,...,q}}

Corolario

En las condiciones del teorema 4:
*
i) A es convexo.

.
i1) si A=H(a',...,a%), 3aeA tal que P(a)=M(a)={1,...,q}.

Teorema 5
i) Si la regién eficiente de (2) coincide con Su y F es no singular,

entonces A es convexo.

*
ii) En las condiciones especificadas en i, si Vi, je{1,...,q}, i#j, fl(xl)
* *
> fj(x‘] y el decisor es racional, entonces Ja €A, tal que
* *
P(a )=M(a )={1,...,q}
Demostracién
Evidente si se aplican resultados anteriores. ™
Nota

En las hipétesis en que trabajamos, si aeA es tal que P(a)#M(a), entonces

3a1=¢[a, P(a), M(a)) que es una captacién de objetivos respecto de a. Por otro

lado, los teoremas 4 y 5 nos suministran ideas interesantes para calcular

*
puntos de A en los que se pueda encontrar la condicién de equilibrio para el

decisor.

Las ideas que hemos desarrollado previamente nos permiten realizar la
propuesta de un esquema de resolucién que podemos plasmar en el siguiente

algoritmo de captacién.

Algoritmo

Paso 0

Elegir aleﬂ, hacer k=1 e ir al paso 1.
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Paso 1

Hallar yk asociado a ak sobre la recta (4); es decir, determinar una

solucién (A:,4..,A:) al siguiente problema de optimizacién lineal:

min t

* d
s.a f‘< T AJflJ at, i=1, ,q

J=1

q
T A=t
j=1 2
AJzO, Jj=1,...,q
t=0

k a k
Sea y =[7\qu. Ir al paso 2.

3=1
Paso 2
El decisor ‘debe hallar P(ak) y M(a¥). si y: B y:, Yi. 1€l1, .- k. ir.al
paso 3. En otro caso, ir al paso 4.
Paso 3
Si P(ak)nH(ak)=(1,....q), parar. En otro caso, ir al paso 4
Paso 4

Determinar, de forma interactiva ak'1=¢(ak, P(ak), M(ak)), vector de

captacién de objetivos respecto de a*. Ir al paso 5.
Paso 5

Hacer k=k+1 e ir al paso 1.

Nota
Una posibilidad de determinar a**! en el paso 4 puede ser la siguiente:
a:M= a‘;ﬂ:l, vi e M@@9)-P("), a:d= al:, Vi e M@@)nP(a"), a:d= al:-el,

Vi € P(ak)—M(ak). De esta manera, eligiendo los c‘>0 y suficientemente
pequefios, en una nueva iteracién se incrementarian, respecto de y‘:, los niveles
de y, para ie P(ak)-M(ak), disminuirian los niveles de y, para ie M(ak)-
P(a¥). De esta manera, estariamos en buena disposicién para que M(2*)nP(a¥)

k+1 k+1

esté contenido estrictamente en M(a )nP(a” ). Obsérvese, por ultimo, que si

esto es cierto, el algoritmo descrito acaba en un numero finito de pasos.

5.- CASOS GENERALES
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Supongamos que no se imponen hipétesis sobre la forma de la regién
eficiente. Pretendemos, en estos casos generales, aprovechar el trabajo previo

para proponer algoritmos interactivos adecuados.

Dado Ae€A, definamos el punto:

Definamos a=AF y planteemos el problema:

Min t
*
s. a: fl - y‘sa‘t, i=1,...,q (5)

yeY
Sea S(a)={yeY/ y es solucién éptima de (5)}

Teorema
i) Si y’eS(a), entonces y’ es débilmente eficiente.
ii) S(a)nS*¢, es decir entre las soluciones de (5) existe al menos una que

es eficiente.

Demostracién
i) Si y’ no es débilmente eficiente, entonces,3yeY tal que y>y’. Esto
implica que y’¢S(a).

ii) Sea y’eS(a) y supongamos que y’¢S. Planteamos entonces el siguiente

problema:
min El (f- -y.)
od i
s. a: yizy’x , i=1,...,q (6)
yeY
Sea ¥ solucién 6ptima de (6). Trivialmente yeSnS(a). ™

Notemos que si la recta:

*

f‘ - y‘=ait, i=1,...,q, teR

corta a S en un punto, dicho punto es la Unica solucién de (5)
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Basandonos en estos resultados y en los procedimientos desarrollados con
anterioridad, hagamos la siguiente propuesta de esquema de resolucién para este

caso general:

Algoritmo

Paso 0

Aplicar el algoritmo introducido anteriormente para calcular a'eA

(solucién final). Elegir £>0 suficientemente pequefio, hacer k=1 e ir al paso 1.

Paso 1

Sea yk solucién del siguiente problema:

min t
e t, i=1
s. a: y‘sait, =1,...,9
yeY
Paso 2

Si el decisor esta de acuerdo con yk, parar; en otro caso, ir al paso 3.

Paso 3
k k b k__k
Si y - esta sobre la recta que une a con f , hacer b=a e ir al paso 4
En otro caso, calcular un b* adecuado para que yk esté sobre la recta que une

k *
by f . Ir al paso 4.

Paso 4

El decisor debe clasificar los niveles de yk en supersatisfactorios,

satisfactorios e infrasatisfactorios. Sean SSk, Sk e Ik los respectivos

conjuntos de indices. Ir al paso 5

Paso S

k

vieSs, elegir a‘l"‘slbl =

3 k_ € .k €
s blﬂ:[. Vissk, elegir a, E]bx- 5 b‘+z[. viel ,
k+1

elegir a; s]bt—e, bt[. Ir al paso 6.

Paso 6
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Hacer € = k=k+1 e ir al paso 1.

£
5
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