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ABSTRACT
Some considerations are made on the ever discussed finality

of the Mathematics and its problematic division as a pure and
applied science.

RESUMEN
Se hacen algunas reflexiones sobre la siempre discutida fi-

nalidad de las Matemdticas y su problemi&tica divisibn en pura y
aplicada.

La matemdtica en 87 misma es8 un es-
queleto. La carne y sangre de la ma-
temdtica consiste en lo que se hace
con ella.

Morris Kline

La constitucidén de las matemdticas es un problema histérico,
totalmente ajeno a las demds ciencias. Fué la primera ciencia en
aparecer, pero difiere notablemente de las otras por una serie de
caracteristicas que brotan de su singular naturaleza abstracta:
por ejemplo, ¢ serfamos capaces de car una definicibn clara y con-
vincente de la matemdtica ? ¢ cudles son exactamente sus limites ?

¢ cbmo hay que concebirla, de una vez por todas ?
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Ademds, si la matem&tica fuera una mera ciencia, como la as-
tronomfa & la mineralogfa, podrfamos definir bien su objeto. Pero
no s6lo hasta ahora nadie ha podido ni puede dar esa definicidn,
sino que es harto sabido que la misma ha sumido durante siglos a
pensadores y filb6sofos en incesantes elucubraciones que no han
encontrado afin una feliz formulacidn que sea uni&nimente aceptada.

Una de las dificultades esenciales deriva principalmente del
planteamiento siguiente: sus conceptos son tan generales como los
de las demds ciencias, pero ¢ a qué& objetos hay que referirlos ?
Sigue siendo tema de firecuente discusién la medida en la cual los
conceptos matemdticos abstractos est&n sugeridos por la experien-
cia. Una breve reflexidn al respecto va a conducirnos de modo na-
tural, al fondo de la problemdtica que:. queremos tratar.

Antetodo, no debe confundirse el calificativo de concepto
con su dominio real, yavque si bien el circulo o el infinito son
nombres de unidades de enunciados, de problemas, no lo son de ob-
jetos o realidades conocidos gracias a ellos. Consecuentemente,
tenemos que saber qué tipo de realidad - objetos o nd - permite
conocer dichos conceptos, de donde surgen y a qué experiencia

.pueden referirse.

Si se sopesa el té&rmino " objeto matemdtico ", observamos
que aisladamente considerado, no tiene significado, si bien invo-
lucra que el mismo posee alguna clase de existencia. Se podria
creer que la nocidn de existencia se encuentra asi nitidamente
delimitada, pero lo cierto es gue conlleva diversas dificultades
l6gicas y psicoldgicas.

Las notables corrientes filos6ficas del idealismo y el mate-
rialismo, no reaccionan de la misma manera ante tales dudas.

Para los idealistas, que a priori estimamos confunden el
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nombre y el objeto del concepto, los objetos son ideales y esen-

cialmente generales ", y el concepto principal de la matemdtica,
el Znfinito, no constituye un concepto verdadero puesto que no re-
presenta ningGn objeto.

Téngase presente que la filosoffa idealista elabord, especial-
mente entre los siglos XVII y XIX, una doctrina del concepto que,
mezclada con su teorfa del infinito, tuvo efectos muy precisos en
la interpretacifn de la historia del cdlculo infinitesimal; y es
conocido que una de sus cruciales premisas expresaba que en la me-
dida en que todo concepto venia dado como representacifn de un ob-
jeto, afin cuando &ste fuese de naturaleza espiritual, el infinito
suponia una contradiccidn: ¢ cbmo podia hablarse de concepto de in-
finito en matem&ticas si el infinito no puede ser un objeto, con
sus limitaciones como todo objeto 2 (*)

Para el materialismo, en cambio, el dominio real que estudian
las matemiticas es un conjunto de datos simb&licos escritos, deli-
mitado de modo distinto segfin las &pocas. Tales datos, sensibles,
no son objetos, sino realidades, lo que impulsa a los materialis-
tas a afirmar que la propia materia cientifica no acaba de ser una
aplicacidén, para luego concluir que las matemdticas no son aplica-
das nunca sin haber sido previamente utilizadas y sin que su utili-

zacidén haya sido referida (**).

(*) Hegel (1770-1831), aferrado a la doctrina del idealismo abso-
luto, al referirse en " La ciencia y la lé6gica " a la polémica sus-
citada en el siglo XVIII alrededor de las novedades infinitesimales
de Newton y Leibniz, subraya que la conceptualizacién definitiva
del infinito (como la de cualquier otro concepto) no pertenece a
las matemdticas que lo presienten, sino a la filosoffa que lo desarrolla.
(**)Ello hace presumir, en gradaciones sucesivas, que el beneficio
que las matem&ticas proporcionan a la sociedad no proviene sino de
las utilizaciones gue de sus conceptos hagan otras disciplinas. No
obstante, ¢ cabe esperar para cada uno de sus elementos la utiliza-
cién notable que la teorfa de la relatividad ha proporcionado, por
ejemplo, a la geometrfa de Riemann ? Esto serfa igual a restringir
sobremanera el significado y el interés social de las matem&ticas.
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Es claro que una visidén subjetiva de " lo real ", un discer-
nimiento acusadamente diferente sobre la nocién de realidad, gra-
vita de modo fundamental en el seno de cada una de las doctrinas
filos6ficas anteriores.

El matemdtico se esfuerza por aislarse de estos y otros po-
sicionamientos, optando generalmente por encarar sus a veces es-
pinosos asuntos o aparentes contradicciones, refugi&ndose en su
propio campo. Plenamente consciente de que no es nada f&cil dilu-
cidar la naturaleza de lo gue va afiadiendo la matemitica difa a
dia a sus estructuras, el matemi&tico aventura su propia concep-
cidn. Para la mayor parte de los cultivadores de esa ciencia, e-
xiste en efecto una realidad a la que puede darse el nombre de
realidad matemdtica, distinta de la realidad ffsica, esto es, la
del mundo material, la del universo que las ciencias fisicas in-
tentan describir.

Mas ocurre que no parece existir acuerdo entre fil&sofos y
matemdticos acerca de cuil es la naturaleza de dicha realidad ma-
temdtica, d&ndose lugar a una de las disquisiciones mé&s arduas
que tiene la metafisica. El matemi&tico G. H. Hardy (1877-1947)
condensa asi esta situacién ICI: " Algunos sostienen la postura
de que la realidad matem&tica es mental y que de alguna forma so-
mos nosotros quienes la construimos. Otros, por el contrario, son
de la opinién de que aquella realidad tiene una existencia inde-
pendiente de nosotros mismos ".

En términos mis explicitos, Hardy plasma la disyuntiva si-
guiente: Los conceptos, axiomas y teoremas de la matemdtica,
¢ existen en algfin mundo objetivo y son meramente descubiertos
por el hombre o son todos ellos enteramente invenciones huma-

nas ?
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En la &poca griega, los conceptos de la matemitica estaban
extrafiamente dotados de alguna esencia divina (*), y los axiomas
fueron considerados como verdades necesarias (**). Ello entrafia-
ba que los teoremas matem&ticos terminaran por identificarse, ni
mds ni menos, que con verdades acerca del universo, ya incorpora-
das al disefio del mundo. Cada nuevo teorema venfa a representar
propiamente un descubrimiento, una revelacién de lo que ya exis-
tfa; y la existencia de estos bienes o tesoros era ajeno al hom-
bre, como parecian serlo las estrellas y los planetas. Fué lo que
luego se denomind " platonismo ", heredado del ciego convencimien-
to del gran filésofo ateniense de gue las verdades matemidticas
pertenecfian a un mundo independiente de los seres humanos, y de
que la mente se limitaba a reconocer estas verdades por medio de
la contemplacidén. Esta visién de la matem&tica fué& indudablemente
la dominante hasta bien entrado el siglo XVIII e incluso para al-

gunos sigue siendo v&lida hoy en dfa (***),

(*) A duras penas es concebible un estado mental en el cual mu-
chos objetos matem&ticos fueran considerados simbolos de verda-
des espirituales o episodios de la historia sagrada. Sin embar-
go, a menos que hagamos este esfuerzo de imaginacién, una frac-
cién de la historia de las matem&ticas serfa realmente incompren-
sible.

(**) Insistimos en que, tras el fracaso de los absurdos intentos
de demostracién de conceptos primitivos y axiomas, reiné tal es-
tupor, que durante largo tiempo se creyé que las verdades prime-
ras tenfan su evidencia en los terrenos de la metafisica. Para
Platén, habfa que extraerlas de una especie de parafso en el que
eran salvaguardadas las ideas matem&ticas; para Kant, esas verda-
des primeras pertenecfian a las propias estructuras de nuestro es-
piritu}s'_

(***) El citado Hardy, en linea con la de los numerosos filéso-
fos de elevada reputacién desde los tiempos de Platén, no duda

en este siglo en afirmar también que " los teoremas gue demostra-
mos y que grandilocuentemente calificamos como nuestras "creacio-
nes", son tan sélo productos de nuestras observaciones ".
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La filosoffa matemdtica antité&tica al platonismo es la del
" formalismo ", aliada al positivismo. Sus adeptos abrazan la doc-
trina que centra en el individuo la creacifn matemdtica, sostenien-
do que sus conceptos, axiomas y teoremas son elaborados por el
hombre. Para ellos, el ser humano distingue objetos en el mundo
fisico e inventa nfimeros por ejemplo, como una manera de represen-
tar un aspecto que &l ha extrafido de la experiencia. Los axiomas
son, asi mismo, una generalizacidn del hombre de la forma en que
parecen comportarse las lineas y figuras fisicas; y los teoremas
pueden l6gicamente inferirse de los axiomas. La matem&tica, de a-

cuerdo con esta visidn, no es otra cosa que una creacién humana.

Desde una plataforma histb6rica mds amplia, la matemdtica no
ha tenido nunca un caréicter invariable. Su naturaleza ha sido
siempre fuente de diversas interpretaciones. Para los pre-griegos
fué mis bien un instruménto practico. Para los griegos, un cuerpo
de verdades preexistentes. Los siglos XVII y XVIII la identifica-
ron en materia y mé&todo con la ciencia. Ya en el siglo XIX, una de
sus ramas, la geometria no euclfdea, no s6lo logrd una separacién
( que en realidad supuso una conmocién en todo el &mbito cienti-
fico ), sino que revelaba una insSlita arbitrariedad inmersa en
los axiomas. Parecid entonces quedar establecido que la matem&ti-
ca no representa propiamente una idealizacién del mundo fisico,
sino que muestra sblo una correspondencia con dicho mundo.

Hoy en dia ha aparecido, sin embargo, alguna inesperada co-
rriente que llega sorprendentemente a cuestionar a la matemitica
como ciencia, afirmando algunos |12| que la finica manera de atri-
buirle tal car&cter, seria la de desglosar el texto matemdtico,

sea cual fuere, en dos niveles, uno de los cuales harfa el papel
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de teorfa y el otro el de realidad; expresado en un sentido mis
gr&fico, lo matemdtico y lo matematizado.

Curiosamente, y sin entrar en el para nosotros absurdo plan-
teo de aquel cuestionamiento, la consciencia de esta dualidad, el
hecho mismo de su existencia, ha venido prevaleciendo desde hace
siglos (*) en las mentes de la mayorfa de los cientificos, si bien
en algunos perfodos pasados, al ser enfocada por diversos pensado-
res desde perspectivas abiertamente dispares, se pudo reflejar una
imagen poco clarificadora del papel de la verdadera matemitica.

Ante &stas y otras actitudes, susceptibles de generar falaces
incertidumbres en torno al quehacer v naturaleza de su ciencia,
han salido al paso en determiradas &pocas grandes matemiticos, en-
tre ellos Hilbert y un grupo de ilustres componentes de la renova-
dora y va famosaescuela Bourbaki, para asegurar vigorosamente que
la matemi&tica es en fGiltimo extremo, s6lo un asunto entre matemiti-
cos y que &stos no son responsables de su trabajo ante autoridades
intelectuales desvinculadas del desarrollo de su materia y mucho
menos 8i sus juicios pretenden atentar a la naturaleza y/o a la
forma en que debe ser estructurada o dividida.

AGn siendo cierto que en los iltimos cuarenta afios, el uni-
verso matemdtico ha evolucionado desde una disciplina Gnica a un
montdn de disciplinas auténomas, al parecer aisladas unas de otras
tanto en sus fines como en sus métodos, y hasta en su lenguaje, lo
que quizés incline engafiosamente al profano a preguntarse si es

que hay una o varias matemdticas, la matem&tica constituye senci-

(*) En el siglo I a. C., el astrénomo y matemdtico griego Gemino
hizo una clasificacién de las matem&ticas que d4& primacfa al es-
tudio abstracto, separdndolo de sus posibles aplicaciones. A un la-
do, coloca lo que se refiere solamente a las cosas inteligibles
(objetos que el alma elabora en sf misma): al otro, lo que concier-
ne a las cosas sensibles. Las partes primordiales, aritmética y geo-
metrfa, tratan de las cosas inteligibles, y en las que abordan las
cosas sensibles incluye la mecdnica, la astronomfa, la 6ptica, la
geodesia, la canénica y la logistica.
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llamente un modo independiente de actividad racional, que durante
siglos ha venido produciendo su propia materia, sus propios mé&to-
dos, sus propios criterios correctivos; y las diferencias de opi-
nidn que se germinen en cuanto a sus principios b&sicos, su signi-
ficacibén, su aplicabilidad y su contenido, toca resolverlos a los

mismos matemdticos.

Ateniéndonos a su forma actual, la matem&tica es ahora con-
cebida como una teorfa de estructuras abstractas (*), mGltiples y
variadas, pero todas ellas analizadas bajo el imperio de un mismo
mé&todo axiomitico universal.

Lo que hoy es tenido por mero objeto matem&tico como una cir-
cunferencia; un tridngulo equil&tero, un poliedro regular ( y que
posiblemente causara antafio tanto impacto como el logrado por una
estructura entera en nuestros dias ), extrae su significado de una

estructura, en cuyo seno desempefia actualmente su papel (**).

(*) Segdn la acepcién contemporénea, una estructura matem&tica
consiste en un conjunto de objetos ( soporte de la estructura ),
una serie de operaciones o relaciones definidas sobre el conjunto
soporte, m&s una coleccién de elementos distinguidos del conjunto
soporte, como pueden ser 0O, 1, ... Estos ingredientes b&sicos cons-
tituyen la "signatura" de la estructura. Cuando una signatura ha
sido sometida a un conjunto de axiomas que imponen condiciones a
los ingredientes que la componen, aparece una estructura matemé&-
tica |2].

(**) El pluralismo inicial de los "entes" u "objetos matemd&ticos”,
fué sustitufido a rafz de las investigaciones axiom&ticas de los si-
glos XIX y XX por una concepcién unitaria, que redujo progresiva-
mente todas las nociones matem&ticas, primero a la del numero ente-
ro, y luego en una segunda etapa, a la nocién de "conjunto". Mas,
esta dltima, considerada durante mucho tiempo "primitiva" e "inde-
finible", suscité polémicas interminables que sélo se apaciguaron
cuando, con las investigaciones recientes sobre el formalismo 16-
gico, se disipé esa nocién de conjunto ( y con ella, todos los
seudoproblemas metafisicos sobre los entes matem&ticos ). Segun es-
ta nueva concepcidén, las estructuras matem&ticas se convierten,pro-
piamente hablando, en los uUnicos objetos de las matem&ticas TlOT.
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Ahora bien, en la matemitica moderna reina una alianza e in-
teraccibén de teoria y practica que, amén de haber sido uno de los
factores decisivos de su desarrollo actual, afecta mds que nunca
a su forma de concebirla. Para los matemticos de este Giltimo medio
siglo, su ciencia debe ser descrita del modo siguiente: existe una
matemdtica pura que se ocupa simplemente del an&lisis de estructu-
ras abstractas; junto a ella se distingue (*) una matemitica apli-
cada, la cual se interpreta hoy como un estudio de estructuras,
mas sin poseer la libertad plena de la matemi&tica pura, tratdndose
esencialmente de un examen tedrico de varios dominios de la expe-
riencia actual con el fin de que aflore su articulacibn estructural.

La matem&tica pura ofrece de este modo, un cfimulo ciertamente
rico de modelos estructurales que vienen siendo sistemdticamente
investigados, y el conocimiento matemi&tico gue de ello resulta,
puede ser ahora aplicado en otras esferas. Por aplicacifn de una
teoria matemitica se entiende el reconocimiento de que la estruc-
tura con la que la teoria trata, se hace presente en un cierto
cuerpo de experiencia, al que transmite nuestro conocimiento sobre
la estructura, el cual est& abstractamente inmerso en los teoremas
que conforman aquella teorfa. La matem&tica aplicada no representa,
por ende, un estudio empirico, por cuanto el matemdtico aplicado
asume la delicada tarea de crear una imagen matem&tica - o modelo -
del proceso fisico, esto es, la de idealizar la experiencia hasta
responsabilizarla de un trato matemitico, ain cuando corra el ries-
go de perder contacto con el mundo al cual intenta aplicar sus con-

clusiones.

(*) La distincién entre matem&tica pura y aplicada se remonta al
siglo pasado, cuando se hablé por primera vez de la utilidad de
las matemd&ticas. La primera comprendfa entonces el tratamiento del
dlgebra, geometrfa y andlisis; la segunda abarcaba el &rea en que
aquella se aplicab{a los fen6menos del mundo externo.
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Es de interé&s constatar que, en su excelente andlisis entre
lo abstracto y lo concreto, y al tratar de la relacién de la ma-
temdtica con la realidad, Ferdinand Gonseth |3| expresa que, en

general, la ciencia parece estar animada hoy en dfa de dos es-
piritus enemigos: uno de ellos persigue en lo racional ( y espe-
cialmente en la " matem&tica pura " ), el ideal de la Verdad en
87; el otro investiga en lo natural y especialmente en el dato
experimental, el ideal complementario de la Realidad en 87 ".

La matemd&tica, en su nueva andadura, con el doble bagaje de
sus corrientes pura y aplicada ha experimentado en las recientes
décadas un portentoso avance, significacién y desarrollo sin pre-
cedentes en la historia. La fértil interconexibn entre -ciencia y
matemdtica en problemas, teoria, conceptos y paradigmas no ha si-
do nunca tan grande como en este fGltimo cuarto del siglo XX. Con-
viene mencionar ademds, que las matemdticas pura y aplicada se
han acoplado bien a las tres fases del esqueleto metodolbgico
preestablecido por Newton en sus Principia: datos, deduccidn y
observacidn.

Son instrumentos de la matemdtica pura la abstraccidn y la
deduccibn, y sus estamentos incluven funciones, ecuaciones, ope-
radores y espacios de dimensidén infinita. En el seno de la mate-
mitica pura se encuentran materias tradicionales como la teorfia
de nfimeros, &lgebra, geometria, andlisis y topologfa. Tras medio
siglo de espectacular crecimiento especializado, la matemdtica
pura ha sufrido una fecunda renovacidn dimanada principalmente
del descubrimiento de fructiferos y profundos enlaces entre sus
varios componentes.

La matemdtica aplicada, por otra parte, ajusta m&todos ma-

temdticos a las observaciones y teorfas cientificas. Constituye
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un conducto primordial de ideas cientificas para estimular la in-
novacién matem&tica y actfa, al propio tiempo, como inmejorable
vehiculo para la resolucibén de problemas cientificos. M&todos
cl&sicos de matemitica aplicada que engloban ecuaciones diferen-
ciales, cllculo numérico, teoria de control y sistemas dinémicos,
vienen ahora utiliz&ndose en novedosas y m&s amplias &reas de a-
plicacién, entre las que, aparte de otras, figuran optimizacidn,
fisiologlia y epidemiologia. De igual manera, nuevos y m&s preci-
sos instrumentos de estadistica y c&lculo de probabilidades, teo-
rfa de juegos, teoria de la decisibn y matemdtica discreta, son
hoy aplicados a las ciencias humanas, alcanzéndose 6ptimas cotas
en cuanto a descripciones, predicciones y resultados. Merece en
punto y aparte sefialar que las teorias abstractas de matemdticos
como Boole, Cantor, Turing y von Neumann han culminado en nuestro
tiempo con el descubrimiento del explosivo computacional en virtud
del cual numerosos resultados de la ciencia tebrica son usados pa-
ra estimular la realidad sobre un computador moderno, siendo con-
secuencia de ello que los mé&todos computacionales invadan en la

actualidad todos los aspectos de la matemitica aplicada.

Si bien es cierto que todos los intentos para dividir la ma-
tem&tica en partes, son necesariamente artificiales, la moderna
divisidn en matemidtica pura y matemdtica aplicada, representa jus-
tamente una de las mejores estructuraciones para ayudar a compren-
der la unidad del complejo matem&tico. Dicha divisién no configu-
ra, de hecho, diferencias intrinsecas en la naturaleza de la dis-
ciplina, y mejor que precisar distinciones en estilo, propfsito e
historia, se revela mds idbénea para describir tipos de matem&ti-

cos en lugar de tipos de matemdticas.
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Debe sefialarse igualmente que en los filtimos tiempos han ha-
bido algunas etapas en las que se produjeron tensiones entre los
seguidores de una y otra corrientes que, aunque causaron malestar
y desconcierto en la comunidad matemitica, no impidieron que se
creara, a la postre, una deseable savia de nueva matemdtica.

Ahora bien, para ofrecer una mejor visidén del panorama que
describimos sobre la divisién, hay que dar cuenta también de otros
pormenores y posicionamientos de practicantes de uno y otro campo,
lo que hacemos seguidamente agregando algunas consideraciones ul-

teriores, con inclusién de varias referencias significativas.

Digamos antetodo que la linea divisoria entre la matemitica
pura y la matemi&tica aplicada, no debe ni puede ser interpretada
en un sentido dr&stico. Es claramente visible el amplio solapa-
miento de sus fronteras en numerosos puntos y, por otra parte, la
historia repite una y otra vez que m&s temprano o mi&s tarde, con-
textos enteros de la filtima ( la aplicada ) son inexorablemente
alcanzados por sus homSlogos de la primera ( la pura ), para fun-
dirse en un mismo t&rmino o cuerpo.

R. Courant, un cultivador sobresaliente de ambas matem&ticas,
comenta irdnicamente algunas ufanas posturas al respecto, cuando
afirma |7|= " No se puede trazar una linea divisoria estricta en-
tre matemiticas puras y aplicadas. No deberia existir una clase
de sumos sacerdotes de la belleza matemd&tica incontaminada, res-
ponsable exclusivamente ante sus propias inclinaciones, y una
clase de trabajadores que sirven a otros sefiores ".

El matemitico, en general, se siente mi&s confortablemente
reflejado en cuanto a su cometido, cuando las afirmaciones son

un tanto amplias e imprecisas, como la que sigue de James R. New-
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man |11|: " La investigacién matemdtica tiene dos direcciones an-
te si: una, la de poder penetrar en las demés ciencias, constru-

yendo modelos, mapas y puentes para el razonamiento; otra, la de

dedicarse a sus propios asuntos, cultivando su propio jardin. Los
dos trabajos han sido enormemente fecundos ".

Hay quien no acepta criterio divisionario alguno y no pocos
han llegado a pensar, con la presuncién de no estar descaminados,
en la existencia de un objeto llamado matemitica, erigido primero
por los matemdticos por razones que no tienen nada que ver con
ciertas actividades humanas, y que despu&s se aplica a problemas
reales.

Lo cierto es que existe un trasfondo de naturaleza mis com-
pleja en la comentada divisién, que los propios matem&ticos evi-
dencian afin mis al ofrecer interpretaciones mids precisas, mis 156-
gicas y sobre todo, mejor matizadas. Muchos de ellos, en efecto,
opinan que la separacidn no debe efectuarse de un s8lo modo, ya
que nos encontramos generalmente con dos especies de matemiticas
segfin la Sptica que.se adopte en cuanto a sus diferentes sistemas
de clasificacién.

Algunas de las dicotomias son bien conocidas, y otras menos.
La matemi&tica estudia medidas y modelos, o en otras palabras, nf-
meros ( aritmética ) y figuras ( geometria ); puede ser discreta
o continua; es a veces finita y a véces infinita; pero quizis la
m&s mordaz y sarcistica ( por los paréntesis afiadidos ) sea la
que sugiere P. Halmos |15|, al afirmar que " una parte de la mate-
mitica es pura ( ¢ infitil ? ) y otra parte aplicada ( ¢ précti-
ca 2 ) "

Algunos, mds en concreto, no acaban de decidirse exclusiva-

mente por el &lgebra ( discreta ) o s6lo por la topologfia ( con-
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tinua ), existiendo incluso florecimientos de materias como las
denominadas topologfa algebraica y dlgebra topol&gica. Ahora bien,
la mayor parte de los matemdticos se inclinan, de hecho fuertemen-
te, bien sea hacia la discreta, bien sea hacia la continua.

Ya dejamos anotada la carencia de una feliz y definitiva for-
mulacidén acerca de la finalidad de las matemdticas, lo que sin du-
da ha venido generando la mayor parte de notables controversias,
muy en especial en cuanto a su naturaleza y a la forma en que de-
be ser estructurada.

Hasta hace poco mids de cien afios, ningfin matemitico hubiera
dudado de que el propSsito primordial de su campo era la atencidén
y control de los fenbmenos naturales. Gauss, por ejemplo, adoptd
como suya la siguiente divisa: " T4, naturaleza, eres mi diosa.

A tus leyes estin sujetos mis servicios ". ¥ en nuestro siglo a-
bundan opiniones que apuntan en el mismo sentido, algunas bien
significativas por proceder de acendrados puristas, entre ellos
Hardy quien reconoce |4|: * no hay ningin matem&tico tan puro co-
mo para desinteresarse por todo cuanto ocurre en el mundo fisico.
Ademds, en cuanto sucumba a tal tentacidn, en realidad estari a-
bandonando su postura puramente matemitica ".

Es claro que las matemi&ticas han estado y estardn profunda-
mente afectadas por acontecimientos externos y nadie cuestiona
que la matemdtica mi&s excelente, sumida en lo abstracto, conduce
a aplicaciones prdcticas en la naturaleza. Es igualmente percep-
tible que los problemas mds diffciles que brotan de esta filtima
estimulan la invencidn de nueva matemitica.

El matemitico ruso N. I. Lobatschevski (1773-1856) llega a
rechazar que puedan subsistir zonas virgenes de sempiterna pure-

za cuando proclama que " no existe rama de la matemdtica, por
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abstracta que sea, que no pueda algfin dia ser aplicada a los fe-
ndbmenos del mundo real ".

J. Fourier (1768-1830) sostuvo ( en linea con Gauss ) en su
cl&sica obra Teoria analitica del calor que " el estudio profundo
de la naturaleza es la fuente ms fé&rtil de descubrimientos mate-
miticos, y las ideas fundamentales son aquellas que representan
fenbmenos naturales "; punto de vista que no es compartido por
C. Jacobi (1804-1851), gran matemdtico alem&n y purista notable
por su elegancia y rigurosidad de exposicibén, para quien la fina-
lidad de la ciencia que practica alcanza el escaldén mis elevado
de nuestras cualidades morales, cuando dice: " Fourier y otros
matemdticos suscriben la opinién de que el objeto principal de
las matemdticas es el interés pGblico y la explicacibén de fenbme-
nos naturales, pero cualguiera de esos cientificos deberia reco-
nocer que el objeto finico de la ciencia es el honor del espiritu
humano y con esta premisa una cuestidn sobre la teoria de nfimeros
vale tanto la pena como una cuestidn acerca del sistema planeta-
rio ".

En Hardy anida un sentimiento no disimulado de que las apli-
caciones tienen mucho de antiesté&tico, cuando a lo que le acotamos
anteriormente afiade que " algunas veces se ha sugerido que la au-
téntica grandiosidad de los matemdticos puros reside en la no uti-
lidad de su obra, lo que conduce a jactarse de que una investiga-

cidn matem&tica no tenga la mds minima aplicacidn préctica " (*).

(*) Es claro que para Hardy la utilidad, en tanto que meta a al-
canzar, es sumamente inferior a la elegancia y profundidad. La
doctrina que sostiene que solamente deberfamos proponernos el es-
tudio de matemdticas indtiles, se conoce actualmente como el sin-
drome de Hardy.
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Aparte de estas preocupaciones por la finura, pulcritud de es-
tilo, penetracidn o rigor, para otros deben contar tambi&én en los
juicios sobre la.divisién, virtudes o atributos de diferente natu-
raleza, y hay quien a ultranza s6lo ve auténtica matem&tica en la
pura, cuando afirma que " la matemdtica pura es matemitica para
matemdticos, como opuesta a la matemi&tica aplicada, que es mate-
midtica para otra cosa ".

Lo que verdaderamente interesa destacar es que, unos y otros,
practicantes de la matemitica pura y de la matemi&tica aplicada,
difieren en motivacidn, actitud, té&cnica y satisfaccién.

El matemdtico aplicado se propone entender el mundo y quizés
cambiarlo. Las t&cnicas que escoge son juzgadas por su efectivi-
dad: el fin es lo importante.

La motivacidén del matem&tico puro es casi siempre simple cu-
riosidad. Adem&s, para el matemitico puro, su materia es una ina-
gotable fuente de placer artistico: no s6lo le excita la dificul-
tad del problema y la satisfaccifén de la victoria ( si la consi-
gue ), sino principalmente el gozo de su contemplacidn (*).

La literatura matemtica estf llena, por otra parte, de tér-

(*) Un destacado matem&tico actual, Alfred Adler, cuenta as{ el
intenso placer del artista ante su creacién 2T= " Un resultado
matemdtico nuevo, enteramente nuevo, jam&s conjeturado ni entre-
visto antes por nadie, amamantado, por as{ decirlo, desde la pri-
mera hipbtesis tentativa, criado a través de laberintos de falli-
dos intentos de demostracién, de enfoques erréneos; perseguido
durante meses o afios de trabajo duro y delicado, por senderos es-
casamente prometedores ........... Nada hay en el mundo, o casi
nada, que pueda proporcionar tal gozo, una tal sensacién de poder
y tranquilidad que igualen a las de su creador. Y la ereccién de
un nuevo y magno edificio matemd&tico es un triunfo que susurra
inmortalidad ".
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minos est&ticos, y el purista que dijo que estaba menos interesa-
do en los resultados que en la belleza del mé&todo por el cual los
habfa hallado, creemos que no estaba expresando un sentimiento po-
co comin. El gran poeta Goethe dejd escrito que " el matem&tico no
es perfecto sino cuando siente la belleza de la verdad ". No resul-
ta diffcil tampoco, descubrir que los matemi&ticos se ven empujados
por los mismos incentivos y que experimentan las mismas satisfac-
ciones que los cultivadores de las artes. K. Weierstrass (1815~
1897), gran jerarca del rigor, sefiala: " un matem&tico que no ten-

ga también algo de poeta no serd nunca un matemd&tico completo ".

AGn cuando el contenido de las matem&ticas fuera indivisible,
es necesario reconocer claras diferencias entre las actitudes que
el mismo cientifico o cientificos diferentes pueden adoptar ante
un problema.

La actitud del purista, que todo espiritu rigurosamente cien-
tifico asumirf al menos algunas veces, exige perfeccibén sin com-
promisos.

Para el aplicado, sus matemfticas se encuentran dominadas por
la aprozimacidn, la cual es inevitable cuando se intentan reflejar
procesos fisicos por medio de modelos matem&ticos. La té&cnica de
esta traduccifén de la realidad en modelos matemi&ticos abstractos
y la apreciacifén del grado de exactitud alcanzable mediante ellos

requiere un sentido intuitivo agudizado por la experiencia.

Conviene sefialar asimismo que, a veces una teoria matemitica
es directamente sugerida por una experiencia concreta de la cual
es separada por un proceso de abstraccibfn; a veces la matemitica

pura y sus aplicaciones se desenvuelven una y otra, nutrié&ndose
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cada una de ellas del crecimiento de la otra; y a veces, una teo-
ria matemdtica comienza a desarrollarse como un ejercicio puramen-
te espiritual, y sblo después demuestra tener alguna significativa
aplicacidn. La primera de estas tres posibilidades es ejemplifica-
da por la geometrfa euclidea, la segunda por la teoria de ecuacio-
nes diferenciales y la tercera por el cdlculo tensorial.

En otro orden de cosas, si tuviésemos que ocuparnos pura y
exclusivamente de mostrar su relevancia, la divisién de la inves-
tigacidn matemdtica en pura y aplicada, no serfa propiamente la
via mds efectiva para comprenderla. La razbn se adivina. Acabamos
de ver que una idea matem&tica puede originarse inicialmente en
el contexto de la matem&tica " pura ", sb6lo para hallar alguna ul-
terior aplicacibn; e inversamente, que algunas aplicaciones espe-
cificas pueden conducir a una nocidn que luego admite un desarro-
1llo dentro de la matemitica pura en direcciones enteramente dife-
rentes. En general, la teoria se aferra primero a la pré&ctica y
luego la pr&ctica a la nueva teorfa, en un abrazo que acaba en
fusidn.

El cuadro contemplado desde esta filtima perspectiva, resulta
ser tan viejo como la matemitica misma. Como se sabe, el estudio
griego de las formas puras de las secciones cbnicas abrif el cami-
no, dos mil afios m&s tarde, a modelos cientificos de &6rbitas pla-
netarias, mientras que la aritmética comercial de los antiguos e-
gipcios ha conducido en tiempos modernos a resultados esoté&ricos
en la teoria de nfimeros. Estos vetustos ejemplos ilustran adem&s,
de hecho, el poder de ambas matemiticas, la pura y la aplicada,
asi como los lazos que las unen. Similar evidencia abunda en la

matemdtica de hoy: la teorifa abstracta de grafos y matrices crea-
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da no ha mucho, ha hecho posible el disefio de sistemas de compu-
tador que esté&n revolucionando nuestro actual modo de vida y de
trabajo, mientras que la revolucidén misma del computador viene
generando nuevos campos de investigaci6n de matemdtica pura en,
por ejemplo y entre otros, estructura de datos y andlisis de al-

goritmos |15|.

Si bien la relacibén temporal que coexiste entre la formacidn
de una teorfa matemitica y la aplicacién de la teoria, no es en
cualquier caso acontecimiento importante, salvo naturalmente como
materia de interé&s histdrico, es conveniente saber que el tiempo
que transcurre para gue las teorias o invenciones matem&ticas al-
cancen a las aplicaciones que le son consustanciales, varia enor-
memente. En ocasiones, es inmediato; a veces, deben transcurrir
uno o varios siglos antes de que la teorfa abstracta cause alguna
revolucidn por su aplicacién. Sin embargo, ese periodo que media
entre una idea matemdtica y su ukilizacibn ha ido declinando de
siglos a décadas y recientemente, a afios. Citemos, a titulo de
muestras significativas, que sin el cdlculo infinitesimal de los
matemdticos Newton y Leibniz ( siglo XVII ) no hubié&ramos tenido
ferrocarriles, ni electricidad ni aviones; que la nocién de ma-
triz creada por Charles Hermite, por razones puramente algebrai-
cas, a finales del siglo XIX, ha llegado a convertirse hoy en un
instrumento privilegiado de la té&cnica para el c&lculo de vibra-
ciones en los aviones, asi como concepto primordial en mecdnica
culntica, y por filtimo, que la tomografia computerizada con su
prodigioso scanner, producto del desarrollo de una té&cnica que ha

revolucionado el campo de la medicina, no hubiera sido posible

sin una feliz: interpretacibén geom&trica de un teorema demostrado
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por el matem&tico J. Radon hace hoy algo mids de sesenta afios.

El m&s profundo aserto acerca de la relacién entre la mate-
mitica pura y la aplicada, es la de ser simbibtica, en el senti-
do de que ninguna de ellas sobrevive sin la otra; no s6lo, como
es universalmente admitido, la aplicada necesita de la pura, sino
que la pura requiere tambi&n de la revitalizacibén y el contacto
con la realidad, que sblo la aplicada le puede suministrar.

El primer vestigio de la prueba de la simbiosis es histdri-
co; recuérdese que toda la matem&tica pura llegd del mundo real,
lo que hizo patente el hecho de que la geometrfa, conforme a la
leyenda, proviniera de medir los efectos de las inundaciones del
Nilo |15].

Aparte de otras muchas sefiales importantes reveladoras de e-
sa simbiosis que ensambla la matemdtica pura y la aplicada, uno
de sus signos inequivocos queda igualmente bien ilustrado en los
mi&s potentes logros de la matemi&tica del siglo XIX; cabe destacar
entre ellos, el an&lisis de Fourier de la distribucidén del calor
en los cuerpos que condujo finalmente a la en extremo abstrusa
teorfa de conjuntos infinitos de Cantor, asi como las considera-
ciones puramente abstractas sobre la geometria no euclidea que
forjaron los modelos esenciales de la teoria de la relatividad.

Debe tenerse en cuenta, por filtimo, que aunque la matemitica
se encuentre simultineamente configurada por exigencias de natura-
leza pura y por la determinacién del hecho cientifico, es obvio
que ambos moldes han venido produciendo estructuras similares. Y
se hace preciso subrayar que estas dos vertientes - una, aplicada,
concreta y externamente influenciada y la otra, tefrica, abstracta

e introspectiva - proceden de rafices comunes.
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Finalmente, la varias veces aludida ausencia cde una defini-
cidn v&lida acerca del propbsito de las matem&ticas, y que como
ya hemos dicho, afecta seriamente toda exposicidn sobre su natu-
raleza y aspectos b&sicos y, en particular, formas de estructura-
cién como la que en el presente trabajo nos ha ocupado, requiere
que complementemos nuestros comentarios con una filtima refle-

xidn.

Es cierto que siempre han habido y habr&n tendencias cam-
biantes de la mentalidad matem&tica respecto de su propio queha-
cer; y podemos convenir incluso en que ello ha contribuido a e-
liminar y depurar discrepancias de pr&ctica y de significado.

Pero nos llena de estupor y adem&s resulta extremadamente
penoso reconocer que mis de dos milenios.de historia hayan aca-
bado por convencernos de que la matemitica no puede formular por
s misma su objetivo final, capaz por otra parte, de orientar su
verdadero progreso. Por su actualidad, es de interé&s que nos re-
firamos a lo que dice al respecto uno de los m&s distinguidos in-
vestigadores de nuestra &poca en geometrfa algebraica, el ruso
I. R. Shafarevitch (|2|,|13|)= " No se concibe la idea de que tan
misteriosa, maravillosa y desconcertante actividad de los humanos,
una actividad persistentemente proseguida durante milenios, pueda
ser mero azar y no deba tener finalidad ". Y al interrogarse, des-
concertado, cudl podrfa ser esta actividad, dicho matem&tico ad-
vierte que " cualquier actividad, desprovista de objetivo, pier-
de su sentido precisamente por esa causa ".

No habiendo forma de imaginar cbémo la matem&tica puede se-
guir desarrolléndose por siempre, sin conocer lo que estudia y

porqué, Shafarevitch tras reconocer que " el propbsito de la cien-
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cia matemdtica no se justifica en modo alguno por sus aplicacio-
nes ", acaba afirmando que " no es posible derivarlo de una ac-
tividad inferior a ella, sino desde esferas superiores a la pro-
pia actividad humana, como la de la religibén ". Y en su conclu-
sién, el matemdtico ruso expresa la esperanza de que la matemiti-
ca sirva como modelo para la resolucidn del problema fundamental
de nuestro tiempo: la revelacidn de una meta religiosa suprema

para la actividad cultural humana.

Hemos llegado al final de nuestra exposicidn, y al hacer un
repaso de lo que llevamos dicho, no quedamos seguros de que los
comentarios efectuados hayan permitido al lector asimilar mejor
ciertas situaciones o aclarado, al menos, determinados extremos
sobre la afin controvertida divisi6n entre las matem&ticas pura y
aplicada. ¢ Estamos ahora en mejores condiciones de comprender-
la ? ¢ existe separacibn real entre la matemidtica pura y la mate-
mdtica aplicada ? ¢ o quiz&s sea sblo una mera cuestidén de abuso
de terminologfa ? (¥*).

S8lo nos resta decir que a la hora de meditar sobre esta
dicotomia pura-aplicada de la matemdtica, y mds en general, sobre
cualquier forma de sondeo entre lo abstracto y lo concreto, merece
la pena tener presente los siguientes p&rrafos de J. Kuntzmann|9| 5
" El estado normal de una ciencia puede compararse con una piré-
mide cuva amplia base representa las aplicaciones o los aspectos
concretos, v cuya clispide representa los aspectos abstractos. Se-

ria lamentable que la pir&mide se invirtiese ".

(*) Debe decirse que en la actualidad no son pocos los matem&ticos
que rehuyen el empleo de dichos términos, afirmando algunos que

no se trata de matem&ticas "puras y aplicadas", sino de matemdti-
cas "Utiles e interesantes"; otros, de matem&ticas "utilitarias y
desinteresadas", amén de muchas m&s.
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