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1. Introduccién. En este trabajo se considera una amplia clase de

problemas cuasilineales elipticos de la forma
-div(Q(|Vu|)Vu) + B(u)=f(x) en Q, (1.1)

con condiciones de contorno de tipo Dirichlet
u=h en 8Q (1:2)
o bien de tipo Neumann
Q(|Vu|)Vu.n=g en 8Q (1.3)
Antes de explicitar con detalle las hipétesis estructurales sobre
Q y B conviene sefialar que dos elecciones de Q de especial interés son

las que corresponden a las elecciones

Qr)=1//1+r2 . (1.4)

Q(r)=|r‘|p_2 , p>1 (1.5)
Un tratamiento monografico de los problemas (1.1), (1.2) y (1.1),
(1.3) con Q dada por (1.5) fué el objeto del 1libro D[2].
Problemas de esta naturaleza aparecen en numerosos contextos:
reacciones quimicas en particulas cataliticas, fluidos no-Newtonianos,
conduccién estacionaria no lineal del calor, etc (veanse referencias
en la obra antes citada). Es importante resaltar que la eleccién de Q
correspondiente a (1.5) incluye como caso particular (p=2) a la ecua-
cién semilineal.
-Au + B(u)=f en Q (1.6)
Problemas con Q dada por (1.4) son de gran interés en Geometria
Diferencial y en la Estatica de Medios Continuos. Asi por ejemplo, si
u es la representacién no paramétrica de una superficie definida sobre
un abierto Q de R", es bien conocido que la curvatura media de la su-

perficie representada por u viene dada por

i = div[¢]
vV 1+|vu|?
La ecuacién (1.1) impone a esa superficie una curvatura media H tal
que H(x):=B(u(x))-f(x). (vease, por ejemplo, GT[1] Capitulo 16). En
Mecanica de Medios Continuos tal operador diferencial aparece en
fenémenos en los que interviene la tensién superficial pues esta se
expresa en términos de la curvatura media de la superficie (ver, por
ejemplo, F[1].). El1 Problema de Plateau se refiere al estudio de
(1.1) con condiciones de Dirichlet (1.2). Corresponde, por ejemplo, a

una membrana eldstica sometida a un campo de diferencia de presiones
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dado por H(x) y sujeta en su borde a un soporte fijo. E1 Problema de
la Capilaridad aparece en el estudio de la superficle de separacién
entre un liquido y el aire (o mas en general entre dos fluldos) cuando
se supone el liquldo en reposo estatico sobre wuna vasija (que aqui
suponemos cilindrica de seccién Q). Sobre las paredes de la vasija es
natural suponer una "condicién de contacto" entre los dos fluldos vy
el material sélido, lo que se expresa en términos de la condicién de
contorno (1.3) (vease p.e. F[1]). Ambos problemas han sido objeto de
consideracién por prestigiosos autores desde finales del siglo pasado.

Sefialemos también el caracter no lineal del operador de segundo

orden div(Vu/V 1+|Vu|®). Con frecuecia algunos autores le linealizan
suponiendo que |Vu| varia en un rango muy pequefio en torno a cero, en
cuyo caso la ecuacién (1.1) "se aproxima" a la ecuacién semilineal
(1.6).
Problemas de gran interés aparecen cuando la funcién u genera una
‘frontera libre definida por
F=8NndP  siendo  N={xe@:u(x)=0} , P={xeR:u(x)>0}.

(supuesto que uz0). La zona N representa la regién de Q en la que la

membrana toca el suelo, o bien la parte de la base de la vasija que
queda seca (sl por ejemplo el volumen de fluido es muy pequefio en com-
paracién con la seccién de la vasija).

El objetivo primordial de este trabajo es mostrar clertas desigual-
dades de "tipo 1soperimétrico" asociadas a las soluciones (1.1),(1.2)
y (1.1),(1.3). Asf{ como las bolas euclideas de R" tienen la propiedad
(1soperimétrica) de poseer superficie minima entre todos los dominios
de R" con volumen fijado, las soluciones v de (1.1) planteadas sobre
una bola @ centrada en el origen y de volumen |Q.|=|Q| tienen también
propiedades extremales en el conjunto de soluciones de (1.1) sobre
dominios Q con volumen prefijado. Estas propiedades son de gran utili-
dad para obtener acotacliones "a priori" de las normas quLP(Q) de las
soluciones de (1.1). También permiten obtener estimaciones sobre la
medida del conjunto nulo N(u) e incluso criterlos muy generales sobre
su no existencia; es decir, sobre la positividad estricta de la solu-
cién.

La obtencién de las cltadas propiedades es llevada a cabo por me-
dio de las nociones de reordenamientos decrecientes (escalar vy
simétrico) u y u. de una funcién uelL'(R) introducidas ya por Hardy,
Littelwood y Polya en los afios veinte. En nuestro trabajo nos benefi-

claremos de una buena parte de desigualdades técnicas establecidas
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previamente por G. Talenti T[1] (vease también el pionero trabajo de
C. Maderna y S. Salsa MS[1] para condiciones de tipo Neumann).

Los resultados que aqui se presentan contienen aportaciones de
distinto género. En 1lo que concierne al problema de Plateau se
extienden los resultados de D[1], relativos a Q dado por (1.5), al
caso de ecuaclones cuasilineales generales (1.1) incluyendo, en parti-
cular, la eleccién de Q definida en (1.4). También se extienden los
resultados de BM[1] y MS[3] para problemas de obstdculo a operadores
generales del tipo (1.1). Sefialemos, por ejemplo, que aqui se daran

estimacliones sobre

“[kl-k2]+"Lm(0,|ﬁ|)

siendo ¢+=max(o.¢),
= ~ s ~
k1(5)=I B(u(e))doe y kz(s)=I B(v(c))do -

0 0
Tales estimaclones no parecen ser conocidas en el contexto de proble-

mas elfipticos (un resultado de esta naturaleza es también reciente en
la teoria de ecuaclones parabdlicas no lineales D[5]). En particular
bajo adecuadas hipétesis se concluye la "comparacién en masa" de B(u)
y B(v), lo que conduce a un buen numero de estimaciones sobre ﬂB(u)“LP
y N(u). Por ultimo, sefialemos que en lo que concierne al problema de
tipo capilaridad (esto es, con condiciones de contorno de tipo Neumann)
los resultados que se presentan aqui parecen nuevos en la literatura
incluso para el caso "sencillo" de la ecuacién semilineal (1.6). El

plan del resto del articulo es el sigulente:

2. Hipétesis estructurales, nociones de solucién y otros
comentarios preliminares.
3. Desigualdades isoperimétricas para el problema de Plateau.
3.1. Caso de B univoco.
3.2. Caso de B multivoco: comparacién con el problema de
obstaculo inferior.
3.3. El problema de obstéaculo superior.
Desigualdades isoperimétricas para el problema de capilaridad.
Bibliografia.
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2. Hipétesis estructurales, nociones de solucién y otros comentarios

preliminares.
En lo que sigue supondremos 1 ablerto acotado de R' de frontera

regular y Q de clase c*((o,)) tal que

Q(r)r >0 si r->o0 (2.1)
Q(r)rz es convexa y estrictamente creclente. (2.2)
Con respecto a B supondremos
r - B(r) es un grafo maximal monétono de R® (2.3)
0eB(0) (2.4)

Observacién 1.

La hipétesis (2.3) incluye, en particular, el caso de B funcién
cont{nua creciente. Por simplicidad en la notacién mantendremos el
simbolo de igualdad en (1.1) para el caso de B multivoco si bien para

mayor precisién habria que reemplazarle por el de pertenencia. o

Nos ocuparemos en este trabajo de solucliones débiles de (1.1), (1.2)
o (1.1), (1.3); es decir, satisfaciendo

I Q(qu|)Vu.Vvdx+I B(u)vdx = I fvdx (2.5)
Q Q Q

I Q(|Vu|)Vu.Vvdx+I B(u)vdx = f fvdx-| gvH_ (dx) (2.6)
Q Q Q a

respectivamente para toda funcién test veCl(Q) (v=0 en 8Q en el caso
de (2.5)).

Por razones que explicitaremos més tarde (véase Observacion 5)
trabajaremos con solucliones en espacios de Orlicz-Sobolev. Estos espa-
clos estan asociados a una funcién peso que aqui es dada por

A(r):=q(r)r®. (2.7)

Se define, en primer lugar, el espacio de Orlicz
LY (@) = {f medible: IAeR, I AC|£(x)/A] )dx<w} .
Q
L* es un espacio vectorial graclas a (2.1) y (2.2) y ademds es un
espacio de Banach con la norma

€], = xnf{po:I AC£(x)/A| ddxs1}
Q

Finalmente se define el espacio de Orlicz-Sobolev W) por

whh@) = {felt @) : veetr @} : ' (2.8)
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donde las derivadas has de entenderse en sentido de distribuciones.

De nuevo WLA(Q) es un espacio de Banach con la norma
N
af
Ieh,,, = 191, + T 15, -

Como es habitual, se denota por V;'A(ﬂ) a la compleccién de C;(ﬂ) con
la norma ﬂ-ﬂi'A. (Véase Ad[1]).

Antes de precisar la nocién de solucién débil que emplearemos indique-
mos que por simplicidad nos limitaremos al caso de condiciones de con-
torno constante

glx)=g , h(x)=hz0 (2.9)

Definicién 1. Diremos que u es solucién débil de (1.1),(1.2) [resp.
(1.12,€1.3)] si u—hew;'A(Q]. B(weL'(Q), y (2.5) tiene lugar para todo
vew;'A(Q)an(Q) [resp. ueH:A(ﬂ). glueLl(q), y (2.6) tiene lugar para
todo vew' ' *(@)AL®(@)].

Observacién 2.

Las integrales interviniendo en (2.5) y (2.6) cobran perfecto sentido
en las condiciones anteriores por medio de las desigualdades de Young
y de Cauchy-Schwartz (Vease T[1]p 164). No6tese también que si Q viene
dado por (1.5) entonces WA @) =W () (espaclo de Sobolev sobre
L’ (@)). Para Q como en (1.4) se tiene que w:‘(n)zw;“(n) (vease T[1]
P 181).u

Observacién 3.

Cuando B es un grafo multivoco la nocién de solucién débil de
(1.1), (1.2) debe modificarse en el sentido sigulente: existe beL' (@)
con b(x)eB(u(x)) cpt xeQ tal que

J Q(|Vu|)Vu. Vvax + I bvdx = I fvdx (2.10)
19} 0 Q

Vvew;'A(n). De manera andloga se procede para el problema (1.1)(1.3).u

Es importante sefilalar que en este trabajo no se desarrolla ninguna
investigacién sobre la existencia o unicidad de soluciones débiles de
(1.1). Por el contrario, supondremos en todo momento que tales soluclio-
nes existen y son uUnicas. Se tratara pues de resultados obtenidos "a

priori" de la teoria de la existencia.
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A modo de observacién sefialemos que resultados de existencia de

soluciones débiles segin han sido aqui introducidas pueden encontrarse

en
(1.
de
la
en
la
(1.

que

Vi[1], Dol1], Gol1l], LMul1],[2] y Vu[l]. Para el caso Q dada por
4) existe una abundante literatura sobre la teoria de existencia
soluciones variacionales (vease, por ejemplo, Ge[2], Gi[1] y F[1] y
bibliografia de esos trabajos). El caso de B multivoco es tratado
Has[1], Brk[1] y Gel[l] entre otros. Un tratamiento unificado de
ecuacién (1.1) conteniendo en sus hipétesis los casos (1.4) vy
5) fue presentado en DST[1]. Por ultimo recordaremos aqui

la obtencién de soluciones con gradiente acotado uewl’m(ﬂ)

requiere necesariamente hip6tesis sobre la curvatura de 30 (vease por
ejemplo DST[1] y su bibliografia).
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3.- Desigualdades isoperimétricas para el Problema de Plateau.

En esta seccién utlllizaremos técnicas de reordenamiento simétrico
para obtener un criterio de comparacién en masa para el Problema de
Plateau. Veremos que el tipo de resultados es de distinta naturaleza
segin que B(u) sea univoco o multivoco. Comenzaremos por recordar al-

gunas definiciones de interés:

Definicién 2. Sea u:(HR medible, llamaremos funcién de distribucién

de u a la funcién p dada por
u(t)=|{u>t}| , donde |G|=medida de G, y {u>t}={xe:u(x)>t}.

Llamaremos reordenamiento decreciente de u a la funcidn u:(0.|ﬂ|]—aR

dada por
U(s)=inf{teR: p(t)ss}.

Finalmente, Illamaremos reordenamiento simétrico de u a la funcién

»* L
u :Q — R dada por
» ~
u (x)=u(wN|x|")
donde w, es el volimen de la bola unidad en R" y Q“ representa la bola

centrada en el origen y de volimen |Q|.

Algunas monografias ocupadndose de un tratamiento exhaustivo de
esas noclones y diversas aplicacliones en Fisica-Matematica son HLP[2],
Pos[1], B[2], Mol[2] y Ka[l]. Nuestro objetivo ser4 obtener estimacio-
nes sobre u‘ cuando u es solucién de (1.1), (1.2) o (1.3). En parti-
cular obtendremos clertos resultados de comparacién aunque en ge-
neral la comparacién no sera puntual. Un criterio alternativo es el

siguiente:

L ]
Definicién 3. Sean vel'(Q) y weL'(Q ). Diremos que VvV es mas

concentrado en masa que w (y lo denotaremos por vfw) si
t t
J V(S)dSSI w(s)ds vtelo, |Q|] ,
o 0

o, equivalentemente, si

L ] L ] »
J v (x)dst w (x)dx vrelo,R] con Q =Bn(°)'
Br(o) Br(o)

) - -
siendo v,w(resp.v ,w ) los reordenamientos decrecientes (resp.

simétricos) de v y w.
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Observacién 4.

Al parécer comparaciones de esta naturaleza fueron ya introducidas
por Hardy-Littelwood-polya en HLP[1]. Reciéntemente esta nocién ha
sido fructiferamente utilizada para el tratamlento de problemas

de evolucién por Vazquez (V[1]).

3.1. Caso de B univoco.

Supongamos que B es una funcién continua monétona no decreclente

con B(0)=0. Comencemos por el caso de condiciones nulas en el borde

-
Teorema 1. Sean nl=n,nz=n ) f‘GLl(Ql) con fizo y sea ulewz"(ﬂl)
solucion débil (no negativa) de (1.1) correspondiente a f=fl. i=1,2.
Def inamos
L ] ~ l~
kl(s)=I B (@))do Fl(s)=I F (e)do (3.1)
0 0

Introduzcamos la funcién auxiliar
B(r)=Q(r)r (=A(r)/r). (3.:2)

Supongamos que, o bien

1im B(r)=+w, (3.3)
o
o bien
. N,
max {ﬂflﬂLu(n).|f2“Lu(n )} = [ii: B(r)]NwN (3.4)
Por dltimo, sea f2 simétrica y decreciente e.d.
»
f2=f2 (3.5)
Entonces se tiene la estimacién
I,k 1m0, jap ) = 1P Faludi® (o, oy (3.6
siendo [v]+=max(o,¢). En particular
£,%f, implica que B(u)%B(u,)- (3.7)

Antes de pasar a la demostracién del Teorema 1 sefialemos algunas

consecuencias relevantes.

Corolario 1. Bajo las hipétesis del Teorema 1, si fxffz entonces para

toda funcidén convexa no decreciente ¢ se tiene que
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Blu (x))[dx = B(u_(x))|dx (3.8)
Q 1 2
En particular
"B(u1)"LP(Q) E "B(uz)"LP(Q*) ¥1=p=cw. (3.10)

Con respecto a la frontera libre ¥, o mas concretamente al conjun-
to nulo N(u), se derivan dos consecuencias distintas segin la homoge-

neidad de la condicién de contorno o no:

Corolario 2. Sea feLl(Q), f=0. Sea B estrictamente creciente.

*
Sea uew:A(Q) solucion débil de (1.1). Consideremos vew:A(Q )
verificando
* *
-div (Q(|Vv|)Vv) + B(v) = f en Q (3.11)
Supongamos también que, o bien se cumple (3.3), o bien
: 1/N
€l g, < [llm B(r)]NwN (3.12)

Entonces si S(v)cQ se tiene que

[N(w | = |N(v)]. (3.13)

Corolario 3. Sea B estrictamente creciente y sean f=0, h(x)=h>0 tal

que, o bien se cumple (3.3), o bien

l/N5 (

B(h)|Q] lim B(r)No /" . (3.14)

-0

*
Sea u solucion débil de (1.1),(1.2) y consideremos vewLA(Q ) radial
*

-div(Q(|Vv])Vv)+B(v)=0 en Q* } (3.15)
v=h en 90
Entonces
v>0 en Q* implica u>0 en Q. (3.16)
Ademas
[NCu) [=|N(v) ]~ (3.17)

Pasemos ahora a las demostraciones. La del Teorema 1 requiere una
cadena de Lemas técnicos previos.Por no alargar la exposicién su demos-

stracién es sélo esbozada de manera sucinta.

Lema 1. En las hipdtesis del Teorema 1 y si ueW;'A(Q] es una solucidn

no negativa de (1.1) entonces la funcién decreciente

ti— J{u>t}Q(|Vu])|Vu]2dx
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es Lipschitz continua y se tiene la desigualdad

(L) (t)
d 2 ~ ~
. hu>t}0(|Vu|)|Vu| dx = J‘u f(s)ds-r B(U(s))ds  (3.18)
0 o
cpt t>0, siendo u(t) la funcidén de distribucién de u.

Demostracién. El resultado es una variante del Lemma 1 de T[1] donde

u(t)
(3.18) es establecida para ueW;’A(Q) pero sin el término J; B(u(s))ds.

Para hacer intervenir tal expresién basta utilizar la monotonia de B y

+00 (t) -
Blu) = J‘ B(t) (~du(t)) =J'“ B(3(s))ds
t 0

J'{u>t}

(veanse detalles en D[2] Lemma 1.29 para soluciones ueW;'P(Q)).n

Lema 2. (T[1]). Sea zew:A(Q) no negativa. Entonces si u(t) es la
funcion de distribucion de z se tiene que

1/N

-1
1s-u‘(t)[uw;’"u(t)""’“] B-l[—gEIQ(|Vz|)|Vz|2dx/NwN p(tS"‘”’"](s.w)
{z>t}

con el convenio de

B '(c)=+»  si o>lim B(r)
-0

‘o

Lema 3. Sea u EWLA(Qi) solucién de (1.1) con f‘ como en el Teorema 1.
Entonces el reordenamiento decreciente ﬁ‘ de ul es absolutamente
continuo en (o, |Q|] y satisface

du

i T a}—s)Bq[a%—s){J ?x(e)e—‘[ﬁtﬁl(e))de}] (3.20)
0 0
siendo
a(s): = Nw;/Ns(N_i)/N. (3.21)

Demostracién. Resulta de adaptar el Lemma 1.31 de D[2]. La idea
directriz es utilizar que B! es no decreciente (por (2.2)) y enlazar

(3.18) y (3.19) para obtener

- (t) il 1 (t) (t)
i ] -
P [a(”(m ,J’: f‘(e)dBJ.: B(ul(e))de}] (3.22)

(Una aplicacién de la desigualdad de Holder permite ver que B™ puede

ser aplicado gracias a la hipétesis (3.4)). Finalmente (3.20) resulta

de (3.22) por integracién entre tl=ﬁl(sl)~e y t2=ﬁi(s2) con €>0

arbitrariamente pequefio y O<515525|Q| tales que Gl(sz)<ﬁl(le
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Lema 4. Sea f =f e.d. f2 es radialmente simétrica y decreciente a lo
largo de los radlos. Sea uzew (ﬂ ) solucién débil de (1.1),.

-
Entonces us=u, y se verifica

du .
2 1 - 1 ~ po
- =g (8) = — B 1(mﬁf;fz(e)de-Ioﬂ(uz(B))de}] en (0, |Q]) (3.23)

Demostracién. Basta wutilizar la unicidad de soluciones Jjunto a
cédlculos rutinarios para expresar la ecuacién (1.1) aplicada a una
funcién u(x)=u(s) con s=w"r" , r=|x| en términos de una ecuacién

diferenclal ordinaria para u(s) (vease p.e. D[2] lemma 1.32).

Demostracién del Teorema 1. De la definicién de kl(s) y de las
relaciones (3.17), (3.18) deducimos que
dk

—a—(8) = B, (s)).

As{i, k verifica los siguientes problemas de segundo orden

a(s)B[-a(s) 5w (s))] + k (s) 5 F () en (o, |0])
k (0)=0 , k:(|Q|)=0 \ (3.24)
con 7 el grafo maximal monétono dado por
=8, (3.25)
d dkz(s)
a(s)B[—a(s)——— 1(—33————)] + k,(s) = F,(s) en (o, |Q]) *(3.26)

k,(0)=0 , k;(|Q])=0 .

Como k’eC([o.|ﬂ|]). podemos suponer que existe soe[o,|n|] tal due

) Uk =k, = (k,-k,)(s)) > |[F-F

Mo, 101 J4l®cco, ja )

pues en otro caso no hay nada que demostrar. Es claro que s°>0. Si
so<|ﬂ| definimos z:-kl-kzewz'w(so-c.s°+c). Supongamos por el momento

que 7 € ct y que 7 es estrictamente creciente. Entonces

7(k;(a))-1(k;(a))=z'(s)c(s) (3.27)
con 1
cls) = I 7’ (k! (s)+(1-7)k} (5))d>0.
0

Por otra parte, introduciendo
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1 d dk1 d dk2
d(s)=I°B'[-a(s){tagv(ag—(s))+1-t)a§ 1(a§-(s))]dr (20 pues B es creclente)
se tlene

dk_(s) dk_(s)
d 1 d 2 __ 2 d d
a(s)[B[—a(s)aE 7(35“—“)]‘3['“(S)a§ 1(a§————)]]- als) d(S)EE[C(S)EEZ(S)]<0
s?bre (so-c. so*c). pues

Fx(S)-Fz(S)_kx(S)-kz(S)su[Fi-le+Im—(k1_kz)(S)<0 en (s -€,s +€).

En consecuencia

- -gg[ (s) :: (s)]<0 en (s -e,s +€). (3.28)
Lo que contradice que z alcance su méximo en el punto interior Sy
Para el caso de 7 maximal monétono no necesariamente de clase c' la
expresién (3.27) toma sentido con c(s)z0, aproximando ¥ por 7
aproximacién Yosida de y (véase, por ejemplo el Lema 4 de DM[1][2]).
Finalmente si so=|Q|, (3.28) tlene lugar en (|Q|-g,|R|), lo que
implica que z'(|Q|)>0 y contradice las condiciones de contorno. Por
tanto, un tal s, no puede exlistir y (3.5) queda demostrado.

La propiedad (3.7) es ahora obvia dado que f‘ff2 implica que [FI—F2]+=0
y entonces Vselo, |Q|]

k (s)-k,(s)s|lk -k ] [=0 . _

Observacién 5.
La conclusién del Teorema 1 es valida para el caso mds general en

que u es solucién débil de la ecuacién

N
=% —32—— ai(x,u.Vu)+B(x.u)=f(x) en Q (3.28%)
1=1 1

donde a, son funclones medibles tales que

N
-L a,(x,u,§ )€ =q(|€])[€|? V(x,u,§)exRxR". (3.28"")
1=1

(la demostracién sélo requliere una facil modificacién del Lema 1). De
hecho un argumento de este estilo permite ver con claridad la necesi-
dad de trabajar en el espacio de Orlicz-Sobolev H“‘(ﬂ).

En efecto, una hipétesis del tipo "V compacto McR" existe C=C(M) tal
que Q(|€|)|€|2 2 C(M)|€|P V€eM y para algin m>1" permftlriq obtener la
comparacién en masa del Teorema 1 entre ulewl’"(ﬂ) solucién de
(1.1), (1.2) y uzew;'P(n‘) satisfaclendo
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P-2 .

-C div(]Vvl Vv)+B(x.v)=f2 en Q .
En ese caso, el espacio de trabajo seria el espacio de Sobolev usual
w"P(a) pero a cambio la naturaleza del problema simetrizado seria

(4]
distinta.
o

Observacién 6.

La estimacién en L” dada por (3.6) y su demostraclién parecen nue-
vas en la literatura. Resultados inspirados en la misma filosoffa aun-
que relativos a problemas parabdélicos pueden encontrarse en DM[1], [2]
y DI5]. La relacién (3.6) expresa que el operador
A:D(A)»L"( (o, |Q|)) dado por

D(A)={veW’*"((o, |@])):v(0)=0 ,v’ (|Q|)=0} } (3.29)

Av=a(s)a[—a(s)%s -3 )]

es T-acretivo (T-accretive en 1inglés, T-accretif en francés) en el
‘espacio L”((0.|n|)). La consecuencia (3.7) ha sido mostrada por diver-
sos autores en casos particulares con respecto a las hipétesis del
Teorema 1 (vease p.e. Ch[1] y Li[1] para el caso de ecuaciones linea-
les y M[1], VI[1], Mol1] y DI[2][3] para clertas ecuaciones no
lineales. En todos ellos el argumento para concluir la comparacién
(3.7) es distinto al aqui introducido.

Observacién 7.

La comparacién puntual

u:(x)suz(x) en Q (3.30)

es blen conocida (vease T([1], AlTr[1]) cuando uzewy‘(n) se toma como

la soluclién de la ecuacién no perturbada
-
-div(Q(|W[)Wv) = f,  enQ (3.31)

y por tanto de naturaleza distinta a (1.1). &
Observacién 8.

Es féacil éomprobar que para Q dada para (1.5) se tiene lim B(r)=+w
o
y asf el Teorema 1 es valldo sin restriccién alguna sobre f|. Por el

contrario, para Q dada por (1.4) se tiene que lim B(r)=1 y la condicién
50
(3.4) es requerida sobre f’. Tal condicién es necesaria para la exis-

tencia de u, en el caso de B=0 (Ta[l]).':l
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Los Corolarios 1,2 y 3 resultan de la aplicaclén del sigulente

Lema 5. Sean y,z:[0,M]—(-w,+w) continuas con y(s) no creciente y
tales que
t t
I y(S)dSSI z(s)ds vtelo, M]. (3.32)
0 0

Sea ¢:R—R contfnua y convexa con

t°=m1n{te(-m,m):¢'(t)=0} (3.33)
Entonces
t t
J ¢(y(s))dssf $(z(s))ds vtelo, t 1. (3.34)
0 0
siendo
t°=max{te[o,M]:y(t)=to) (3.35)

Demostracién. Basta suponer ¢eC2(R) e yeCl((O,M)) pues en otro caso
se regularizan ¢ e y pasando al limite en la conclusién. Por ser ¢
bconvexa se tiene que

$(a)-¢(b)zd‘(b) (a-b) Va, beR.
y ademas como ¢‘(t) es creclente ¢‘(t)20 VtZto. Sea entonces tzto. Se

tiene que

t 3 t
I¢(y(s))-I $(z(s))ds 5 [ $(y(s)) (y(s)-z(s))ds =
[+] o o

t t t
¢‘(y(t))I (y(s)-z(s))ds - I {¢"(y(s))y‘(s)f (y(c)-z(¢))do }ds
0 0 0

pero como y es (monétona) no creciente, tSto implica y(t)ty(to)zto y
por tanto ¢'(y(t))=0. La conclusién se deduce ahora de la hipétesis
(3.32).cI

Observacién 9.

El lema 5 en el caso particular de ¢ creciente (e.d. T°=0 y enton-
ces t°=M) se suele atribuir a HLP[1] (veanse una demostracién en
B[Z]).n

Demostracién del Corolario 1. Por el Teorema 1 sabemos que
B(ul)fﬁ(uz) por lo que basta aplicar el lema 5 a y(t)=B(Gl(t)L
Z(t)=B(Gz(t)). La estimacién (3.10) se obtiene tomando ¢(t)=tP p>l y
utilizando la equiintegrabilidad de ¢(u‘) y w(u‘) para cualquier fun-

cién monétona ¢. Por Ultimo (3.9) se obtiene haciendo p9+n.u
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Observacién 10.

Noétese que si B es estrictamente creciente entonces (3.9) implica
que "uIHLw(Q)SHuZHLm(Q*). Dada la simetria radial de u, no es dificil
obtener estimaciones explicitas de "uzuLm(Q*) en términos de adecuadas
normfs "fzqu(Q') con gsp. Esto es de especial interés cuando se toma
f2=f1 pues en esta forma se muestran "efectos regularizantes" (vease

p.e. T[1]. Mol[1], AlTr[1], etc).

Demostracién del Corolario 2. La conclusién sera consecuencia del

estudio de la cantidad R =[{u>0}|=u(0). Observemos que
u

N o 0
JR“ B(i(s))ds = j BT (k(t)))du(t) = j B(t)du(t) (3.36)
0 +00 +00

Supongamos ahora S(u)cQ. Entonces se tiene que Vu.n=0 en 8Q y Vv.n=0

* -
en 92 . Por tanto, utilizando que Vu.n=0 en 8Q se tiene que

I B(u(x))dx=f f(x)dx+J‘ div(Q(|Vu|)Vudx
Q Q Q
=J f(x)dx+J Q(|Vu|)Vu.nH__ (dx)
Q a0 o
*
=j f(x)dx=f of (x)dx=j ,/3(v(x))dx+-[ Ldiv(Q(|Vv])Vv)dx
Q Q Q Q

ZI «Bv(x))dx.
Q

En consecuencia

"

0o

. e .
B(u(c))aa=J ﬁ(u(x))dxaj ,B(v(x)>dx=j B8(%(c))do.
Q Q (o]

Concluimos entonces que

JI

Q| e

2. s |
B(i(0))do=] B(u(a))do-J' B doz[ B (@))do.

(0] 0 s
Para todo se[0, |Q|]. Veamos que |N(u)|=|N(v)| o equivalentemente que
Ru->-Rv donde de nuevo Ru=|S(u)]=u(O) y Rv=|S(v)|=v(0). por reduccién al
absurdo. Supongamos Ru<Rv' Entonces como B(0)=0 y RB(r)>0 si r>0 se

tiene que
R

R
la| | o laf v
J' B(u(o-))do=J B(u(a))dozj fs(v(a))da=j B(V(c))do. vsclo, |Q]].
Tomando s=Ru se concluye que
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R
o=f g% (o) o
R

lo que contradice que B(V)>0 en [Ru.RV). g

Demostracién del Corolario 3. Basta razonar como en D[2] Theorem 1.28.

Recordaremos aqui la idea de 1la demostracién. En primer 1lugar se

homogeneiza 1la condicién de contorno Iintroduciendo U(x)=h-u(x),
»

V(x)=h-v(x). Ahora er;'l(ﬂ). VewyA(ﬂ ) y 0OsUsh, O0sVsh como se deduce

del principio del maximo para u y v. Ademds se tlene que

-div(Q(|VU|)W) + B(U) = B(h) en Q, (3.37)
-div(Q(|WV|)WV) + B(V) = B(h) en Q" (3.38)

con
B(r):=g(h)-B(h-r) VreR. (3.39)

*
El Teorema 1 puede ser ahora aplicado con fIEB(h) en Q, fZEB(h) en Q .

de lo que se concluye (3.7) e.d.

I $BU(x)))dx = I SHBEV)))dx (3.40)
Q Q

% *
si ¢ es convexa y no decreciente. Supongamos ahora que v>0 en Q . Como
~ L
B es estrictamente creciente 0sB(V)<B(h) en Q y asi

0s[BW) | o q)sIBWVI ] = (g*)<B(R);:
es decir,

B(U)<B(h)=B(h) en Q.

Como § es estrictamente creciente concluimos que u>0 en Q. Para
demostrar (3.17) se fija €>0 y se utiliza (3.40) con ¢e(r) convexa

creclente tal que
$¢.(r)=0 si OsrsB(h)-¢ y ¢_(B(h))=1 (3.41)

Se concluye pasando al limite en (3.40) cuando £—0. -

Observacién 11.

Es interesante contrastar las desigualdades (3.13) y (3.17). En
ambos casos se trata de desigualdades "de tipo isoperimétrico". Recor-
demos que la desigualdad clésica isoperimétrica asegura que si D es
una regién acotada de R" de volumen A y sl 8D tlene de area L entonces

LzNw;’"A‘"" 2N (3.42)

y la igualdad se tlene sl y sélo sl D es una bola. En otras palabras;
entre todos los dominios D de volumen fijado (=A) la bola es el

dominio que tiene menor superficlie de contorno (perimetro si N=2).
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3.2. Caso de B multivoco: Comparacién con el problema de obstaculo
inferior.

El Teorema 1 puede ser extendido al caso de B grafo maximal
monétono multivoco (recordaremos que el papel de B(u) lo Jjuega ahora

la funcién b mencionada en la Observacién 3). Supongamos primero fle:

Teorema 2. Sean nl-n,nz-n', f‘eLl(ﬂl) como en el Teorema 1 y sean
ulew;'A(n‘) solucién débil no negativa de (1.1), correspondiente a f=f‘
Sea b’eLl(nl). b‘(x)EB(u‘(x)) cptxenl el término realizando la igual-
dad en (2.10). Definamos Fl como en (3.1) y

s
k‘(s)=J B (¢)do (3.43)
0
Entonces se tiene la estimacién (3.6). En particular
£ “f_ implica que b “b (3.44)
1~'2 1P que 5.5 ‘o ’

La l1dea de la demostracién consiste en aproximar B por funciones BA
tales que cuando A0 las soluciones correspondientes u, verifiquen que
u,ou y Bx(ux)eb (véase p.e. D[1] Theorem 2.20 para el caso de Q lineal
y DST[1] Teorema 1 para Q verificando la hipétesis (2.11)).

Observacién 12.
En el caso del Corolario 3 una hipétesis natural es
B es univoco en r=h , B_(0)(:=inf{teB(0)})=0, (3.46)
y B no necesarlamente estrictamente creciente. La conclusién (3.16)
ahora se debe reemplazar por

-
bv(x)>0 en N implica b(x)>0 en Q. (3.47)

Para demostrar (3.47) basta recordar que por el principio del méximo
Osush, Osvsh y por tanto OSbUSB(h). Introduciendo U=h-u, V=h-v se
tienen (3.37) y (3.38) donde ahora la igualdad en las ecuaclones se
produce con las secclones de §(U) y B(V) dadas por B(h)-b vy B(h)-bv
respectivamente. Por ultimo (3.47) se deduce de nuevo por la
estimacién en L®. Filnalmente la desigualdad (3.17) (bajo la hipétesis
(3.46) tiene como resultado similar

IN(B) [s[N(b ). | (3.48)

Tal como se sefialé en la Observacién 7 la comparacién puntual

- L
ul(x)suz(x) en 0 se tiene cuando u, es elegida como la soluclén
radial sin término de perturbacién (B(u2)=0). El resultado sigulente

es de especial interés en el caso de B multivoco pues asegura la
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comparacién puntual con u, solucién de un problema de tipo obstéaculo.

Prescindiremos ahora de la hipétesis fz0:

-
Teorema 3. Sean nl=n,n =Q vy f‘eLl(ﬂ‘). Sea UEV;'A(Q) verificando

-
(1.1) con f=fl y sea uzewo'k(ﬂ ) solucion simétrica del problema de

obstédculo
-div(Q(|vv])wv)zf -8 (0) , v20 (3.49)
en Q
[—div(Q(|Vv|))+B+(0)-f2]v=0
donde
B, (0)=max{teB(0)}. (3.50)
Entonces
£ - »
f °f  implica u_(x)su_(x) cpt xeQ (3.51)
1~ 2 1 2
Ademés
[NCu)|z[N(w) | (3.52)
y se tiene la caracterizacidn siguiente:
|N(u2)|=|n'| si £,(x)sB, (0) cpt xen', (3.53)
|N(u2)|=Q si Iﬂ,(fz(x)—B*(O))dxzo y f2=B+(0) (3.54)

]N(u2)|=|ﬂ [—so, en otro caso,

siendo soell{f2-8+(0)>0}|.|ﬂ.|[ la udnica solucidn de Kz(so)=0, K, dada
por

xz(s):=I°(f2(9)-8+(0))d9. (3.56)

Demostracién. Seguiremos de cerca la demostracién inicial de BM1]
(vease también D[1] Theorem 2.22), por lo que sbélo daremos las 1deas de

sus diferentes etapas. La desigualdad equivalente a (3.18) es ahora

(t)

0s- S [ aUwp|vliax = [ Fs)-p0)as - (3.57)
{ure} 0

Para Justificar tal modificacién hay que acudir a la demostracién

detallada de (3.18). Se utiliza como funcién test

v=Tt.t(u)

en la expresién (2.5) y en nuestro caso (2.10) silendo t,T>0 y

Tt 1::R——aIR definida por
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0 sl Ossst
Tm(s) =ﬁ s-t si t<sst+r (3.58)
L sl t+1<s

La observacién clave es que si beB(u) entonces
+
b(x)Tt't(u(x)) z B (O)Tt.t(u(x)) cpt xeQ (3.59)

pues sl u(x)>0 entonces b(x)28_(u(x))z8 (0) y si u(x)=0 entonces
TL t(u(x))=0. La desigualdad (3.57) se termina por paso al limite T-0.
El segundo ingrediente de la demostracién es la desigualdad

du s
1 1 -1 1 ~
e T P [T(;T{Io(fl(e)—a,(o))de}] cpt se(o,u(0))  (3.60)

andloga a (3.20). El dunico paso delicado es Justificar que la
integracién de la desigualdad similar a (3.22) conduce a (3.50). Ello
requiere mostrar que la funcién
8
nl(s):= (fl(e)-B+(o))de (3.61)
0
es tal que xl(s)to cpt se(o,u(0)), sl pu es la funcién de distribucién
de u, lo que se deduce ahora de (3.57).
El tercer paso consiste en demostrar que Gz derifica una expresién del
tipo (3.60) pero con igualdad (al igual que en el Lema 4).
Esto se deduce de la unicidad de soluclones tras pasar el operador
diferencial a la variable real s=w"r" i r=|x|. Se obtiene asi que
dGz 1 -1 1
- _EE-—(S)_ 1 B [_ETET xz(s)] cpt se(o,v(0)), (3.62)
con v(t) funcién de distribucién de u,.
A diferencia del Teorema 1 la conclusién del Teorema 3 se va a deducir
directamente de (3.60)(3.62), e.d. sin pasar por problemas de segundo
orden. Basta integrar (3.60) y (3.62) en el intervalo (s,|{u‘>0}|)
para obtener que
oot
s m B (;(;)—K‘(U'))do' si SE[O, |{u1>0}|]
Gl(s) (3.63)
0 si se[|{u1>0}|,|n|]
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[{u,>0}|
= I . ET%T— B-i(ETéT_Kz(o))d¢ si se[o.]{u2>0}l]
L ]

Ga(s) (3.64)

=0 st sel|{u>0}|, Q]
Si f253+(0) (3.64) asegura que 62!0 y (3.53) queda probado. Veamos
(3.54). La funcién Kk, es céncava pues x;=f2-8*(o) que es decreciente.

De la definiclién de ?z se tiene que K, es estrictamente creciente en
(0.|f2>B*(0)|), constante en (|{f2>B’(0)|,|{f228+(0)}|) y estrictamen-

-
te decreciente en ({fzzB(O)}|.|ﬂ |). Ademas K2(0)=0 y

L -
k,(|Q |)=I ,(f2-8+(0))dx. Entonces si x,(|Q |)>0 se tlene que k (s)>0
Q

-
vse(0, |[Q |] y por (3.62) deducimos que

du
2

ds

(v(o)-€)>0 Ve>0 suficlentemente pequefio.

~ * -
Pero uzeC‘((O.in |1 y asf v(0)=|Q |. Supongamos ahora que
+
Iﬂ.(fz(x)-B (0))dx<0 y |{f2>8+(0)}]>0. Es claro que |{u2>0}]>0 pues en
»*
otro caso ha de ser f2<B+(0) en Q . Por la descripcién de <, existira
N .
un unico soe(|{f2=B+(0)}|.|ﬂ |) tal que xz(s)>0 si O<s<s, k(s )=0 y
-
xz(s)<0 si s<s°<|n |. Por tanto de (3.62) se tlene que
du
2
ds

(s°)=0

y como Gz es no-creclente se tiene que s°=u(0).
Finalmente, por la hipétesis {1ff2 se tiene que
k (s)sk (s) vselo, |Q|] (3.65)

y ademas se vié que Kl(S)ZO vse(o,u(0)], por tanto so(=v(0))zu(0),
lo que prueba (3.52). Por ultimo la comparacién (3.51) se deduce ahora
de (3.63),(3.64) y (3'65)'u

Observacién 13.

De (3.63) y (3.64) y la Lipschitcianidad de B! se deduce que para

todo 1spsw existe C>0 tal que

197917 (o, )y = CIFyFaliP (o, o)) ffotehl
con F‘ definidas por (3.1) (y f| no necesariamente tales que?flfsz

»
Un corolario inmediato del Teorema 3 resulta al tomar [1=f2 y f2=f1'
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pues entonces la condicién para tener |N(u)|>0 de traduce en

In(f(x)-8+(0))dx<0 3 (3.67)

3.3. El problema del obstaculo superior.

Consideraremos ahora el problema del obstéculo superior

-div(Q(|Vu|)Vu)+H(u) s f , usl

en
(-div(Q(|Vu|)Vu)+H(u)-f) (1-u)=0 (3.68)
u=0 en 80 (3.69)
donde H(u) es tal que
H(u) es continua y nodecreciente, H(o)=o. (3.70)

El problema (3.68), (3.69) es de una naturaleza distinta al pro-

blema de obstdculo inferior uz0 pues la condicién de contorno expresa

que ahora el conjunto de coincidencia {u=1} se encuentra en el inte-
rior de Q. Observemos que si u es solucién fuerte (3.68) se puede es-

cribir, equivalentemente

-div(Q(|Vu|)Vu)+H(u)+B(u)>f en Q (3.71)
con
0 si rsl
B(r)= [0,+w) si r=1 (3.72)
] si r>1
Teorema 4. Sea
feL'(Q) , £(x)20 cpt xeR (3.73)

Supongamos o bien (3.3) o bien (3.12).Sea UEU:A(Q) solucién fuerte de
(3.71) originando el conjunto de coincidencia I dado por
I:={xeQ: u(x)=1}

Supongamos que

J div(Q(|Vu|)Vu)dx=0 (3.74)
I
Para se(0, |Q|] definamos
elsl oy J“"s~
C(S).— . —a(gy B {—am . f(G)dG]da‘ (3-75)

Entonces, o bien |I1|=0, o bien |I|ss , donde s €(o,|Q[)] es la unica
solucién de (s)=1.
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»
Ademas, si veH;'A(ﬂ ) es la solucién del problema de obstaculo

-aiv(Q(|wv])wv)se? | st - (3.76)

(-div(Q(lel)Vv)—f#](l-v)=0
siendo

0 sl O<w |x|"ss
f“(x)- n (4]

~ N N
f(w"|x| -so) si so<w“|x| ss (3.78)
Entonces se tiene que

|1|s|{v=1}]. (3.79)

em n. Por el principlo del maximo se tlene que Osu(x)s1
cptxe. Multiplicando (3.71) por v=Tt t(u) con Tt 2 dado por (3.58)
dividiendo por T y pasando al limite en t—0 se obtiene que

os - 2 [ q(vu])|vul?ax = [ £(x)-b(x))-H(u(x))dx
dt
furt} jut} -
con beLl(ﬂ). b(x)ep(u(x)), realizando la igualdad en (3.71). Pero como
usl
[ £o0-bo0-Heax = [ £60-Hu00)Iax - J' d1v(Q(|u|)vu)
u>t} {t<u<l}
Por otra parte por un resultado bien conocido de Hardy-Littlewood

(véase, por ejemplo D[1] Theorem 1.25 11) se tiene que

J‘{ £(x)dx = Iln

teu<t } 0

. -1
f(s).(x{t<u<l})ds = Iu f(s)ds

0
En consecuencla, por la hipétesis (3.74), como H(u)z0, se concluye que
d ) (-1
0s — - I Q(|Vu|)|Vu|“dx = Iu f(s)ds
{ut} 0

Aplicando (3.19) se obtiene

du gt
ds (s) = a(s) [ a(s) I

Integrando (3.80) entre |I| y |Q| se concluye que

1=¢(|1]). (3.81)
Pero de la definicién de  se deduce que { es estrictamente decrecien-
te y que £(|Q|)=0. Por (3.81) C(O*)zl. Entonces existe un unico S, tal
que C(s )=1 y por (3.81) se ha de tener |I|ss

l-|l

f(e)de] cpt se(|I|,|Q]) (3.80)

Finalmente, -d1v(Q(|Vu|)Vv)-f en {v<1}. Utllizando la simetrfa de v

escriblendo el operador en términos de la variable s=w"rN , r=|x| se

tiene que {v=1} es regular y por tanto (3.74) se verifica con igualdad.
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Ademas, se tlene

8 S~-8
J‘?“(cr)do - J’ °%(0)de).
o] [+]

En consecuencia,

1=¢([{v=1}])
y asi |{v=l}|=s°. Entonces

L]
1 sl xel

vix)= ‘ﬂl 1 s 1 l-lo . . (3.82)
" —toy B (TCETI f(e)de)  si xen -1,
X 0

w
N

* L]
slendo I 1la bola centrada en el origen con |I |=s0 lo que termina la

demostracién.

Observacién 14.

La distinta definicién de las funciones K, (en el Teorema 3) y
en el Teorema 4 ponen en evidencia un fenémeno notable a nuestro Jjui-
clo: La medida del conjunto de coincidencia depende de manera fundamen-
tal de la dimensién del espacio N en el caso del problema de obstéaculo
superior, mientras que en el del obstaculo inferior no aparece N en la

caracterizaclén de |I| por medio de Fz' o

Observacién 15.

La desigualdad (3.81) puede ser utilizada para obtener condiciones
suficientes para que |I|=0 (vease SM[1] p 25). Sefialemos también que
(3.74) es una hipétesis de regularidad sobre 8I, pues cuando 8l es lo
suficientemente regular como para poder aplicar el teorema de Green
(p.e. 8I Lipschitz) entonces (3.74) se verifica trivialmente (con la
lgualdad).u

Observacién 16.

El problema del obstadculo superior aparece también asociado a obs-
taculos inferiores y tales que w|an=—1. Sea f“ELz(ﬂ) y sea UeH;(Q)
tal que

-av = £* | U0, (-8U-£)U=0 en Q.
Entonces es facll ver que
u: =1-U+y

verlfica
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-Ausf , usl , (-Au-f)(u-1)=0 en Q
con

£1=09-f.

Observacién 17.
La cuestién de sl es posible comparar (en masa) u con la solucién

del problema radial est4, a nuestro saber, abiertau

Observacién 18.

Los criterios sobre existencia o no existencia de N(u) o de los
conjuntos de coincidencia I, y las estimaciones sobre la medida de
estos conjuntos complementa resultados de existencia y no existencia
obtenidos medlante la comparacién con adecuadas super y subsoluclones.
(Vease por ejemplo AD[1],D[1], (2], [4],DHn[1],DHr[1],DST[1]y DV[1]).

"tal técnica de comparacién puntual permite obtener también
estimacliones sobre la localizacién espacial de los conjuntos N(u) e I.
Sefialemos por ultimo que las funciones de comparacién (super y

subsoluciones) son usualmente tomadas con simetria radial.

Observacién 19.

Otro punto de vista diferente ha sido introducido por C. Bandle
[1][2] y F. Pacella y M. Tricarico PT[1]. Con el fin de poder comparar
la solucién del problema (1.1),(1.3) (con g=0) con la de otro problema
con condiciones de Neumann, estos autores utilizaron 1la nocién de
a-simetrizacién de una funcién en lugar de la simetrizacién esférica
aqui utilizada. Ahora la funcién a-simetrizada Cau es una funcién
esféricamente simétrica pero definida uUnicamente sobre un sector de
amplitud «. El resultado obtenldo es una comparacién puntual de tipo
Cyusv. en el sector Ca(ﬂ) de medida |Q| y amplitud ae(o,n2] adecuada y
v satisface condicliones de contorno homogéneas de tipo Dirichlet sobre
el trozo de casquete esférico y de Neumann sobre los hiperplanos late-
rales (vease también LPT[1] y BP[1]).
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4. Desigualdades isoperimétricas para el problema de Capilaridad.

En esta seccién abordaremos el caso de condiciones de contorno de
tipo Neumann (1.3). En todo lo que sigue, para simplificar 1la
exposicién supondremos

g(x)=geR (4.1)
En el caso de condiciones de contorno de Dirichlet estas han sido
homogeneizadas de manera sistemdtica con el fin de aplicar el Lema 2

que resulta o bien de la propiedad de Polya -Sezgo

I . A(|Vu |)dx = I A(|Vu|)dx vueh (@) (4.2)
Q Q

o bien de la férmula de Fleming-Rishel y la desigualdad isoperimétrica
clasica (3.42). En el caso que nos ocupa se tendra que la traza u|an
no es nula, siendo desconocida "a priori" por le que (4.2) no puede
ser utilizada. Por el contrario siguiendo MS5(1][2] verémos que el otro
camino antes seflalado conduce a buenos resultados. En 1lo que sigue
supondremos la propliedad geométrica

existe C>o tal que
HN_l(aEnan) - CPn(E) (4.3)

para todo medible EcQ con |E]<%|Q| ;
Aqui PQ(E) es el perimetro (en sentido de De Giorgi) de E relativo a Q
dado por
N
o i ) N 2
PQ(E).—Sup{|IEd1Vde|.w ...y eco@)", Ly¥ s} (4.4)

1=1
S1 llamamos

-
C = min{C:C verifica (4.3)}
el Teorema isoperimétrico de De Giorgi (DeG[)) y la propiedad (4.3)

arrojan la cadena de desigualdades

(N-1)/N (N-1)/N 1
min {|E|. [9-E|} = |E| o PRN (E) =
Nw
N
1 1
TR (HN_i(aEnanHPn(E)) s — (C+1)PQ(E) " (4.6)
Nw" Nw“

En consecuencia en Q se tiene una desigualdad isoperimétrica relativa

con constante

- 1
NwN
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Desgraciadamente ahora no es bien conocido el tipo de dominios que
realizan la igualdad en (4.6). Noétese que si 8ENdQ = o entonces
Pn(EFPRN(E). Sefialemos también que la condiclén (4.3) no es satisfecha
si 3Q tiene puntos cuspide pero una alternativa puede ser dada (MS[1]).
Sea ahora ueW'*(Q) una solucién débil de (1.1),(1.3). Definamos

1
k = inf{teR: [{ut}| s 5|a|} (4.8)
(notese que k puede ser negativo). Introduzcamos
w = u-k , wl=[w]+ , w2=[w]_. (4.9)
y sea
A=C Nw”" (4.10)

Consideremos ahora los problemas de Dirichlet simétricos

—dlv(Q(|Vv1|)Vvl) + AB(Avl+k) = Afr en Q;@ (4.11)
—div(Q([Vv2|)Vv2) - AB(—Av2+k) = Af: en Q;Q (4.12)
v,=0 en 60.. (4.13)

donde fl/Z representa una bola centrada en el origen y tal que
» »

1021 =100)/2.
El sigulente resultado ofrece una comparacién similar a la del Teorema
1 para B continua no decreciente.

1 H# 1, % # # %.*

Teorema 5 Sean felL (Q), fleL (/) con f‘ZO, f|=(f|) tales que, o
bien se cumple (3.3), o bien

sup—ﬁ;177§[max{Jsf (e)de, Isf (9)d9+g£C/C )s ,I fie)de+g (C/C )—_]slim

(Cy C‘ dadas en (4.5) y (4.7)) (4.14)

-
Sean V‘EHL'A(ﬂﬁJ verificando (4.11) y (4.12). Introduzcamos
W, (x)=av (x)

Definamos también

- S P
Kl"(s)=J-:B(wl(0')+k)do LK, (s)= J.OB(NI(O'Hk)dO' (4.15)
K, ,(s)= rst-azto)maa ,(s5)= Jsa(-w (¢)+k)do (4.16)
F, 1(S)=Jst~'+(0)da-+g_(C/C')S(N-“/". L(s)= r (¢)do (4.17)
! [
[z * L (N-1)/N [z #
Fl'z(s)—Jif_(o)d¢+g+(C/C )s . Fz,z(S)_ij- (o)do (4.18)

N
2

B(r)
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Entonces se tienen las estimaciones

II[K1|-Kz|]+"[,°’((0 lgl) = "[Fl,'pz|]+"L“((0 lgl). (4.19)
En particular si
Jsfl“(a)dv z JS?+(o)dc+g_(cxc')S‘"“”“ vse(0, |Q]) (4.20)
0 0

se tiene que

B(w +k) £ B(W +k) (4.21)
y si
r?;*(o-)d.r > ff_(v)dc+g+(C/C.)sw-”/" vse(0, |a]) (4.22)
0 (o]
entonces
B(-w,+k) > B(-W_+k) . (4.23)

Observacién 20. Antes de segulr expliquemos um poco el sofisticado
enunciado del Teorema 5. En primer lugar sefialemos que no se pide
condicién de positividad a u. La necesidad de renormalizar con A de
problema simétrico (4.10) nace de las limitaciones de la desigualdad
isoperimétrica relativa. As{ no es dificil comprobar que A=l
corresponde a cuando se tiene la desigualdad isoperimétrica clasica.
En otro orden de cosas sefialemos que 5]
S(w )={wk} , S(w)=fu<k} y S(w )usS(w,)=2 (S(.)=soporte)

de ah{ que se tenga

I BluCx))dx=[ Blutx))dax+[ Blutx)ax=[ Bw Go+kdaxs[ Blw_ (x)+k)ax
n >

S(wl) S(wz) S(wl) S(wz)

El primer término del anterlior sumando se estima por medio de KLI(S)
con ss|Q|/2 y el segundo por Kz.z(s) para s£|Q|/2. Es de resaltar
también que el dato de contorno de Neumann g interviene en el problema
radial como un término fuente y que es posible también tratar el caso
de g(x) no constante, en cuyo caso en el problema radial aparecen los
reordenamientos decrecientes (N-1)-dimensionales de g, Y 8_ (vease

MS[@ para un tratamiento del caso B=0).
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Veamos algdnas aplicaciones del Teorema 5.
Teorema 6. Supongamos la hipdstesis del Teorema 1 (en concreto (4.20))

y (4.22) Entonces para toda la funcién convexa no decreciente ¢ se

tiene que
8 ~ s -
J $(B(ule))do = I $(B(W, (¢)+k)do vselo, |Q]/2] (4.24)
o o
el . Ial-s -
[[$e(E@ae = [ 4(-p(-H,(0)+k))d0 vsel|a]/2.0] (4.25)
L] o]

(afiadir a la parte del Teorema 6).

En particular, si uz0 se tiene que

HB(u)uLw(n)suB(Avl+k)ﬂLw(n'/z)(vlewg’A(ﬂ./Z) verificando (4.11) (4.26)

y s1 B(s)=s, entonces para todo 1sps+w

luklP (g = A[""1uL’(n'/z)*IYzHL’(n'/z)] V.55

Demostracién del Teorema 6. Por (4.21) y (4.23) sabemos que Vse[o,[%l]

8 8
jma (¢)+k)do = J‘;m”: (¢)+k)do (4.28)
(o] 1 0 1

8 ;-]
—J B4 (e)+k)do = -I B(-H_ (¢)+k)do (4.28")
0 o

Por otra parte sl O0sss|Q|/2 sabemos que u(s)>k. Utilizando que

~ ~——

(u-k) =(u-k)  se tlene que
] ~ ] ] ~ 8 -
IB(u(a‘))do = JB((u-k)(v)ﬂ()dcr - Ia(u (¢)+k)do = Ia(w (¢)+k)do
0 o] o 3 [+] .

y entonces por el Lema 5 (con M=|Q|/2 y t0=0) conclulos que

{ ] 8
[ #8010 = [ 4B @)+k))d0 .
0 (o]

S1 sel|Q|/2,0] entonces u(s)sk y as{ utilizando ahora que

- ~
(u(s)-k)_ = (u-k)_(|Q|-s)
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se concluye que

el . el ol .
1[ B(i(0))d =f[ B(-((e)-k)_+k) =f{ B, (|Q]~0)+k) o =
8

|2l

|al-s -s
- I B(-_(0)+k)de s I -B(-H_(0)+k))de (4.28'")
(o]

o]

Aplicando de nuevo el Lema 5 con M=|Q|/2. t°=0, y(s)=-B(G(|ﬂ|-s))
z(s)=-B(-ﬁ2(s)+k) se llega a
al-s |

1o lal-s
¢(-B(-w2(6)+k))de=I ¢(-B(u(¢)))do'sj $(-B(-W,(8)+k))de.  (4.29)
0o s o

(afiadir a la parte 4.29)(Justo antes de la observacién 19)
Finalmente, sl uz0, operando como en el Corolario 1 se deduce (4.26)

toda vez que
~ » ~ ~
I8 @ gy=B@eN=B ] =(g" 5)=BaEN=BWI] = (o g 2)) St Por

otra parte B(s)=s

i
I |u-k|"ax = I
Q 0

y (4.27) resulta de (4.24) y (4.25).

Q|2 |Q|/s2_
|w |Pax + I |w_|Pax
1 o 2

Observacién 21. Conoclendo la estructura de B es posible estimar
explicitamente el término de la derecha de la desigualdad (4.27).
Sefialemos también que al 1igual que en la Observacién 7 las

comparaciones puntuales

- » -
w|(x) E Wl(x) xeN

son posibles cuando en el problema radial se prescinde del término de
absorcién. (Vease MS[2]). La generalizacién a ecuacliones satisfaciendo
(3.28') y (3.28'") sigue siendo valida.

Para la demostracién del Teorema S seguiramos también una cadena de
Lemas

{ema 6. Supongamos las hipdtesis del Teorema 5. Entonces
1(t) (t) .

" i
f(s)ds- . B, (W, (s))ds-gh  (I}). (4.30)

d 2
os-Sg[ aC|ww, [)|9w,| dst'"
dt {w1>t}' 1 o
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a 5 (1) ,(t) .
o:—af Q[vw_ [)]9w, | dxsrJ (fXs)ds+ B (-, (s))ds- g,  (r)) (4.31)
{w2>t} 0 0

siendo
Bk(r)=B(r+k) (4.32)

ul(t)=funcién de distribucién de W,

r:-{xean:(traza de w’)(x)>t} (4.33)

Demostracién. Multiplicando 1la ecuacién (2 1) por v=Tt T(wl).
dividiendo por T y pasando al limite cuandc t>0 se obtiene

d 2
__dt_{wqil‘;wl|)|\7wl|dx=J- fx)dx-|  BWOxNdx-gH _ (T})  (4.34)
1

fuppth Huot '

donde se ha utilizado que

=" = 2 =] =
Vu=Vw , Vw.le |Vw1| B(u)Tt.T(wl) B(w+k)Tt.T(w1) Bk(wz)Tc,r(wx)
as{ como que
1 wl—t
| em tpn @os[ e @0 s [ elom, (e
an {xed:w >t+t} {xedq: t<w st+T}
1 1

Por ultimo basta aplicar propiedades conocidas de ;‘ y W, para obtener
(4.30). La demostracién para "z sigue pasos similares pero ahora
observando que

2 wbilf= - -
Vw.Vw2=-|Vw2| , B(U)Tx,r(wz)-ﬁ( w2+k)Tt'T(w2)—Bk( wz)Tt,t("z)‘ o

Lema 7 Supongamos Q y f tales que, o bien se cumple (3.3), o bien

-

sup *[-———E————]Jf(e)de] + g C}slim B(r) (Cy C‘dadas en (4.5)(4.7))
(N-1)/N -

s>0 s o r-w

Entonces cpt sé€(o, |R]/2) se tiene

~

dw 1
- () s - B Jf (8)de- j B(W (6))do} + g c] (4.35)
a (s) a (s)
b 4
dw, i
- (s) s — B [ f_(e)de B(w (0))de} + g c]
g. a (s) a (s) J J '
siendo
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1 g (N-1)/N

« (s)=rie (C" dada en (4.7)). (4.36)

Demostracién. Per los resultados de MS([1] (Section 2) se obtiene que

LA B-x[ 1 d

1s —
Pﬂ({“x)tp Pn({wl>tp dt

Q(IVHII)|Vw1|2dx].(4.36\)
>t}
Utilizando (4.30) y la desigualdad (4.3) (l":={w1>t}nam se llega a
. u (t) gt 1 1(t)~ (t)_
Wt = Fe Sk [r f,(e)de- BK(HI(G))d9+g_CPn({w1>t})]
QY 0 o
Basta ahora utilizar la desigualdad isoperimétrica relativa (4.6), la

monotonfa de B™' e integrar cgmo en el Lema 3 para obtener (4.35). o

Demostracién del Teorema 5,Expresando el operador diferencial en
términos de la variable s=wur", r=|x| se tiene

dv ' Ne
1 1 - v(e)
T Tds (s) = a(s) . [ a(sTI [f (6)-p [ 1/N ]]de}-

CNw

* AN
como a(s)=C Nw" « (s), se concluye

P (s) = —

dwl 1 B~1[
a (s)

. 4J’ £*(0)de- I 8 (w(e))de}]

a (s)

Similarmente a la demostracién del Teorema 1 se sigue que
. b d dk:.x
« (s)B[-a (s)—55 1[—ds——(s)]]#khl(s) s F (s) en (o.Li;l)

k1,1(0)=0

Ademds de la construccién de w, se deduce que
w (s)=0  vsel|a|sz, |q]]

por lo que como B(0)=0

k;’i(l_(!ll)=0

Finalmente k 5 verifica (3.26) y la estimacién para kl i ¥ k2 , se
concluye por reduccién al absurdo. Analogamente se procede con k1 Y

2,2 O
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Obtendremos ahora algunas desligualdades de tipo 1soperimétrico
para la frontera libre. Para fijar ideas nos centraremos en soluciones
u no negativas. Existen dos casos distintos segin que k>0
(#|N(u)|<|Q|72) o k=0(e|N(u)|z|Q|/2)

Teorema 7. Sea B estrictamente creciente, B(0)=0 y feLl(ﬂ). Sea u
L]

solutién no negativa de (1.1),(1.2). Sean v ew'*(Q ) solucién de

(4.11) con ff verificando (4.20) , ffzo y vew' (Q ) solucisn de

1 2 2 * ,2C »
- div [Q(X|Vv|)\7v]+h B(v)=-a%(£_) -A = 'Ii_l eng (4.37)
-
v=k en 3Q . (4.38)
2
*
En el caso de k>0 y si vz0 en Q se cumple que
L]
v>0 en_g_ implica que u>0 en §l (4. 40)
y ademas
[NCu)|s|N(v)|. (4. 41)
Demostracién.

Supongamos ahora k>0. Definiendo f: tal que

S B ” ~
I f,(0)do =rf_(o~)da-+g+(C/C )s N1
0 0
se cumple (4.23). Pero si wz=Av2 con vzeN;A(ﬂ) verificando (4.12)
entonces, por la unicidad de soluclones, v=—Av2+k.
Observamos también que

N(u)={xen:w2(x)=k}

Ademéas, -B(-Gz(0)+k) es no creclente o y ;zsk pues uz0 por hipétesis.

Aplicando el Lema S5 se concluye que como B es estrictamente creciente

(szan‘“’=“w2|Lw(°'Lgl)siwzﬂLm(°'[gl’ (4.42)

-
Entonces si v>0 en 2 ha de ser Hz(x)<k y por (4.42) N2<k en Q lo que

afirma que N(u) es vacfo. Analogamente, tomando ¢=¢c convexa creciente

verificando
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$o(r)=0 si Osrsg(k)-e , ¢_(B(k))=1
VO<e<k, de (4.28’') y el Lema 5 deducimos haciendo s=|Q| que
Iﬂ¢e[-B(-wz(x)*k)*ﬁ(k)]deJQ,¢c[—B(—wz(x)+k)+3(k)]dx
s|dx
{xeq :B(-Wz(x)+k)<c}

Por tanto como ¢c(.)=0 y B es estrictamente creciente

N |=[{u=k}| = | $, (B )dxs|{xen: B(v(x))<c}].
fw =k}

Haciendo €%0 y como B871(0)=0 se deduce (4.41).

Para terminar establezcamos una desigualdad de tipo isoperimétrico
para el problema de obstéaculo
-div(Q(|Vu|)Vu)zf , u>0

en Q (4.43)
(-d1iv(Q(|Vu|)Vu)-f)u=0

Q(|Vu|)Vu.n=g en aQ. (4.44)

Teorema 8. Sea feL'(Q) y sea ueW**(Q) solucién fuerte de (4.43) y
(4.44). Supongamos (3.3) o bien (3.12). Sea I el conjunto de
coincidencia
:={xeQ: u(x)=0}
y supongamos que
Jldlv(Q(!Vul)Vu)dxso (4.45)

Para se(0, |Q|] definamos

laj/2 -1 1 S, C | _(N-1)/N
w(s).“ . —a—(;j- B [W . -f(B)dB+g(C—.)0‘ ] (4.46)
Por ultimo sea k>0 satisfaciendo (4.8) y supongamos
¥(0)>k. (4.47)
Entonces necesariamente
|1]<s
0,k
cons rafz unica de
W(so.k)=k. (4.48)

Demostracién. En primer lugar observemos que si u es solucién de

(4.43),(4.44) y si keR dado por (4.8) es tal que k>0 entonces 1la

160

© Del documento, de los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017



funcién w =[u-k]_ verifica que
wzsk c.Vp. xeN
I={xeﬂ:u(x)=0}={xenzw2(x)=k}.

Argumentaremos ahora como en el problema de Plateau de obstéaculo

superior. La inecuacién (4.43) es equivalente a la ecuacién multivoca

-div(Q(|Vu|)Vu)+B(u)>f en Q. (4.49)
con B dado por
0 sl r0
B(r)= * (-w,0] sl r=0 (4.50)
2 sl r<o0.

Multiplicamos la ecuacién (4.49) por Tt (wz) y observamos que

2
Yu=Uw vy Vw.Vw2=—|sz|.

Dividiendo por T y pasando al limite cuando 150 se obtliene

d 2 . 3
T Q(|Vw_|)|Vw = (f(x)-b(x))dx-gH (T)
dt J;w >l} 2ll 2| J;w >t} N-1 1

2 2

con beLl(n). b(x)eB(u(x)) cpt xeQ. Pero

J' (r(x)-b(x))dx=J' (f(x)—b(x))dx=I (f(x)—b(x))dx-fdiv(Q(|Vu|)Vu)dx
{w >t} {w,=kpfkow >t} “{low >t} I

z| f(x)dx
{k>w2>t}

Pero por la propledad de Hardy-Littlewood

Ilﬂl . L 1]
-f(x)dx = (-f)(s)(x )ds = Iu (-f)(s)ds
feaw <kp o {t<w <k} o

En consecuencia, obtenemos

(|1

d 12 2 = t
05— qp | QUvw, |)|vw |%dx = r (-f)(s)ds. +gH, (T )
{w >t} o

Por los resultados de MS[ ] se obtiene (4.36') para w, tanto

() " 1 rz(t)-lll~
1s B |- (-f)(8)de+gCP ({w_>t})|.
Poqw 5P [ Pn({wl>m[ . 8P (v, }]
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Por la desigualdad isoperimétrica relativa (4.6), la monotonia de B-ﬂ

tras integrar se obtiene que

d;z 1 _-1 1 ol LI C |, _(N-1)/N
- E‘(S)‘—*—B [—r——{I (-f)(B)dB—g(——;)s )
a (s) a (s) Yo C

casl para todo se(|I|,|Q|)

(4.51)

Integrando (4.51) entre |I| y l%l y recordando que w2(|9|/2)=0 se

obtiene

ksy(|1])
Finalmente, observando que ksﬂu“Lw(n) deducimos que
necesariamente ha de existir un (dnico) so'k tal que

k=w(so'k)

y como Y es estrictamente decreciente ha de ser ‘I|5so e

entonces
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