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1. Introducci6n. En este trabajo se considera una ampl ia clase de 

problemas cuasilineales elipticos de la forma 

-div(QCIVul )Vu)+ ~(u)=f(x) en n, 

con condiciones de contorno de tipo Dirichlet 

u=h en an 
o bien de tipo Neumann 

QC I Vu I )Vu.n=g en an 

( 1. 1) 

( 1. 2) 

(1. 3) 

Antes de explicitar con detalle las hip6tesis estructurales sabre 

Q y ~ conviene sefialar que dos elecciones de Q de especial interes son 

las que corresponden a las elecciones 

Q(r)=lN'i~ (1. 4) 

y 

Q ( r) =I r I p-
2 

, p> 1 ( 1. 5) 

Un tra tamiento monografico de los problemas ( 1. 1), ( 1. 2) y ( 1. 1), 

(1.3) con Q dada por (1.5) fue el objeto del libro D[2]. 

Problemas de esta naturaleza aparecen en numerosos contextos: 

reacciones quimicas en particulas cataliticas, fluidos no-Newtonianos, 

conducci6n estacionaria no lineal del calor, etc (veanse referencias 

en la obra antes citada). Es importante resaltar que la elecci6n de Q 

correspondiente a (1.5) incluye coma caso particular (p=2) a la ecua­

ci6n semilineal. 

-~u + ~(u)=f en Q ( 1. 6) 

Problemas con Q dada por (1.4) son de gran interes en Geometria 

Diferencial y en la Estatica de Medios Continuos. Asi por ejemplo, si 

u es la representaci6n no parametrica de una superficie definida sabre 

un abierto Q de ~N. es bien conocido que la curvatura media de la su­

perficie representada por u viene dada por 

NH 
= di v [-/-1-+-~-:u-l 2-

La ecuaci6n (1.1) impone a esa superficie una curvatura media H tal 

que H(x): =~(u(x) )-f (x)'. (vease, por ejemplo, GT [ 1] Capitulo 16). En 

Mecanica de Medios Continuos tal operador diferenclal aparece en 

fen6menos en los que interviene la tension superf lcial pues esta se 

expresa en terminos de la curvatura media de la superficle (ver, por 

ejemplo, F [ 1]. ) . El Problema de Plateau se reflere al estudlo de 

(1.1) con condlclones de Dlrichlet (1.2). Corresponde, por ejemplo, a 

una membrana elastlca sometlda a un campo de dlferencla de preslones 
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dado por H(x) y sujeta en su borde a un soporte fijo. El Problema de 

12 Capilaridad aparece en el estudio de la superficie de separacl6n 

entre un liquido y el aire (o mas en general entre dos fluidos) cuando 

se supone el liquido en reposo estatico sabre una vasija (que aqui 

suponemos cilindrica de secci6n Q). Sobre las paredes de la vasija es 

natural suponer una "condici6n de contacto" entre los dos fluidos y 

el material s6lido, lo que se expresa en terminos de la condici6n de 

contorno (1.3) (vease p.e. F[l)). Ambos problemas han sido objeto de 

co~sideraci6n por prestigiosos autores desde finales del siglo pasado. 

Seftalemos tambien el caracter no lineal del operador de segundo 

orden div(Vu// 1+1Vul 2
). Con frecuecia algunos autores le llneallzan 

suponiendo que !Vul varia en un rango muy pequefio en torno a cero, en 

cuyo caso la ecuaci6n (1.1) "se aproxima" a la ecuaci6n semilineal 

( 1. 6). 

Problemas de gran interes aparecen cuando la funci6n u genera una 

· frontera llbre deflnida por 

j=8Nn8P siendo N=~xeQ:u(x)=O~ P~xeQ: u(x)>O~. 

(supuesto que u~O). La zona N representa la regi6n de Q en la que la 

membrana toca el suelo, o bien la parte de la base de la vasija que 

queda seca (si por ejemplo el volumen de fluido es muy pequefio en com­

paraci6n con la secci6n de la vasija). 

El objetivo primordial de este trabajo es mostrar ciertas desigual­

dades de "tipo isoperimetrico" asociadas alas soluciones (1.1), (1.2) 

y (1. 1), (1.3). Asi como las bolas euclideas de ~N tienen la propiedad 

(isoperlmetrica) de poseer superficle minima entre todos los domlnlos 

de ~N con volumen fijado, las soluclones v de (1.1) planteadas sobre 
• • una bola C centrada en el origen y de voltimen In l=ICI tlenen tambien 

propiedades extremales en el conjunto de soluciones de ( 1. 1) sobre 

dominlos C con volumen prefljado. Estas propledades son de gran utili­

dad para obtener acotaciones "a priori" de las normas ~u~LP(C) de las 

soluciones de ( 1. 1). Tambien permi ten obtener estlmaciones sobre la 

medlda del conjunto nulo N(u) e incluso criterlos muy generales sobre 

su no exlstencla; es decir, sobre la pos1t1v1dad estricta de la solu­

c16n. 

La obtenci6n de las cltadas propiedades es llevada a cabo por me­

dlo de las noclones de reordenamientos decreclentes (escalar y 

8im6trico) u y u • de una func16n uEL1 
(C) introducldas ya por Hardy, 

Littelwood y Polya en los aftos velnte. En nuestro trabajo nos benefi­

ciaremos de una buena parte de desigualdades tecnlcas establecldas 
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previamente por G. Talenti T[l] (vease tambien el pionero trabajo de 

C. Maderna y S. Salsa MS[l] para condiciones de tipo Neumann). 

Los resultados que aquf se presentan contienen aportaciones de 

distlnto genero. En lo que conclerne al problema de Plateau se 

extienden los resultados de D[l], relatlvos a Q dado por (1.5), al 

caso de ecuaclones cuasillneales generales (1.1) lncluyendo, en parti­

cular, la elecci6n de Q deflnida en (1. 4). Tambien se extlenden los 

resultados de BM[l] y MS[3] para problemas de obstaculo a operadores 

generales del tipo (1. 1). Senalemos, por ejemplo, que aquf se daran 

estimaciones sobre 

siendo ~.=max(o,~). 

k 1 Csl=J.13cuc~Jld~ y k2 Csl=J.f3cvc~Jld~. 
0 0 

Tales estimaciones no parecen ser conocidas en el contexto de proble-

. mas elfpticos (un resultado de esta naturaleza es tambien reciente en 

la teorfa de ecuaciones parab6llcas no lineales D[S]) . En particular 

bajo adecuadas hip6tesis se concluye · la "comparaci6n en masa" de f3(u) 

y f3(v), lo que conduce a un buen numero de estimaciones sobre llf3(u) llLP 

y N(u). Por ultimo, senalemos que en lo que concierne al problema de 

tlpo capilaridad (esto es, con condiciones de contorno de tipo Neumann) 

los resultados que se presentan aquf parecen nuevos en la literatura 

incluso para el caso "senclllo" de la ecuacl6n semllineal (1.6). El 

plan del resto del artfculo es el siguiente: 

2. Hip6tesis estructurales, nociones de soluci6n y otros 

comentarios preliminares. 

3. Desigualdades isoperimetricas para el problema de Plateau. 

3. 1. Caso de f3 univoco . 

3. 2. Caso de (:3 multlvoco: comparac16n con el problema de 

obstaculo inferior. 

3.3. El problema de obstaculo superior. 

4. Deslgualdades lsoperlmetrlcas para el problema de capllarldad. 

5. Bibllograffa. 
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2. Hip6teeie eetructuralee, nocionee de eoluci6n y otros comentarios 

pre Uminares. 

En lo que sigue supondremos 0 abierto acotado de IRN de frontera 

regular y Q de clase C2 ((o,m)) tal que 

Q(r)r ~ O si r ~ 0 (2.1) 

Q(r)r2 es convexa y estrictamente creciente. 

Con respecto a f3 supondremos 

r ~ f3(r) es un grafo maximal mon6tono de IR
2 

OetHO) 

Obeervaci6n 1. 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

La hip6tesis (2.3) incluye, en particular, el caso de f3 funci6n 

continua creciente. Por simpllcidad en la notaci6n mantendremos el 

simbolo de igualdad en (1.1) para el caso de f3 multivoco si bien para 

mayor precisi6n habria que reemplazarle por el de pertenencia. 
0 

Nos ocuparemos en este trabajo de soluciones debiles de (1.1), (1.2) 

o (1.1), (1.3); es decir, satlsfaciendo 

J OCIVul)Vu.Vvdx+J f3(~)vdx = J fvdx 
0 0 0 

(2.5) 

6 

I Q( jvuj )Vu. Vvdx+J f3(u)vdx • J fvdx-J gvH _ (dx) 
o o o ao N 

1 
(2.6) 

respectivamente para toda funci6n test veC1 (0) (v=O en ao en el caso 

de (2. 5) ). 

Por razones que explicitaremos mas tarde (vease Observacion 5) 

trabajaremos con soluciones en espacios de Orlicz-Sobolev. Estos espa­

clos estan asociados a una func16n peso que aqu1 es dada por 

A(r): =Q(r)r2
• 

Se define, en primer lugar, el espacio de Orlicz 

LA(O) = ~f med1ble:3AEIR, J AClfCx)IA l )dx<m~ 
0 

(2.7) 

LA es \1Il espacio vectorial gracias a (2. 1) y (2. 2) y ademas es un 

espacio de Banach con la norma 

liq • inf ~ A>O: J A( If (x)/A I )dx:sq 
A Q 

Finalmente se define el espacio de Orlicz-Sobolev w1·•co) por 

w1·•cm = ~feL•co>: vrecL•co>>N~ (2.8) 

131 

©
 D

el
 d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
, 2

01
7



donde las derlvadas has de entenderse en sentldo de dlstrlbuclones. 

De nuevo W1 'A(O} es un espaclo de Banach con la norma 

N 8f 
~q1 A = llf!IA + L ~BX~A . 

• l =1 l 

Como es habitual, se denota por W1 'A(O} a la complecc16n de C1 (0} con 
0 0 

la norma ~·II . (Vease Ad[l]}. 
1,A 

Antes de preclsar la noc16n de soluc16n debll que emplearemos lndlque-

mos que por slmpllcldad nos llmltaremos al caso de condlclones de con­

torno constante 

g(x}a:g h(x}•h~O (2.9} 

Definici6n 1. Dlremos queues soluc16n debll de (1. 1),(1.2) [resp. 

(1.1),(1.3)} sl u-heW1 'A(O}, f3(u}eL1 (0), y (2.5) tiene lugar para todo 
0 

veW1 'A(O}nL~(O} [resp. ueW1 'A(O}, f3(u}eL1 (0), y (2.6) tlene lugar para 
0 0 

todo veW1 'A(O}nL~(O}]. 
a 

Obeervaci6n 2. 

Las lntegrales lntervlniendo en (2.5) y (2.6) cobran perfecto sentido 

en las condiciones anteriores por medio de las desigualdades de Young 

y de Cauchy-Schwartz (Vease T[l]p 164). N6tese tamblen que sl Q viene 

dado por (1. 5} entonces W1 'A(O)=W1 'P(O} (espaclo de Sobolev s~bre 

LP(O}). Para O como en (1.4} se tiene que W1 'A(O}=W1
'

1
(0} (vease T[l] 

0 0 

p 181}.
0 

Obeervaci6n 3. 

Cuando 13 es un grafo multivoco la noc16n de soluc16n debll de 

(1.1), (1.2} debe modificarse en el sentldo siguiente: existe beL1
(0) 

con b(x}ef3(u(x)) cpt xeO tal que 

J Q( I Vu I }Vu. Vvdx + J bvdx • J fvdx (2.10) 
0 0 0 

VveW~'A(O}. De manera analoga se procede para el problema (1.1)(1.3}.
0 

Es importante sefialar que en este trabajo no se desarrolla ninguna 

investigaci6n sobre la exlstencia o un1cldad de soluciones debiles de 

(1.1). Por el contrario, supondremos en todo momento que tales solucio­

nes existen y son \micas. Se tratara pues de resultados obtenidos "a 

priori" de la teoria de la existenc1a. 
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A modo de observac16n sef\alemos que resul tados de existencia de 

soluciones debiles seg\ln han sido aqui introducidas pueden encontrarse 

en Vi[l], Do[l], Go[l], LMu[l], [2] y Vu[l]. Para el caso Q dada por 

(1.4) existe una abundante literatura sabre la teoria de existencia 

de soluciones variacionales (vease, por ejemplo, Ge[2], Gi[l] y F[l] y 

la bibliografia de esos trabajos). El caso de ~ multivoco es tratado 

en Has [ 11. Brk [ 1] y Ge [ 1] entre otros. Un tratamiento unificado de 

la ecuac16n ( 1. 1) conteniendo en sus hip6tesis los cases ( 1. 4) y 

( 1. 5) fue presentado en DST [ 1]. Por ultimo recordaremos aqui 

que la obtenc16n de soluciones con gradiente acotado ueW1
'

00
(C) 

requiere necesariamente hip6tesis sabre la curvatura de 80 (vease por 

ejemplo DST[l] y su bibliografia). 
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3.- Deeigualdadee ieoperimetricae para el Problema de Plateau. 

En esta seccl6n utlllzaremos tecnlcas de reordenamlento slmetrlco 

para obtener un crl terlo de comparac16n en masa para el Problema de 

Plateau. Veremos que el tlpo de resultados es de dlstlnta naturaleza 

segun que ~(u) sea univoco o multlvoco. Comenzaremos por recordar al­

gunas deflnlclones de lnteres: 

Definici6n 2. Sea u:CHR medlble, llamaremos func16n de d1str1buc16n 

de u a la func16n µ dada por 

µ(t)=l~u>t~I , donde IGl 2 medlda de G, y ~u>t~=~xeO:u(x)>t~ . 

Llamaremos reordenamlento decreclente de u a la func16n u: (0, IOll~ 

dada por 

u(s)•lnf~tER:µ(t)~s~. 

Flnalmente, llamaremos reordenamlento slmetrlco de u a la func16n 
# • 

u :0---+ ~ dada por 
II - H u ( x) =u ( w H I x I ) 

donde w es el volumen de la bola unldad en R" y 0
11 

representa la bola 
H 

centrada en el origen y de volumen IOI. 

Algunas monografias ocupandose de un tratamlento exhaustlvo de 

esas noclones y dlversas apllcaclones en Fislca-Matematica son HLP[2), 

Pos[l], 8[2], Mo[2] y Ka[l]. Nuestro objetlvo sera obtener estlmaclo-
• nes sobre u cuando u es solucl6n de (1.1), (1.2) o (1.3). En parti-

cular obtendremos clertos resultados de comparacl6n aunque en ge­

neral la comparac16n no sera puntual. Un crlterlo alternatlvo es el 

slgulente: 

Definici6n 3. Sean veL1 (0) y weL1 (0•). 

concentrado en masa que w (y lo denotaremos 
t t 

J v(~)ds~J w(s)ds Vte[o, IOll , 
0 0 

o, equlvalentemente, sl 

Dlremos 
~ por v_w) sl 

que 

J / (x)dx~J 
B (o) B (o) 

• w (x)dx • VrE[o,R] con 0 =BR(o) , 

r r 

v 

• • slendo v,w(resp.v ,w los reordenamlentos decreclentes 

slmetrlcos) de v y w. 
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Observac16n 4. 

Al parecer comparaclones de esta naturaleza fueron ya lntroducldas 

por Hardy-Lit telwood-polya en HLP [ 1). Reclentemente esta noc16n ha 

sldo fructlferamente utlllzada para el tratamlento de problemas 

de evoluc16n por Vazquez (V[l]). 

3.1. Caso de~ univoco. 

Supongamos que ~ es una func16n continua mon6tona no decreclente 

con ~(0)=0. Comencemos por el caso de condlclones nulas en el borde 

• 1 1 A Teorema 1. Sean 0
1
=0,0

2
=0, f

1
eL (0

1
) con f 1 ~0 y sea u

1
eW

0
' (0

1 

soluc1on deb11 (no negat1va) de (1.1) correspond1ente a f=f
1

, 1=1,2. 

Def1namos 

k cs>=J·~c\i <er> )dcr 
l l 

0 

F (s)=J •f (cr)dcr 
l l 

0 

Introduzcamos la func16n aux111ar 

B(r)=Q(r)r (=A(r)/r). 

Supongamos que, · o b1en 

o b1en 

llm B(r)=+co, 
r->oo 

max ~ ~f1~LN(O)' lf2llLN(O.) ~!ii (~:: B(r))Nw~/N • 

Por ultimo, sea f
2 

s1metr1ca y decrec1ente e.d . 
• f =f 
2 2 

Entonces se t1ene la est1mac16n 

l£k1-k21+11Lco((o, joj )) !ii PF1-F2 1 +~Lco((O, IOIJl' 
s1endo [~J.smax(o,~). En particular 

f ~f 1mpl1ca que ~(u )~~(u )• 
1- 2 1 - 2 

(3. 1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

Antes de pasar a la demostrac16n del Teorema 1 seflalemos algunas 

consecuenclas relevantes. 

Corolario 1. Bajo las h1p6tes1s del Teorema 1, s1 f ~f entonces para 
1- 2 

toda func16n convex& no decrec1ente ~ se t1ene que 
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(3.8) 

En particular 

Vl~p~oo. (3. 10) 

Con respecto a la frontera libre ~. o mas concretamente al conjun­

to nulo N(u), se derivan dos consecuencias distintas segun la homoge­

neidad de la condici6n de contorno o no: 

Corolario 2. Sea feL 1 (0), f~O. Sea~ estrictamente creciente . 

Sea ueW1 'A(O) soluci6n debil de (1.1). Consideremos veW1 'A(O*) 
0 0 

verificando 

-div (Q( IVv l )Vv) + ~(v) = f • • en n 
Supongamos tambien que , o bien se cumple (3.3), o bien 

llfllLN(O) ~ (lim B(r))Nw~/N 

Entonces si S(v)cn se tiene que 

IN(u) I ~ INCv) I· 

(3. 11) 

(3 . 12) 

(3. 13) 

Corolario 3. Sea ~ estrictamente creciente y sean f=O, h(x)=h>O tal 

que, o bien se cumple ( 3.3), o bien 

~(h) IO l 1 /N~ (lim B(r))Nw1 / N 
N 

r~ 

(3. 14) 

Sea u soluci6n debil de (1. 1),(1.2) y consideremos veW1 'A(n•) radial 

Entonces 

Ade mas 

-div(Q(IVvl )Vv)+~(v)=O 

v=h 

* 

• en n 
• en an 

v>O en n implica u>O en n . 

jN(u) l~IN(v) I· 

(3. 15) 

(3 . 16) 

(3. 17) 

Pasemos ~hora a las demostraciones. La del Teorema 1 requiere una 

cadena de Lemas tecnicos previos.Por no alargar la exposici6n su demos­

straci6n es solo esbozada de manera sucinta . 

Lema 1. En las hip6tesis del Teorema 1 y si ueW1 'A(n) es una soluci6n 
0 

no negativa de (1. 1) entonces la func16n decreciente 
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es Lipschitz continua y se tiene la desigualdad 

(3. 18) 

cpt t>O, siendo µ(t) la funci6n de distribuci6n de u. 

Demostraci6n . El resultado es una variante del Lemma 1 de T[l] donde 
µ(t) 

(3. 18) es establecida para ueW1
'A(Q) pero sin el termino J ~(u(s))ds. 

0 0 

Para hacer intervenir tal expresi6n basta utilizar la monotonia de. ~ y 

+oo r'1 ( t) 
f ~(u) = f ~(t)(-dµ(t)) = J_ ~(u(s))ds 
~ u>t ~ t o 

(veanse detalles en D(2] Lemma 1.29 para soluciones ueW1
'P(Q)). 

0 D 

Lema 2. (T[l]) . Sea zeW1
' AW) no negativa. 

0 
Entonces si µ(t) es la 

funci6n de distribuci6n de z se tiene que 

con el convenio de 

8-1 (o-)=+oo si o->lim 8(r) 
r~ 

D 

Lema 3. Sea u eW1
'A(Q ) soluci6n de (1. 1) con f como en el Teorema 1. 

I I I 

Entonces el reordenamiento decreciente u de u es absolutamente 
I I 

continua en (o, ln l ] y satisface 

du 
- ~Cs) ~ ah-J--8-

1 (a~s) {r1 Ce)e-{~cu 1 Ce) )de~) 
siendo 

(3 . 20) 

(3.21) 

Demostraci6n . Resulta de adaptar el Lemma 1.31 de D[2] . La idea 

directriz es utilizar que 8-1 es no decreciente (por (2.2)) y enlazar 

(3. 18) y (3 . 19) para obtener 

1 ~ -µ'(t) 8-1 ( 1 1 r'1<t>r 1 ce)cte-r'1<t~cli 1 ce))de~) a(µ(t)) a(µ(t)) J
0 

J
0 

(3 . 22) 

(Una aplicaci6n de la desigualdad de Holder permite ver que 8- 1 puede 

ser aplicado gracias a la hip6tesis (3.4)). Finalmente (3.20) resulta 

de (3.22) por integraci6n entre t =u Cs )-c y t =u Cs ) 
1 I 1 2 I 2 

con c>O 

arbitrariamente pequefio y O<s 1 ~s2~1nl tales que u Cs )<u Cs ) . 
I 2 I 1 D 
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• Lema 4. Sea f =f e.d. f es radlalmente slmetrlca y decreclente a lo 
2 2 2 1 A • 

largo de los radios. Sea u eW' (0) soluc16n debll de (l.l),. 
• 2 0 

Entonces u
2
•u

2 
y se verlflca 

du2 1 -1 ( 1 r· - r· - ) - """"(i.""(s) • CiTSJB ~ /
2
(9)d9- /Cu2 (9))d9~ en (O, IOI) (3. 23) 

Demostraci6n. Basta utilizar . la unicidad de soluciones junto a 

cUculos rutinarios para expresar la ecuaci6n ( 1. 1) aplicada a una 

- N funci6n u(x)=u(s) con s=wNr r= Ix I en terminos de una ecuaci6n 

diferencial ordinaria para u(s) (vease p.e. 0[21 lemma 1. 32) . 
c 

Demostrac16n del Ieorema L De la def1nic16n de k
1 
(s) y de las 

relaciones (3.17), (3. 18) deducimos que 

dk 
l -dS(s) • '3(u1 (s)). 

Asi, k
1 

verifica los siguientes problemas de segundo orden 

a(s)B(-a(s) :s rC ::
1
(s))) + k1(s) ~ F1(s) en Co, IOI) l 

k1 (o)=O , k~ (IOI )=O r (3. 24) 

con r el grafo maximal mon6tono dado por 

r='3-1 • (3.25) 

en (o , llllJ t (3. 26) 

Como k
1
eC([o, IOl1>. po~emos suponer que existe s

0
e[o, IOl1 tal que 

Pk1-k21+11Lco((o, IOI)) • (k1-k2)(so) > l£F1-F2 1 +~Lco((O, ICI)) 

pues en otro caso no hay nada que demostrar. Es claro que s
0
>0. Si 

s
0

<IOI definimos z:•k
1
-k

2
eW2 'co(s

0
-c,s

0
+c). Supongamos por el momento 

que r E C1 y que r es estrictamente creciente. Entonces 

r(k~ (s))-r(k;(s))=z' (s)c(s) (3.27) 

con 
1 

c(s) = J r' ('tk' (s)+(l-'t)k' (s))d't>O. 
0 1 2 

Por otra parte, lntroduclendo 
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Jl [ d dk d dk ] 
d(s)= OB' -a~s)~Tdsr(ds1 (s))+1-T)ds r(ds

2
(s)) dT c~o pues Bes creciente) 

se tiene 

[ ( 
d dk ( s ) ) ( d dk ( s ) ) ] d ( d ) 

a(s) B -a(s)ds r(~) -B -a(s)ds r(~) =-a(s)
2
d(s)ds c(s)dsz(s) <0 

sobre (s -c, s +c), pues 
' 0 0 

F (s)-F (s)-k (s)-k (s)sll[F -F 1 II -(k -k )(s)<O en (s
0
-c,s

0
+c). 

1 2 1 2 U 1 2 +UCJO 1 2 

En consecuencia 

- - c(s)--(s) <0 d ( dz ) 
ds ds (3.28) 

Lo que contradice que z alcance SU maximo en el punto interior so. 

Para el caso de r maximal mon6tono no necesariamente de clase C1 la 

expresi6n (3. 27) toma sentldo con c(s)~O, aproximando r por rA. 
aproximac16n Yoslda de r (vease, por ejemplo el Lema 4 de DM[1][2]). 

Flnalmente sl s
0 
=IOI, (3. 28) tlene lugar en (I Ol-c, IOI), lo que 

lmpllca que z' CIOI )>0 y contradlce las condlclones de contorno. Por 

tanto, un tal s no puede exlstlr y (3.5) queda demostrado. 
0 . ~ 

La propledad (3 .. 7) es ahora obvla dado que f
1
J

2 
lmpllca que [F

1
-F

2
1+•0 

y entonces Vse[o, IOIJ 

Observaci6n S. 

La conclus16n del Teorema 1 es vallda para el caso mas general en 

que u
1 

es soluc16n debll de la ecuac16n 

N 8 -E -ax--- a 1 (x,u,Vu)+~(x,u)=f(x) en 0 (3.28') 
l =1 l 

donde a
1 

son funclones medlbles tales que 

N 

-r a 1 ex, u.~ 1 >~ 1 ~oc1~1>1~1
2 (3. 28'' ) 

l•l 

(la demostrac16n s6lo requlere una facll modiflcac16n del Lema 1). De 

hecho un argumento de este estllo permlte ver con clarldad la necesl­

dad de trabajar en el espacio de Orllcz-Sobolev W1 'A(O). 

En efecto, una hip6tesls del tlpo "V compacto HcRN exlste C=C(H) tal 
2 p " \ 

que Q( l~I) l~I it: C(H) l~I V~EH y para alg\in m>l" petmitlrfa. obtener la 

comparac16n en masa del Teorema entre u eW1 'CJO(O) soluc16n de 
1 

(1 1) (1 2) y u eW1 'P(O•) satlsfaclendo • ' . 2 0 
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I I 
P-2 -C div( Vv Vv)+~(x,v)=f2 

• en 0 . 

En ese case, el espacio de trabajo seria el espacio de Sobolev usual 

w1 
• P (0) pero a cambio la naturaleza del problema simetrizado seria 

0 

dis tin ta. 
a 

Obaervac16n 6. 

La estimaci6n en Lm dada por (3.6) y su demostraci6n parecen nue­

vas en la literatura. Resultados inspirados en la misma filosofia aun­

que relatives a problemas parab6licos pueden encontrarse en DM[l], [2] 

y D[S]. La relaci6n (3.6) expresa que 

A:D(A)~Lm((o, IOI)) dado por 

D(A)=~veW2 ' 00 ((o, IOI)): v(o)=o , v' (IOI )=o~ 

Av=a(s)B(-a(s) :s 7( :~ >) 

el operador 

(3.29) 

es T-acretivo (T-accretive en ingles, T-accretif en frances) en el 

. espacio L
00

((0, IOI)). La consecuencia (3.7) ha sido mostrada por diver­

sos autores en casos particulares con respecto a las hip6tesis del 

Teorema 1 (vease p.e. Ch[l] y Li[l] para el case de ecuaciones llnea­

les y M[l], V[l], Mo[l] y 0[2][3] para ciertas ecuaclones no 

llneales. En todos ellos el argumento para concluir la comparaci6n 

(3.7) es distlnto al aqui introducldo. 
0 

Observaci6n 7. 

La comparac16n puntual 

• en 0 

es bien conoclda (vease T[l}, AlTr[l]) cuando u eW1
'A(O) se toma 

2 0 

la soluc16n de la ecuac16n no perturbada 

• -dlv(QCIVvl)Vv) = f
2 

en 0 

y por tanto de naturaleza dlstlnta a (1.1). 
0

. 

Observaci6n 8. 

(3.30) 

como 

(3.31) 

Es facil comprobar que para Q dada para (1.5) se tiene lim B(r)=+oo 
r-+ai 

y asi el Teorema 1 es valido sin restricc16n alguna sobre f
1

• Por el 

contrario, para Q dada por (1.4) se tiene que lim B(r)=l y la cond1c16n 
r-+ai 

(3.4) es requerida sobre f
1

• Tal cond1c16n es necesaria para la exis­

tencia de u
2 

en el caso de ~·o (Ta[l]).
0 
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Los Corolarios 1,2 y 3 resultan de la aplicaci6n del siguiente 

Lema 5. Sean y, z: (0, M]~(-co, +co) cont 1nuas con y( s) no creclente y 

tales que 
t t 

J y(s)ds$J z(s)ds 
0 0 

Vte [o, M]. (3.32) 

Sea ~:~-+IR continua y convexa con 

"t
0 
=min~ "tE (-co, co):~· C-t)ii!::O ~ (3.33) 

Entonces 
t t 

J ~(y(s))ds$J ~(z(s))ds 
0 0 

(3.34) 

siendo 

(3.35) 

Demostrac16n. Basta suponer ~eC2 (1R) e yec1 ( (0, M)) pues en otro caso 

se regularlzan ~ e y pasando al l:imlte en la conclus16n. Por ser ~ 

convexa se tlene que 

Va, belR. ~(a)-~(b)ii!::~'(b)(a-b) 

y ademas como ~'(T) es creciente ~'("t)ii!::O 

tiene que 

Vtii!::T . Sea entonces tii!::t . Se 
0 0 

t t t 

J ~(y(s))-J ~(z(s))ds ~ J ~'(y(s))(y(s)-z(s))ds • 
0 0 0 

t t t 

~'(y(t))J (y(s)-z(s))ds - J ~~''(y(s))y'(s)J (y(cr)-z(cr))dcr~s 
0 0 0 

pero como y es (mon6tona) no creclente, t$t
0 

1mpl1ca y(t)ii!::y(t
0

)ii!::T
0 

y 

por tanto ~'(y(t))ii!::O. La conclus16n se deduce ahora de la h1p6tesis 

(3. 32). c 

Obaervaci6n 9. 

El lema 5 en e~ caso particular de~ creclente (e.d. T
0
=0 y enton­

ces t
0 

=M) se sue le atribuir a HLP[ 1) (veanse una demostrac16n en 

8[2)). 
c 

Demostrac16n del Corolarlo 1.... Por 

~(u )~~(u ) por lo que basta aplicar 
1 ,.., 2 

Z(t)=~(u (t)). La est1maci6n (3. 10) se 
2 

el Teorema 1 sabemos que 

el lema s a y(t)=~Cu1 (t)), 
obtlene tomando ~(t)=tp p>l y 

ut111zando la equilntegrabllldad de ~Cu ) y ~Cu ) para cualquier 
l l 

fun-

c16n mon6tona ~· Por ultimo (3.9) se obtlene haclendo p-++~. 0 

141 

©
 D

el
 d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
, 2

01
7



Observaci6n 10. 

N6tese que si {3 es estrictamente creciente entonces (3.9) implica 

que jju
1 

Ill co(Q)~llu2 llL co(Q •) . Dada la simetria radial de u
2 

no es dificil 

obtener estimaciones explicitas de ~u2 ~Lco(a•) en terminos de adecuadas 

norm;s llf
2

11Lq(Q•) con q~p . Esta es de especial interes cuando se toma 

f
2
=f

1 
pues en esta forma se muestran "efectos regularizantes" (vease 

p . e. T[l]. Mo[l], AlTr[l], etc). 
0 

Demostraci6n del Corolario b_ La conclusion sera consecuencia del 

estudio de la cantidad Ru=liu>O~l=µ(o). Observemos que 

r1' 0 0 
J_u f3(u(sllds = J f3(u(µ(tllldµ(tl = J f3(tldµ(tl 

O +co +co 
(3.36) 

Supongamos ahora S(u)cQ. Entonces se tiene que Vu . n=O en 80 y Vv . n=O 
• en 80. Par tanto, utilizando que Vu.n~O en 80 se tiene que 

J {3(u(x))dx=J f(x)dx+J div(Q(jVul )Vudx 
a n n 

=f r(xldx+J Q( 1vu1 ivu . nH _ (dxl 
a aa N 

1 

=J f(x)dx=J .r.(x)dx=J .f3(v(x))dx+J •div(Q(IVvj )Vv)dx 
a a a a 

En consecuencia 

~ J .f3 (v (x) )dx. 
a 

1a1 IOI 
J {3(u(~))d~=J {3(u(x))dx~J .f3(v(x))dx=J {3(~(~))d~. 

o a n o 

Concluimos entonces que 

1a1 ~ 1a1~ s ~ 1a1 ~ J {3(u(~) )M=J (3(u(~) )M-J {3(u(~) )M~J {3(v(~) )d~. 
s 0 0 s 

Para todo se[O, ICIJ. Veamos que IN(ull~IN(v)j o equivalentemente que 

Ru~Rv donde de nuevo Ru=IS(u)j=µ(O) y Rv=IS(vll=v(O). par reducci6n al 

absurdo. Supongamos Ru <Rv. En tonces coma {3 ( 0) =O y {3 ( r) >O s i r>O se 

tiene que 

1a1 Ru 1a1 Rv 
J {3(u(~) )M=J {3(u(~) )M~J {3(~(~) )M=J {3(~(~) )M. 'v'sc[O, 101]. 

s s s s 

Tomando s=R se concluye que 
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R 

o~f vf3(v(cr) )dcr 

R 
u 

lo que contradice que (3(v)>O en [R ,R ). 
u v a 

Demostrac16n del Corolario J.:.. Basta razonar come en D[2] Theorem 1.28. 

Recordaremos aqui la idea de la demostrac16n. En primer lugar se 

homogeneiza la condici6n de contorno introduciendo U(x)sh-u(x), 
1 A 1 A • V(x)=h-v(x). Ahora UeW
0

' (0), VeW
0

' (0 ) y OsUsh, OsVsh come se deduce 

del principle del maximo para u y v. Ade mas se tiene que 

-d 1 v co c I vu I >vu> + ~(U) /3 (h) en 0, (3.37) 

+ ~(V) • -d 1 v co c I vv I > vv > /3 (h) en 0 (3.38) 

con 

~(r):=/3(h)-(3(h~r) 'v'relR. (3.39) 

• El Teorema 1 puede ser ahora aplicado con f
1
E(3(h) en 0, f 2=(3 (h) en 0 . 

de lo que se concluye (3.7) e.d. 

f ~(~(U(x)))dx s J .~C~(V(x)))dx 
0 0 

(3.40) 

• si ~ es convexa y no decreciente. Supongamos ahora que v>O en 0 . Como - . /3 es estrictamente creciente Os(3(V)</3(h) en 0 y asi 

es decir, 

~(U)</3(h)=~(h) en 0. 

Como ~ es estrictamente creciente concluimos que u>O en 0. Para 

demostrar (3. 17) se fija c>O y se ut111za (3. 40) con ~c(r) convexa 

creciente tal que 

~c(r)=O si Osrs~(h)-c y ~c(~(h))=l (3.41) 

Se concluye pasando al limite en (3.40) cuando c-+O. a 

Observaci6n 11. 

Es interesante contrastar las desigualdades (3.13) y (3.17). En 

ambos cases se trata de desigualdades "de tipo 1soper1mitr1co". Recor­

demos que la desigualdad clasica 1soper1metr1ca ~segura que si D es 

una reg16n acotada de IR" de volumen A y si 8D tiene de · a~ea L entonces 

L~Nwt/NA <N-t>/N (3. 42) 
N 

y la igualdad se tiene si y s6lo si D es una bola. En otras palabras; 

entre todos los dominios D de volumen fijado (=A) la bola es el 

dom1n1o que tiene !!l!ll!QL superficie de contorno (perimetro si N=2). a 

l.+3 
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3.2. Caso de f3 multivoco: Comparaci6n con el problema de obstaculo 

inferior. 

El Teorema puede ser extendido al caso de f3 grafo maximal 

mon6tono multivoco (recordaremos que el papel de {3(u) lo juega ahora 

la funci6n b mencionada en la Observaci6n 3). Supongamos primero f 1 ~0: 
• t 

Teorema 2. Sean 0
1
•0,0

2
•0, f

1
EL (0

1
) como en el Teorema 1 y sean 

u eW1 'A(O ) soluc16n debll no negatlva de (1. 1), correspondlente a f=f 
1 0 1 l 

Sea b eL1 (0 ), b (x)e{3(u (x)) cptxeO el termlno reallzando la lgual-
1 1 l 1 1 

dad en (2. 10). Deflnamos F
1 

como en (3.1) y 

k (s)=J
8

b (~)d~ (3.43) 
1 1 

0 

Entonces se tlene la est1mac16n (3.6). En particular 

f ~f lmpllca que b ~b 
t- 2 t- 2 a (3 . 44) 

La idea de la demostraci6n consiste en aproximar f3 por funciones {3A 

tales que cuando A~ las soluciones correspondientes uA verifiquen que 

uA~u y {3A(uA)~b (vease p.e. D[l] Theorem 2.20 para el caso de Q lineal 

y DST[l] Teorema 1 para Q verificando la hip6tesis (2.11)) . 

Observaci6n 12. 

En el caso del Corolario 3 una hip6tesis natural es 

f3 es univoco en r=h, f3_(o)(:=inf~te{3(o)~)=O, (3.46) 

y f3 no necesariamente estrictamente creciente. La conclusion (3. 16) 

ahora se debe reemplazar por 
• bv(x)>O en 0 implica b(x)>O en 0. (3.47) 

Para demostrar (3.47) basta recordar que por el principio del maxima 

Q$u$h, Q$v$h y por tanto Q$b ~f3(h). 
u 

Introduciendo U=h-u, V=h-v se 

tlenen (3. 37) y (3. 38) donde ahora la igualdad. en las ecuaciones se 

produce con las secciones de ~(U) y ~(V) dadas por {3(h)-b y {3(h)-bv 

respectivamente. Por ultimo (3.47) se deduce de nuevo por la 

estimaci6n en Lm. Finalmente la desigualdad (3. 17) (bajo la hip6tesis 

(3.46) tiene como resultado similar 

IN(b) 1$1NCb) I· 
0 

(3.48) 

Tal como se sei'lal6 en la Observa:c16n 7 la comparac16n puntual 
• • u
1 

(x)su
2 

(x) en 0 se tlene cuando u
2 

es elegida como la soluc16n 

radial sin Urmino de perturbaci6n ({3(u
2

)•0). El resultado siguiente 

es de especial interes en el caso de f3 multivoco pues asegura la 
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comparac16n puntual con u2 soluc16n de un problema de tipo obstaculo. 

Prescindiremos ahora de la hip6tesis f~O: 

Teorema 3. Sean Q =O, Q =Q • y f eL 1 W ) . Sea ueW1
' A (Q) ver if lcando 

1 1 •• l l 0 
(1.1) con f=fl y sea u2eW

0
' (Q) soluclon slmetrlca del problema de 

obstaculo 

-div(QC!Vvl )Vv)~f -~+(0) , v~O 

donde 

Entonces 

Ade mas 

f ~f lmpllca 
1- 2 

en Q 

• • u
1 

(x)su
2

(x) cpt xeQ 

y se tlene la caracter1zac16n s1gu1ente: 

• 
INCu2>l=IO I s1 

INCu2) I=~ sl 

• cpt xeO , 

f .er (x)-~ (O))dx~o y f ·~ CO) 
0 2 + 2 + 

• 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

s1endo s
0
e] l~f2-~+(0)>0~I· IO I [ la unlca soluci6n de K

2
(s

0
)=0, K

2 
dada 

por 

K Cs>:=f.cr ea>-~ co>>da. 
2 2 + 

0 

(3.56) 

Demostrac16n. Seguiremos de cerca la demostrac16n inicial de BMl] 

(vease tambien D[l] Theorem 2.22), por lo que s6lo daremos las ideas de 

sus dlferentes etapas. La desigualdad equivalente a (3.18) es ahora 

d I 2 r"'(t) _ + 
0 ~ - dt Q( IVuj) IVul dx ~ L (f(s)-13 (o) )ds • 

~u>q O 

(3.57) 

Para justlficar tal modlficac16n hay que acudlr a la demostrac16n 

detallada de (3 . 18). Se utlllza come func16n test 

v=T (u) t,T 

en la expresl6n (2.5) y en nuestro case (2.10) slendo t,T>O y 

Tt,T:R~ deflnlda por 
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I 0 si Ossst 

T ( ) = ) s-t si t<sst+T t,T S 

t si t+T<s 

La observaci6n clave es que si be~(u) entonces 

b(x)T (u(x)) ~ ~+(O)T (u(x)) 
t,T t,T 

(3.58) 

cpt xeQ (3 . 59) 

pues si u(x)>O entonces b(x)~~_(u(x))~~+(O) y sl u(x)•O entonces 

Tt,T(u(x))=O. La desigualdad (3.57) se termlna por paso al limlte T-+0. 

El segundo ingredlente de la demostrac16n es la deslgualdad 

du ( • ) - ~(s)~B-1 cxTsPJ0 cr1 C0>-~+(o))d0~ cpt se(o, µ(o)) (3.60) 

analoga a (3.20). El unico paso delicado es justificar que la 

integraci6n de la desigualdad similar a (3.22) conduce a (3.50) . Ello 

requiere mostrar que la funci6n 

K Cs):=J.cr ea>-~ Co))de 
1 1 + 

0 

(3. 61) 

es tal que K
1 
(s)~O cpt se(o,µ(o)), sl µ es la func16n de dlstrlbuc16n 

de u, lo que se deduce ahora de (3.57). 

El tercer paso conslste en demostrar que u
2 

deriflca una expres16n del 

tipo (3.60) pero con lgualdad (al igual queen el Lema 4) . 

Esto se deduce de la unlcldad de soluclones tras pasar el operador 

diferencial a la variable real s=wNr", r~lxl. Se obtiene asi que 

du ( ) 2 1 -1 1 
- -d-(s)~B ---::-r=T K (s) 

S CX\SJ CX\SJ 2 
cpt se(o,v(o)) , (3.62) 

con v(t) func16n de distrlbucl6n de u
2

. 

A diferencia del Teorema 1 la conclus16n del Teorema 3 se va a deduclr 

directamente de (3.60)(3.62), e.d. sln pasar por problemas de segundo 

orden. Basta integrar (3.60) y (3.62) en el intervalo (s, l~u 1 >0~I> 
para obtener que 

u (s) 
1 

y 

0 

146 

si 

(3.63) 

si 

©
 D

el
 d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
, 2

01
7



l{u/O~I 

J 
1 -1 1 = :::r=-r 8 (~ (cr) )dcr 

CXlC1'J CXlCTJ 2 
sl 

u (s) 
2 

• (3.64) 

0 

Si f 2 ~/3 + ( 0) ( 3. 64) asegura que u2 l!IO y ( 3. 53) queda probado. Veamos 

(3.54). La func16n K es c6ncava pues K'=f -{3 (o) que es decreciente. 2 2 2 + 
De la definic16n de f se tiene que K es estrictamente creciente en 

2 2 

co.1r2>/3+(0) I), Constante en ( l{f//3+(0) 1. l{f2"=:{3+(0) ~I) y estrictamen-

• te decreciente en c { r 2 "=:/3 c o > ~ I • I o I > . Ade mas K (0)=0 
2 

y 

K qo•p=J .er -{3+(0))dx. Entonces si K2CjO•I )>O se tiene que K2(s)>O 
2 0 2 

• Vse(O, IO 11 y por (3.62) deduclmos que 

du 
2 d$(1.1(0)-c)>O Vc>O suficientemente peque~o. 

- 1 • • 
Pero u2eC ((0, IO ll y asi 1.1(0)=10 I· Supongamos ahora que 

J
0

.Cf2(x)-{3+(0))dx<O y l{f2>{3+(0)~l>O. Es claro que l{u2>0~l>O pues en 

• otro caso ha de ser f 2<{3+(0) en 0 . Por la descripc16n de K2 existlra 

• un unlco SOE( l{f2~/3+(0) ~1.10 I) tal que K2(s)>O si O<s<so, K2(so)=O y 

• 
K2(s)<O sl s<s0<IO I· Por tanto de (3.62) se tlene que 

du 
--

2
-(s )=0 

ds o 

-y como u
2 

es no-creciente se tiene que s
0
=1.1(0). 

Finalmente, por la hip6tesis f ~f se tiene que 
1- 2 

K (s)~K (s) 
1 2 

Vse[o, IOIJ (3.65) 

y ademas se v16 que ic 1 (s)~O Vse(o,µ(0)], por tanto s0 (=1.1(0))~µ(0), 
lo que prueba (3 . 52). Por ultimo la comparac16n (3.51) se deduce ahora 

de (3. 63), (3.64) y (3.65).
0 

Obeervac16n 13. 

De (3.63) y (3.64) y la Lipschitcianidad de B-1 se deduce que para 

todo l$p$w exlste C>O tal que 

~u1-u2~Lp((o,101> ~ C~F1-F2ILP((o,101n . (3.66) 
. . ~ 

con F
1 

definidas por (3.1) (y f
1 

no necesariamente tales que·f1_f2) . 

• Un corolario inmediato del Teorema 3 resulta al tomar f
1
=f

2 
y f

2
=f

1
, 
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pues entonces la condici6n para tener INCull>O de traduce en 

I (f(x)-~ (O))dx<O 
0 + c 

3.3. El problema del obstaculo superior. 

Consideraremos ahora el problema del obstaculo superior 

-div(QCIVul)Vu)+H(u) :sf, u:sl 

C-divCQCIVulJVu)+H(u)-f)(l-u)=O 

u=O en 80 

donde H(u) es tal que 

H(u) es continua y nodecreciente, H(o)=o. 

(3.67) 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

El problema (3. 68), (3. 69) es de una naturaleza distln t a al pro­

blema de obstaculo inferior u~O pues la condici6n de contorno expresa 

que ahora el conjunto de colncidencia ~u=l~ se encuentra en el inte­

rior de 0. Observemos que si u es soluci6n fuerte (3.68) se puede es-

cribir, equivalentemente 

-divCOCIVul )Vu)+H(u)+~(u)3f en 0 (3.71) 

con 

~(r )= j 
0 si r:sl 

[0,+oo) si r=l 

"' si r>l 

(3 . 72) 

Teorema 4. Sea 

feL1
(0) , f(x)~O cpt xeO (3. 73) 

Supongamos o blen (3.3) o blen (3. 12).Sea ueW1
'A(O) soluc16n fuerte de 

0 

(3.71) orlglnando el conjunto de colncldencla I dado por 

Supongamos que 

I: ~xeO: u(x)=l ~ 

J div(QCIVul )Vu)dx~O 
I 

Para se(O, IOIJ deflnamos 

(3 . 74) 

~(s):=J~01 -.xtsr e-•[-.xtsr ~-8f(e)de)d~ (3.75) 

Entonces, 0 blen II 1-0, 0 blen I I I :sso' donde SOE (o, I op 1 es la unlca 

soluc16n de ~(s)=l. 
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Ademas, si 

siendo 

1 A • veW
0

' (Q ) es la soluc16n del problema de obstaculo 

-dlv(QllVvlJVv)•f#, ~l f ~a~ 
C- dlvCOCIVvl>Vv)-f#)(l-v)=O 

sl O<wnlxlN:Ss
0 

sl s <w lxlN:Ss 
0 N 0 

Entonces se tiene que 

(3.76) 

(3.78) 

(3.79) 

Demostracl6n. Por el prlnclplo del maxlmo se tlene que Q:Su(x):Sl 

cptxen. Hultlpllcando (3. 71) por v=Tt,T(u) con rt,T dado por (3. 58), 

dlvldlendo por T y pasando al limlte en T~ se obtlene que 

Q:S - ~t J QCIVul>IVul
2
dx = J f(x)-b(x))-H(u(x))dx 

~u>q ~u>q · 

.con beL1 (0), b(x)e~(u(x)), reallzando la igualdad en (3.71). Pero como 

u:Sl 

J f(x)-b(x)-H(u(x))dx = J f(x)-H(uCx)))dx - J dlvCQCIVul )Vu) 
~u>t} ~t<u<l} I 

Por otra parte por un resul tado blen conocldo de Hardy-Littlewood 

(vease , por ejemplo D(l] Theorem 1.25 11) se tlene que 

101_ ri<t>-111_ 
J f(x)dx :S J fCs), C~Jt<u<t l)ds = L fCs)ds 
~t<u<t} 0 l r 0 

En consecuencla , por la hip6tesis C3.74), como H(u)~O. se concluye que 

d J 2 ri<t>-1 1 1_ 
O:S - ~ QCIVul >IVul dx :S J_ fCs)ds 

~u>t} o 

Apllcando C3 . 19) se obtlene 

d~ 1 -1 ( 1 J·-1 I I_ ) - ~Cs) :S (i'(s)B (i'(s) fC9)d9 
. 0 

cpt se C I I I , In I ) 

Integrando C3.80) entre III y IOI se concluye que 

l:Sl: c I I I ). 

C3.80) 

(3. 81) 

Pero de la deflnlc16n de < se deduce que < es estrlctamente decreclen­
+ 

te y que <Clnl>=O . Por C3.81) <CO )~1. Entonces exlste un W11co s tal 
0 

que <Cs )=1 y por C3 . 81) se ha de tener IIl:Ss. 
0 # 0 

Flnalmente, -divCOCIVul )Vv)•f en ~v<l}. Utlllzando la slmetria de v 
N escrlblendo el operador en termlnos de la variable s=wNr , r=lxl se 

tlene que ~v=l} es regular y por tanto (3.74) se verlflca con lgualdad. 
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Ademas, se tiene 

J
S # 
f {er )dcr 

0 

En consecuencia, 

y asi l~v=l~l=s0 • Entonces 

v(x)m j 

• • 

• • si xeQ -1 , 
{3.82) 

siendo l la bola centrada en el origen con ll l=s
0 

lo que termina la 

demostraci6n. c 

Observaci6n 14. 

La distinta def inici6n de las funclones K
2 

{en el Teorema 3) y ~ 

en el Teorema 4 ponen en evldencla un fen6meno notable a nuestro jul­

cio: La medida del conjunto de colncldencla depende de manera fundamen­

tal de la dlmens16n del espaclo N en el caso del problema de obstaculo 

superior, mientras que en el del obstaculo inferior no aparece N en la 

caracterlzac16n de por medlo de f . 
2 c 

Observaci6n 15. 

La deslgualdad {3.81) puede ser utlllzada para obtener condicione~ 

suficientes para que lll=O {vease SM[l] p 25). Se~alemos tamblen que 

{3.74) es una hlp6tesls de regularldad sobre 81, pues cuando 81 es lo 

suficlentemente regular como para poder apllcar el teorema de Green 

(p. e. 81 Lipschitz) entonces {3. 74) se verlflca trlvlalmente (con la 

igualdad).
0 

Obaervaci6n 16. 

El problema del obstaculo superior aparece tamblen asoclado a obs­

taculos lnferlores l/J tales que l/Jl 80=-1. Sea f#eL2 W) y sea UeH~{Q) 
tal que 

-AU ~ f# , U~O , {-AU-f)U=O en 0. 

Entonces es facil ver que 

u:=l-U+l/J 

verlflca 
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-6usf , usl , (-6u-f)(u-1)=0 en Q 

con 

f:=61/J-f.
0 

Observaci6n 17. 

La cuesti6n de si es posible comparar (en masa) u con la soluci6n 

del problema radial esta, a nuestro saber, abierta
0 

Observaci6n 18. 

Los crlterios sobre existencia o no existencia de N(u) o de los 

conjuntos de coincidencia I, y las estlmaciones sobre la medida de 

estos conjuntos complementa resultados de existencia y no existencia 

obtenidos mediante la comparaci6n con adecuadas super y subsoluciones. 

(Vease por ejemplo AD[ 1], D[ 1], [2], [4], DHn[ 11. DHr[ 11. DST[ 1 ]y DV[ 1]). 

tal tecnica de comparaci6n puntual permite obtener tambien 

estimaciones sobre la localizaci6n espacial de los conjuntos N(u) e I. 

Sefialemos por ultimo que las funciones de comparaci6n (super y 

subsoluciones) son usualmente tomadas con simetria radial. 

Observaci6n 19. 

Otro punto de vista diferente ha sido introducido por C. Bandle 

[1][2] y F. Pacella y H. Tricarico PT[l]. Con elfin de poder comparar 

la soluc16n del problema (1. 1), (1.3) (con g=O) con la de otro problema 

con condlclones de Neumann, estos autores utillzaron la noc16n de 

a-slmetrizac16n de una func16n en lugar de la slmetrlzac16n esferica 

aqu:i utillzada. Ahora la funci6n a-slmetrlzada Cau es una func16n 

esfericamente simetrica pero deflnida unicamente sobre un sector de 

amplitud a. El resultado obtenldo es una comparac16n puntual de tipo 

Causv. en el sector Ca(Q) de medlda IOI y amplltud ae(o,K/2] adecuada y 

v satisface condiciones de contorno homogeneas de tipo Dirichlet sobre 

el trozo de casquete esferlco y de Neumann sobre los hlperplanos late­

rales (vease tambien LPT[l) y BP[l]). 
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4. Desigualdades isoperimetricas para el problema de Capilaridad. 

En esta secci6n abordaremos el caso de condiciones de contorno de 

tipo Neumann (1 . 3). En todo lo que slgue, para simplificar la 

exposici6n supondremos 

g(x):sgelR (4. 1) 

En el caso de condiciones de contorno de Dirichlet estas han sldo 

homogenelzadas de manera slstematica con el fin de aplicar el Lema 2 

que resul ta o bi en de la propiedad de Polya -Sezgo 

J • A ( I Vu• I ) dx s J A ( I Vu I ) dx 
Q Q 

(4.2) 

o bien de la f6rmula de Fleming-Rishel y la desigualdad isoperimetrica 

clasica (3.42). En el caso que nos ocupa se tendra que la traza ulan 

no es nula, siendo desconocida "a priori" por la que (4. 2) no puede 

ser utllizada. Por el contrario siguiendo M3[l][2] veremos que el otro 

camino antes senalado conduce a buenos resultados . En lo que slgue 

supondremos la propledad geometrica 

existe C>o tal que 

HN_
1

(8Erl8Q) s CP0 (E) 

1 para todo medible EcO con IEl<21nl , 

(4.3) 

Aqui P0 (E) es el perimetro ~ sentido de De Giorgi) de ~ relativo ~ n 
dado por 

P Q ( E) : =Su~ I J di vl/Jdx I : l/J 
E 

Si llamamos 
• 

N 

(l/J
1

, •• l/JN)e(C~(Q))N EI/I~ :sl~. 
l=l 

C = mln~C:C verifica (4.3)~ 

(4.4) 

el Teorema isoperimetrico de De Giorgi (DeG [1J) y la propledad (4. 3) 

arrojan la cadena de desigualdades 

min!N-ll/N~ IEI. IO-EI ~ = IEI !N-ll/N s 

Nwl/N 
N 

Nwl/N 
N 

Nwl/N 
N 

(4.6) 

En consecuencia en Q : Se tiene una deslgualdad lsoperimetrica relativa 

con constante 

• c s 
Nwl/N 

N 

152 
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Desgraciadamente ahora no es bien conocido el tipo de dominios que 

realizan la igualdad en (4. 6). N6tese que si 8Ef'\8Q = " entonces 

P0 (E)=P~H(E). Sefialemos tambien que la condici6n (4.3) noes satisfe~ha 

si 80 tiene puntos cuspide pero una alternativa puede ser dada (MS (1]). 

Sea ahora ueW1
'A(O) una soluci6n debil de (1.1), (1.3). Deflnamos 

(notese que k puede ser negativo). Introduzcamos 

w = u-k 

y sea 

A "" C•Nw11
H 

H 

w =[w] . 
2 -

Consideremos ahora los problemas de Dirichlet simetricos 

• v =O en 80 . 
l 

• 
en Of2. 

• en 0/1 

(4.8) 

(4.9) 

(4. 10) 

(4. 11) 

(4. 12) 

(4. 13) . 

donde Sl4/ 2 representa lUla bola centrada en el origen y tal que 

El siguiente resultado ofrece una comparaci6n similar a la del Teorema 

l ~ara ~ continua no decreclente. 
1 '* 1. # # #• Teorema 5 Sean feL (0), f 

1 
eL (OfeJ con f 

1 
~a. f 

1
=(f

1
) tales 

b1en se cumple (3.3), o b1en 

sup ,.::,,.[max~~f~(9)de,~f_(e)d9+giC/C0 ):~
1

.J-rie)de+g_(C/c 
s 0 0 0 

• (C y C dadas en (4.5) y (4.7)) 

1 A • Sean v
1

eW
0

' (O/s-) ver1f1cando (4. 11) y (4.12). Introduzcamos 

W 
1 

( x ) =A v 
1 

( x ) 

Deflnamos tamb1~n 

[ "' JS "' K (s)= ~(w (u)+k)du , K (s)= ~(W (u)+k)du 
1, 1 0 1 2, 1 0 1 

K (s)= r5~(-; (u)+k)du K (s)= r5~(-W (u)+k)du 
1,2 J

0 
2 2,2 J

0 
2 

IS.., • (H-1 )/H [ # F (s)= f (u)M+g (CIC )s , F (s)= f (u)du 
1, 1 0 + - 2, 1 0 + 

F (s)= f (u)du+g (CIC )s(H-l)/H. JS • 

1,2 0 - + f-# F (s)= f (u)M 
2,2 0 -

153 
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)~slim B(r) .. J r~ 

(4. 14) 

(4. 15) 

(4. 16) 

(4. 17) 

(4. 18) 
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Entonces se tlenen las estlmaclones 

II [K1, l-K2, l 1+11L00
( (0,~) s II [F1, l-F2, l 1+11L 00 ((0, $)' 

En partlcular sl 

~f1#(~)d~ ~ ~f+(~)d~+g_(C/C•)s<N-l)/N 
0 0 

'Vse(O , ~) 

se tlene que 

~(w +k) ~ ~(W +k) 
1 - 1 

y sl 

entonces 

(4. 19) 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

Observacion 20. Antes de seguir expllquemos Uil poco el soflstlcado 

enunclado d.el Teorema 5. En primer lugar seflalemos que no se pide 

condici6n de positividad a u. La necesidad de renormalizar con A de 

problema simetrico (4.10) nace de las limitaciones de la d.esigualdad 

isoperimetrica relativa. Asi no es dificil comprobar que A=l 

corresponde a cuando se tiene la desigualdad isoperimetrica clasica. 

En otro orden de cosas seflalemos que 

S(w J="{u<kf y S(w )VS(w )=Q (5(. )=soporte) 
2 1 2 

de ahi que se tenga 

J ~(u(x))dx=J ~(u(x))dx+J ~(u(x))dx=J ~(w 1 (x)+k)dx+J ~(w2 (x)+k)dx 
Q S(w ) S(w ) S(w ) S(w ) 

1 2 1 2 

El primer termino del anterior sumando se estima por medio de K (s) 
2,1 

con sslOl/2 y el segundo por K (s) para s~IOl/2 . Es de resaltar 
2,2 

tambien que el dato de contorno de Neumann g interviene en el problema 

radial como un termino fuente y que es posible ta111bien tratar el caso 

de g(x) no constante, en cuyo caso en el problemaradial aparecen los 

reordenamientos decrecientes (N-1 )-dimensionales de g+ y g_ (vease 

MS[~ para un tratamlento del caso ~=O). 
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Veamos algunas aplicaciones del Teorema 5. 

Teorema 6. Supongamos la hlp6tesls del Teorema 1 (en concreto (4.20)) 

y (4.22) Entonces para toda la func16n convexa no decreclente ~ se 

tlene que 

J·~(~(u(u))du s J·~(~(W 1 (u)+k)du 
0 0 

\t'se[o, IOl/2] (4.24) 

IOI - IOj-s · -
J ~~(u(u))du s J ~(-~(-W2 (9)+k))d9 \t'sellOl/2,0] 

• 0 

(4.25) 

(afiadir a la parte del Teorema 6). 

En particular , si u~O se tiene que 

~~ (u) ~L m(Q)sllf3C~.v 1 +k) II Loo (Q • 12 ) (v 
1 
ew~· A (Q • /2) veriflcando (4 . 11) (4. 26) 

y si ~(s)=s, entonces para todo lsps+oo 

(4.27) 

Demostraci6n del Teorema ~ Por (4 . 21) y (4.23) sabemos que \t'se[o, ~] 

J·~Cw 1 (u)+k)du s J·~(W 1 (u)+k)du (4.28) 
0 0 

y 

-J
8

~(-w2 (u)+k)du s -J
8

~(-W2 (u)+k)du 
0 0 

(4. 28') 

Por otra parte si Osss10112 sabemos que u(s)>k. Utilizando que - ,,-...._/ 
(u-k)+=(u-k)+ se tiene que 

J·~(u(u))du = J·~((u-k)(u)+k)du = J·~Cw 1 (u)+k)du s J·~CW 1 (u)+k)du 
0 0 0 0 

y entonces por el Lema 5 (con M=IOj/2 y t
0
=0) concluios que 

J·~C~Cu(u)))du s J·~(~(W1 (u)+k))du. 
0 0 

Si se[IOl/2,0] entonces u(s)sk y asi utillzando ahora que 

cucs>-k> 
,,....__, 

= (u-k)_Cjnl-s> 
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se concluye que 

101 "' 101 "' 101 "' -J f3 ( u ( o-) ) do- = -J f3 ( - ( u ( o-) -k) _ + k ) = { f3 f-w 
2 

( I 0 1-o-) + k )) do- = 
• • • 

IOl-s ,,, IOI-a ,,, - J f3(-w
2

(0)+k)d0 s J -f3(-W
2

(0)+k))d0 (4. 28'') 
0 0 

Apllcando de nuevo el Lema 5 con M=IOl/2. t
0
=0, y(s)=-f3(u( IOl-s)) 

z(s)=-/3(-W (s)+k) se llega a 
2 

IOl-s ,,, IOI ,,, IOl-s ,,, J 4<-f3C-w
2

(0)+k))da=J 4~Cu(o-)))do-$J 4<-f3(-W
2

(a)+k))d0. (4.29) 
O a 0 

(a~adlr a la parte 4. 29)(justo antes de la observac16n 19) 

Flnalmente, sl u~o. operando como en el Corolarlo 1 se deduce (4 . 26) 

toda vez que 

~/3Cu) llL oocm=/3CuCo> >=II/Hu•> llL oocn • 12>=/3CuCo> )=/3Cu> llL ooc Co, 10112> >. s1 por 

otra parte f3(s)=s 

10112 10112 J lu-kipdx = J lw
1

1Pctx + J lw2 (dx 
0 0 ; 0 

y (4.27) resulta de (4 . 24) y (4.25). 
0 

Observaci6n 21. Conoclendo la estructura de f3 es poslble estlmar 

expllcltamente el termlno de la derecha de la deslgualdad (4. 27). 

Sefialemos tamblen que al lgual que en la Observacl6n 7 las 

comparaclones puntuales 

• • • w
1 

(x) $ W
1 

(x) xerl 

son poslbles cuando en el problema radial se presclnde de l termlno de 

absorcl6n. (Vease MS [2]). La generallzacl6n a ecuaclones satlsfaclendo 

(3.28') y (3.28'') slgue slendo vallda. 
0 

Para la demostracl6n del Teorema 5 segulramos tamblen una cadena de 

Le mas 

l~ma 6. Supongamos las h1p6tes1s del Teorema 5. Entonces 

d r (t) r (t) . 
2 1 "' 1 "' t 

os-dt·J Q( 1vw I) IVw I dX$ f(s)ds- /3k(w (s))ds-gH er ). 
~W1>t~1 1 0 0 1 H-1 1 

(4 . 30) 
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d 
[ 

(t) [ (t) 2 2 - 2 - t o:s-dtJ Q( IVw I) IVw I dx:s (f;Xs)ds+ f3k(-w1 (s) )ds-gH - er ) 
iw2>t~2 2 0 0 Nl 2 

slendo 

f3kCr)=f3Cr+k) 

µ
1
Ct)=funcl6n de dlstrlbucl6n de w

1 

r:•ixE80: Ctraza de w 1 )Cx)>t~ 

C4.31) 

C4.32) 

C4.33) 

Demostracl6n. Multlpllcando la ecuacl6n C2 1) por v=T Cw), 
t, "C 1 

dlvldlendo por "C y pasando al limlte cuandc ~~o se obtlene 

(4.34) 

donde se ha utlllzado que 

{3(u)T Cw )=/Hw+k)T Cw )={3 Cw )T Cw ) 
t, "C 1 t, "C 1 k 1 t, "C 1 

asi como que 

_l_ J gT Cw )H Cdx)=J gH Cdx) 
'"C t, "C 1 N-1 N - 1 

w -t 
+ J g(-1-)H Cdx). 

"C N-1 

an ixeaa:w1 >t+T~ i xeaa: t<w 
1 
:st+T ~ 

Por ultimo basta apllcar propledades conocldas de w y µ para obtener 
1 1 

C4. 30). La demostrac16n para w
2 

slgue pasos slmllares pero ahora 

observando que 

Vw. Vw
2
=-1Vw

2
j

2
, {3Cu)T (w )={3(-w +k)T (w )={3k(-w )T <w ). 

t, "C 2 2 t, "C 2 2 t, "C 2 a 

L~ma 7 Supongamos Q y f tales que, o blen se cumple (3.3), o blen 

sup j ( 
s>O l 

. . f C J fC9)de) + g C :sllm BCr) 
(N-1)/N -

s o r~ 

• CC y C dadas en (4.5)(4.7)) 

Entonces c:p t s ECo, IOl/2) se tiene 

_ d:~ cs> :s-.-!- a-1 (-.-!- ~J·r.ca>da-J.f3cw 1 ca>>cta~ + s_c) 
ex (s) ex (s) o o K 

(4.35) 

y 

slendo 
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•() 1 8 CN-1)/N 
ex s =-.- • (C dada en (4.7)). (4.36) 

C 

Basta ahora utllizar la desigualdad 1soper1metr1ca relatlva (4. 6), la 

monotonia de B-1 e integrar c9mo en el Lema 3 para obtener (4 . 35) . 
0 

Demostrac16n del Teorema~.Expresando el operador diferencial en 

t~rminos de la variable s=wNr", r=lxl se 

dv [ c·Nw .( ( - _1_(s) = 1 B-1 N J f#(a)-/3 
ds arsr cx(s) 1 k 

0 

• 1/N • como cx(s)=C NwN « (s), se concluye 

tlene 

v(a) 
CNwl/N 

N 

Similarmente a la demostrac16n del Teorema 1 se sigue que 

cx•(s)B(-cx•(s) ~s r( d:~· 1 (s)JJ+k1, 1(s) $ F1(s) 

k (0)=0 
1, 1 

Ademas de la construcc16n de w1 se deduce que 

w (s)=O 
1 

'v'sE[ 10112, 101] 
por lo que como {3(o)c0 

k • c I 01 J=o 
1,1 T 

en (o, ~) 

Finalmente k verifica (3. 26) y la estimac16n para k y k se 2,1 . 1,1 2,1 
concluye por reducc16n al absurdo. Analogamente se procede con k1,2 y 

k . 
2,2 a 
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Obtendremos ahora algunas deslgualdades de tlpo lsoperlmetrlco 

para la f~ontera llbre. Para fljar ideas nos centraremos en soluclones 

u no negativas. Exlsten dos cases dlstlntos segUn que k>O 

C•INCull<JOl/2) o k=OC*INCull~IOl/2) 

Teorema 7. Sea f3 estrlctamente creclente, f3(0)=0 y feL1 (Q). Sea u 
1 A • 

soludvn no negatlva de (1.1),(1.2). Sean veW'(Q) soluc16n de 
# # 1; ~ 

(4.11) con f
1 

verlflcando (4.20), f 1 ~o y veW' (0) solucfon de 

( 11 I ) 2 . 2 • 2C g - dlv Q(X Vv )Vv +A f3(v)=-A (f_) -A ~TXf 

v=k 

• En el caso de k>O y sl v~O en 0 se c1URple que 
• v>O en {l lmpl lca que u>O en St 

y ademas 

IN Cu) l!!ilN(v) I· 

Demostraci6n. 

Supongamos ahora k>O. Def inlendo f# tal que 
2 

JS_ ·r- • (~-1)/N f (u)du = f (u)du+g (CIC )s 
2 - + 

0 0 

• 
en~ 

• en an 
2 

se cumple (4.23). Pero sl W
2
=Av

2 
con verificando 

entonces, por la unlcidad de soluclones, v=-Av
2
+k. 

Observamos tambien que 

N(u)=~xeO:w2 (x)=k~ 

(4. 37) 

(4. 38) 

(4. 40) 

(4 . 41) 

(4.12 ~ 

Ademas, -{3(-w (~)+k) es no creciente u y w !!ik pues u~O por hip6tesis. 
2 2 

Aplicando el Lema 5 se concluye que como f3 es estrlctamente creciente 

(4.42) 

• Entonces sl v>O en 0 ha de ser W (x)<k y por (4.42) W <k en Q lo que 
T 2 2 

aflrma que N(u) es vacio. Analogamente, tomando t=4>c convexa creclente 

verlflcando 
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~c{r)=O si Osrsf3{k)-c , ~c{f3{k))=l 

VO<c<k, de (4.28'') y el Lem~ 5 deducimos haciendo s=IOI que 

J0~c(-{3(-w2 (x)+k)+f3(k))dxsJ0.~c(-{3(-W2 (x)+k)+f3(k))dx 

Por tanto como ~c{ . )~O y f3 es estrictamente creciente 

IN{u)l=l~w =k~I = J ~ {f3(k))dxsl~xeO•:f3(v{x))<c~I· 
2 ~w2=k~ c 

Haciendo c+o y como {3-1 (0)=0 se deduce (4.41). 
a 

Para terminar establezcamos una desigualdad de tipo isoperimetrico 

para el problema de obstaculo 

-div(QCIVul )Vu)~f , u>O 

(-div(QCIVul)Vu)-f)u=O 

Q( I Vu I )Vu. n=g 

(4.43) 

en ao. (4.44) 

Teorema 8. Sea feL1 (0) y sea ueW1 'A(O) soluc16n fuerte de (4.43) y 

(4.44). Supongamos (3.3) o blen (3. 12). Sea I el conjunto de 

colncldencla 

I: =~xeO: u(x)=O~ 

y supongamos que 

J div(QCIVul )Vu)dx~o 
I 

Para se(O, IOll deflnamos 

Por ultimo sea k>O satlsfaclendo (4.8) y supongamos 

l/J(O)>k. 

Entonces necesarlamente 

con s rafz unlca de 
o,k 

IIl<s O,k 

l/J(s )=k. 
O,k 

(4 . 45) 

(4.46) 

(4 . 47) 

(4.48) 

Demostraci6n. En primer lugar observemos que si u es soluci6n de 

(4.43), (4.44) y si ke~ dado por (4.8) es tal que k>O entonces la 
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funcl6n w
2
=[u-k)_ verlflca que 

w2~k c.Vp.xeQ 

y 

Argumentaremos ahora como en el problema de Plateau de obstaculo 

superior. La lnecuacl6n (4.43) es equlvalente a la ecuacl6n multivoca 

-dlv(Q( jVuj )Vu)+/:J(uhf en Cl. (4. 49) 

con /3 dado por 

0 

~(r)= 1 :-m,o) 

sl r>O 

sl r=O 

sl r<O. 

Multiplicamos la ecuac16n (4.49) por T (w) y observamos que 
l,T 2 

Vu=Vw y Vw.Vw
2
=-jVw

2
j2

. 

Divldiendo por T y pasando al limite cuando T-)() se obtlene 

con beL1 (0), b(x)el:J(u(x)) cpt xeO. Pero 

(4.50) 

J (f(x)-b(x))dx=J (f(x)-b(x))dx=J (f(x)-b(x))dx-Jdlv(Q(jVuj)Vu)dx 
{ w 

2 
> t ~ { w 

2 
=k ~~ k>w 

2 
> q { k>w 

2 
> t ~ I 

Pero por la propledad de Hardy-Littlewood 

I c I - r'12 ( l) I I I_ 
J-r(x)dx ~ J (-f)(s)(x1 t<w <kl)ds = L (-f)(s)ds 
{t<w2 <k~ o 1 2 r 0 

En consecuencla, obtenemos 

d J 2 [2 ( l ) I I I _ l 
0 ~ - dt Q( jvw I) jv'w I dx ~ (-f) (s)ds. +gH er ) 

{w2>q 2 2 0 N-1 1 

Por los resultados de MS[ 1 se obtiene (4.36') para w
2 

tanto 
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Por la desigualdad isoperimetrica relativa (4.6), la monotonia de B-1
, 

tras integrar se obtiene que 

(4 . 51 ) 

cas 1 para todo se ( I I I , I 0 I ) 

Integrando (4 . 51) entre III y ~ y recordando que w
2

CIOl/2)=0 se 

obtiene 

Finalmente, observando que 

kSl/J( 111) 
ksllul!Lm(Q) deducimos que 

necesariamente ha de existir un (ilnico) s tal que 
O,k 

k=l/J(s } 
O,k 

y como I/I es estrictamente decreciente ha de ser IIlss . 
O,k 

entonces 
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