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Abstract

In this paper we establish some Abelian theorems for the generalized index ;F;-transform
introduced by the authors [3].
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1 Introduccién.

En [2] estudiamos teoremas de tipo Abeliano para la , F} -transformada fndice clésica definida por

oo
Fr)= [ FGnar o) (a)da (1)
siendo
1
2
donde o Fy (1 + % +ir,p+ % —iT;p + 1; —z) representa la funcién hipergeométrica de Gauss.
Esta transformada es extendida a funciones generalizadas en [4] mediante la construccién de un

espacio de funciones prueba U, , o constituido por todas las funciones complejas regulares ¢ definidas
en el intervalo abierto I = (0,00) y tales que para todo entero no negatito k, existe

I .
Fp,a,7,2) = 2 Fi(p + g Hinut it p+ 1;—z)z* (1.2)

Trama(#) = sup |2+ 1)t + 1)F Abg(o)| (13)
0<t<oo
con a € [0, %), 1, a € C, y siendo A, el operador diferencial definido por:

tB(t + 1)"# Dyt (t + 1)PH Dt (1.4)
El niicleo F(u,a,,t) pertenece al espacio Ua -
La 5 F-transformacién indice generalizada se define por:
2Fi(f) = F(1) =< f(t),F(p,e,7,t) >, 7€ Ry (1.5)

para f € Uy o Ug o denota, como es usual, el dual del espacio Us,u,a-
El objetivo de este trabajo es establecer algunos teoremas de tipo Abeliano para la transformacién
generalizada (1.5). Se prueba un teorema que relaciona el comportamiento de una funcién generalizada
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f(t) para t — 0% con el de su transformada F(r) para 7 — oo, asi como otro que conexiona el
comportamiento de una funcién generalizada f(t) para t — oo con el de su transformada F(r) para
T — 0.

Para asignar limites a funciones generalizadas adoptamos la convencién de Zemanian (ver [6]).
Ademis, la necesidad de extender la definicién de orden de una distribucién a funciones generalizadas
pert ientes a U, , ., se justifica mediante un teorema de estructura que damos para los elementos
de U, ,, , similar al establecido para distribuciones de soporte compacto (cf. [5]).

En lo que sigue, I denota el intervalo real (0,00), R4 el conjunto de los nimeros reales positivos y
N el conjunto de los enteros no negativos. D (I)y &(I) son los conocidos espacios de funciones prueba
en el intervalo I; D'(I) y £'(I) son sus duales [5]. Los espacios Us,pua ¥ Uy o fueron introducidos en
[4].

2 Estructura de los elementos de U, , ,-

A continuacién se da un teorema de estructura para la restriccién de un elemento de U; , , a D ().

Teorema 2.1 Si f € Uj ., ezisten r + 1 funciones ho, h1, --- hy € Loo(I) tales que, para cada
¢ € D(I):

<f¢>=

<Z (Af)'(m +1)°5 (¢ + 1)?(—D:)hk(t),¢(t)>

k=0

DEMOSTRACION:
Si f € U 1> por el Teorema 1.8-1 [7] existe una constante C > 0 y un r € INp tal que

I<fi¢>1<C max sup |(2t+1)"tE~(t+1)EAPH(0)]
0Sm<ro<t<oo
cuyo dltimo término se mantiene acotado por
ajbey g ,m
C pax D2t + DE(+ DE ARG,

donde || ||; denota la norma usual de L;(I). Asf, si escribimos

D(I) — LM (1) —C

¢~ (D2t + 1°t8(t+ DEAT () < f0>

m=0,1,2,r
y puesto que
|<f,6>1<C max [ID(2t+ 15t + DEAT ()],

serd continua la aplicacién:
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Im (D (1)) — L{*(T)

(D2t + vPeE o+ DEATO) o< fid> @1
siendo Im (D (I))C Li+Y(T).
Ahora, por el Teorema de Hahn-Banach, se puede extender (2.1) a una aplicacién continua
L) — ¢

Por tltimo, como consecuencia del isomorfismo existente entre (L;*1)" y L7+, aplicando el Teorema
de representacién de Riesz, existen funciones hy, k = 0,1,---r de Lo, tales que

< fip>=
= E (ha(8), Del(2t + 125 -2(t + 1)5 abg(2)]) =
k=0

a ¢ “ i

= (3 (4F) @t+ et o + DEC-DOm(), 0(0))  ©
k=0

El Teorema 2.1 justifica la extensién de la definicién de orden de una distribucién de soporte

compacto a elementos de U, , , dada a continuacién.

Definicién 2.1 Si f € U , ,, se define el orden de f como el menor entero no negativo r que verifica

|<fi¢>|<C oxg%n,a,,‘,a(‘z&), ¢ € Uspja

3 Teoremas de tipo Abeliano para la ;Fj—transformada indice ge-
neralizada.

En primer lugar, recordamos los teoremas Abelianos clasicos probados en [2].

Teorema 3.1 Sea f una funcion medible en (0,00), tal que
- f-3(t 4+ 1)"375 f(1)

sea absolutamente integrable en cualquier intervalo de la forma (T,00) con T > 0. Si se asume que

lim t77f(t) = 3.1

Jim f(0) = p (31)
donde y y § son complejos tales que —R.a < Rey < Re(n — a), se tiene:

lim [F(r) - BG(ay,7,7)] = 0 (3.2)

siendo

Mp+)(p+3—a—y+in)l(p+3-—a—y—ir)
T(p+1-a—-7)(p+§+ir)D(p+ 5 —ir)

Gla,p,7,7) = (3.3)

y F(7) dada por (1.1).
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Teorema 3.2 Sea f(t) una funcidn medible en el intervalo (0,00) tal que

te-§-

M)

sea absolutamente integrable en cualquier intervalo de la forma (0,T), 0 < T < co. Si se asume que
eziste un complejo 3 tal que

tlim tf(t)=28 (3.4)
donde v € € con —Rea < Rey < Re(p — @), Rey > Re(§ — @) — %, entonces
lim (F(r) - AG(a,,7,7)] = 0
con G(a,p,v,7) y F(r) definidos por (3.3) y (1.1), respectivamente.

Antes de demostrar el primer teorema de tipo Abeliano para funciones generalizadas, se hace
preciso recordar también un lema probado en [4], ademés del establecimiento de otro nuevo.

Lema 3.1 Para toda funcién regular ¢(t) y todo entero positivo k, se tiene
2k .
AFB(t) = 30 ¥ p; k() D] (1) (3.5)

i=0

pr() = (D Y preora(t) = B4+ 17 1= 204 k4 210 — a4 k)]
siendo p; k(t) un polinomio de grado k, 0 < j < 2k ([4]).

Lema 3.2 Sea f € U, , ., con soporte contenido en [T',00), (T > 0) de orden r, siendo 2r — Rep < §.
Entonces, si F(1) = 2 F1[f], se tiene

A, F(r) =0
DEMOSTRACION: Por el Teorema 1.8-1 [7], existe una constante C' > 0 y un entero r dependientes de
f, tales que
[<f,6>1<C max Ynoua(d), V€ Uapa

0<n<r

Sea £(z) una funcién regular en [0,00) tal que £(z) = 1 en un entorno de [T,00) y £(z) = 0 en
[0,p]) con 0 < p < T. Se tendrd que
[F(r)l = [(f(2),£(2)F(n, @, 7, 2))| <

$C max Mo (§(@)F (a7 2))

Ahora bien, por otra parte:

Tnana E@FGha,n2) = sup |22 +1)28 7 + DEAZE(E) Flu,7,2)
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y por la expresién de A7 dada en (3.5), lo iltimamente escrito estd acotado por

sup
p<z<00

<

2n
(22 + 1)°287%(z + 1) Y o*"p; o(2) DEE(2)F (1, @, 7, )
k=0

2n
<MY sup |22+ 1)°28 (2 + 1)E2* DEE(2)F (0,7, 3)| <
k=00<z<ec
2n u M
<M z sup |(2z +1)%25 %z + 1)5F
isop<z<oo

k
. . 1 1,
3 D E(2)e?)DhaFa( + 5 +imp o+ 5 —imip+ 1 -2)| <
2

2n k

<MY YT sup
o

(22 + 1)a42(z + V) a* D7(€()a") DiaFu(p + 5 + imp+ & — imiu+ 1 =)
k=0;=0P<=< 2 2

Mas, teniendo en cuenta que

DE[g(2)a°]| < AaRe

sup |
p<z<0
y que ([1] p. 102):

; i
DiFi(p+ SHinp+g—inipst 1;-z) =

D4y +i+in(pt 3 +5 —inlp+1)
D(p+5+in)D(p+ 5 —in)0(p+35 +1)

y como también se tiene, para 7 — oo:

u
2

) 3 b i
dFi(pt g +i+inp+g+i-inpt+i+li-a)

1
l2Fy(u + %+j Hinpt g +i-inpt o) < Bri~Renmifg(z 4 1)) 3 Ref i

2
2
=
5
H
]
&
9}
<]
4
&l
5
5
4
£
£
3
8
=
5
3

e igualmente

|T(u+ 3 +4 +in)D(p+ L +3 = ir)
| T(p+ 5 +ir)T(p+ L —ir)

=0(r),

se deduce que

(22 +1)°2%~%(z + 1)5 2* DX/ [€(2)2°| DI Fy (1 + % +ir,u+ e ir;p+1;-2)|<

sup
p<z<o0 2
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< B; sup |22+ 1)ak{a(z + )] d-ir—d-Resti| < ¢r-Rents
p<z<oo

con lo cual

2n k
T (E@F(1,a,7,2)) S Mg 3 3 sup Cjr=i~Rewti < pyr=i-Reutin
k=0j=0P<T<®
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de donde se infiere

|F(r)] < Myr=3~Rentan

Ahora, puesto que 2r — Rep < %, se concluye:
lim F(r)=0. O
700

Estamos ya en condiciones de probar el siguiente teorema:

Teorema 3.3 Sea f € U,
las hipdtesis del Teorema 3.1 y f, una funcidn g
Entonces,

tal que f = fi + fa, siendo f; una funcion ordinaria que satisface
li; a la que es aplicable el Lema anterior.

lim [F(7) - BG(a,p,7,7)]=0

=200
siendo F(7) la 2 Fy-transformada generalizada de f, con B y G(a, p,7,7) definidos como en el Teorema
3.1.

DEMOSTRACION:
Por las consideraciones sobre limites de funciones generalizadas hechas anteriormente, sigue:

Jim 277 fy(2) = 0,
con lo cual
Ji 5700 = Ji, ()=

Ademds, la 5 Fi-transformada generalizada Fy de f; es igual a su pFj-transformada ordinaria y por
consiguiente, en virtud del Teorema 3.1,

Jim [Fi(r) ~ BG(a, 7, 7] = 0
Si F, denota la 2 Fy-transformada generalizada de f, sigue por el Lema anterior,
Tlingo Fy(r) =0.
Como F(7) = Fi(1) 4 F5(r), el teorema queda probado. O
Se establece finalmente un segundo teorema de tipo abeliano que relaciona el comportamiento de

cierto tipo de funciones generalizadas para = — oo con el de su 5 Fj-transformada generalizada para
T — 0.

Teorema 3.4 Sea f € U, o con f = fi + fy, donde fi es una funcidn ordinaria que satisface
las hipdtesis del Teorema 3.2 y f, una distribucion de soporte compacto. Entonces, si F(7) es la
2 Fy-transformada generalizada de f, se tiene que

Jim [F(7) - BG(e, p,7,7)]= 0
estando 3 y G(a, p,7,7) definidos en el Teorema 3.2.

DEMOSTRACION:

La 3 F-transformada generalizada contiene a la cldsica como caso particular. Asf, por el Teo-
rema 3.2 y de la asignacién de limite para z — oo sobre distribuciones de soporte compacto, sigue
inmediatamente la conclusién. O
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