
Rev.A cad . Canar .Ci e nc., IV (nóms . y 2) , 23-29 (1992) 

Teoremas Abelianos para la 2F1-transformada índice 
generalizada 

N. Hayek y B.J. González 

Univer.,idad de La Laguna 

Abstract 

In this paper we establish sorne Abelian theorems far the generalized index 2F1-transform 
introduced by the authors [3]. 
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1 Introducción. 

En [2J estudiamos teoremas de tipo Abelia.no para la 2 F1 -transformada índice clásica definida por 

F(r) = J.00 F(µ ,a,r,x)f(x)dx (1.1) 

siendo 

F(µ,a,r,x) = 2F1(µ +~+ir,µ+~ - iT;µ + 1;.-x)xº (1.2) 

donde 2 F1(µ + Í +ir,µ+ Í - ir;µ+ l; -x) representa la. función hipergeométrica de Gauss. 
Esta transforma.da eS extendida a funciones generalizadas en [4] mediante la construcción de un 

espacio de funciones prueba Uo.,µ.,o constituído por todas las funciones complejas regula.res</> definidas 
en el intervalo a.b.ierto 1 = (0,oo) y tales que para todo entero no nega.ti-t>o k, existe 

7>,o,µ,a(<I>) = sup 1(2t + l)"tr-•(t + l)r A;</>(t)I 
O<t<oo 

con a E (O,! ),µ, a E d::, y siendo A1 el operador diferencial definido por: 

t"-"(t + 1)-" D,t"+'(t + l)"+i D,cº 

El núcleo F(µ,a, r, t) pertenece al espacio Uo.,µ. ,a · 
La 2 F 1-transformación índice generalizada se define por: 

2:F1(!) = F(r) =< f(t),F(µ,a , r,t) >, r E lR+ 

para. f E U~,µ.,o· U~,µ.,a denota, como es usual, el dual del espacio Ua.,µ.,a· 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

El objetivo de este traba.jo es establecer algunos teoremas de tipo Abeliano para. la transformación 
generaliza.da (1.5). Se prueba un teorema que relaciona el comportamiento de una función generalizada 
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f(t) para t - o+ con el de su transformada F(r) pa.ra r - oo, así como otro que conexiona el 
comportamiento de una función generalizada f(t) para t - oo con el de su transformada F(r) para 
T -+ OO. 

Para. asignar límites a funciones generalizadas adopta.mas la convención de Zemanian (ver [6]). 
Además, la necesidad de extender la definición de orden de una distribución a funciones generalizadas 
pertenecientes a. U!,µ.,a• se justifica mediante un teorema de estructura. que da.mas para. los elementos 
de U!,µ.,a• similar al establecido para distribuciones de soporte compacto (cf. [5]). 

En lo que sigue, 1 denota el intervalo real (O, oo), IR+ el conjunto de los números reales positivos y 
JN0 el conjunto de los enteros no negativos. V (1) y E (1) son los conocidos espacios de funciones prueba 
en el intervalo I; V'(I) y E'(I ) son sus duales [5]. Los espacios Ua,µ.,a y U~.µ.,a fueron introducidos en 
[4]. 

2 Estructura de los elementos de U~,µ,a· 

A continuación se 4a un teorema de estructura para la restricción de un elemento de U~,µ.,a a V (I). 

Teorema 2.1 Si f E U!,,,.,01 existen r + 1 funciones ho, h1 , • · · hr E L00(I) tales que, paro cada 
\?E V(!): 

DEMOSTRACIÓN: 

Si f E U!,µ.,a• por el Teorema 1.8·1 [7] existe una. constante C >O y un r E JN0 tal que 

1 < /,\? > 1 ~e max sup 1c21+l)"t•-·(t+1¡> A;"\?(t)I 
O:Sm:SrO<!<oo 

cuyo último término se mantiene acotado por 

e 0~~, 11 n ,(21+1¡•1>-0 (t + 1¡> A;"\?(t)ll, 

donde 11 11 1 denota la norma usual de L1(1). Así, si escribimos 

y puesto que 

1 < f,\? > 1 ~ C 0~~' llDc(2t + l)'t>-•(t + 1)> A;"</>(t)ll1 , 

será. continua la aplicación: 
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Im(V(I))~ Lí+'(I) 

(D,(2t + 1)0 tl'-•(t + 1)1' A;"</>(t)L=0,1,2, -< f ,</> > 

siendo Im(V(I))C Lí+'(I). 
Ahora, por el Teorema. de Ha.hn-Ba.nach, se puede extender (2.1) a una aplicación continua 

Lí+'(I) ~a; 

(2.1) 

Por último, como consecuencia.del isomorfismo existente entre (L~+l )1 y L:;t1 , aplicando el Teorema. 
de representación de Riesz , existen funciones hk. k = O, 1, · · · r de L00 tales que 

< f ,</> >= 

= t (h,(t),D,[(2t + 1)4tl'-•(t + J)l'A~</>(t)J) = 
k:::::O 

=(''fo (A~)'(2t + I)'tl'-•(t + l)I(-D1)h,(t),</>(t)) o 

El Teorema 2.1 justifica la extensión de la definición de orden de una distribución de soporte 
compacto a elementos de u~,µ,a dada a continuación. 

Definición 2.1 Si f E U~,µ,0ri se define el orden de f como el menor entero no negativo r que verifica 

J < f,</> > J ~ C o'}!:?, 7k,•,µ,o(</>), </>E U,,µ,• 

3 Teoremas de tipo Abeliano para la 2F 1-transformada índice ge­
neralizada. 

En primer lugar, recordamos los teoremas Abelianos clásicos proba.dos en [2]. 

Teorema 3.1 Sea f una función medible en (O, oo ), tal que 

t0 -i-t(t + 1)-t-i f(t) 

sea absolutamen·te integrable en cualquier intervalo de Ja forma (T,oo) con T > O. Si se asume que 

.~'g+ 1- 0 f(t) = /3 (3. 1) 

donde ¡ y /3 son complejos tales que -Reo: < Re/ < R e(µ - a), se tiene: 

,~".).,[F(r) - /3G(a , µ,7,r)] =O (3.2) 

siendo 

_ f(µ + l)f(µ + ~ - a - 7 + ir)f(µ + ~ - a - 7 - ir) 
G(a,µ, 7• r) - f(µ + I - a - 7)f(µ + ~ + ir)f(µ + ~ - ir) 

(3.3) 

y F(r ) dada por (1.1). 
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Teorema 3.2 Sea J(t) una función medible en el intervalo {0100) tal que 

sea absolutamente integrable en cualquier intervalo de la fonna (O, T), O < T < oo. Si se asume que 
existe un complejo f3 tal que 

,!!.'! i-0 J(t) = {! 

donde¡ E C con - 14.o: <Re/< Re(µ - o), Re/> Re(Í- o:)-!, entonces 

}!_~(F(r)-{!G(a,µ,'),r)J = O 

con G(a,µ,'),r) y F(r) definidos por (3.3} y (1.1}, respectivamente. 

(3.4) 

Antes de demostrar el primer teorema. de tipo Abelia.no para. funciones generalizadas, se hace 
preciso recordar también un lema probado en [4], además del establecimiento de otro nuevo. 

Lema 3.1 Para toda función regular <P(t) y todo entero positivo k, se tiene 

2k 

A~</>(t) = L;ti-kP;,,(t)Df</>(t) 
j=O 

con 

Plk,k(t) = (t + ¡)' y P2k-1,k(t) = k(t + l)'- 1 [µ - 20< + k + 2t(µ - "'+ k)J 

siendo Pj,k(t ) un polinomio de grado k, OS j S 2k ([4}). 

(3.5) 

Lema 3.2 Sea f E U~,µ.,a con soporte contenido en [T,oo), (T >O) de orden r, siendo 2r - Reµ<!· 
Entonces, si F( r) = 2F1 [/], se tiene 

DEMOSTRACIÓN : Por el Teorema 1.8· 1 [7], existe una constante C > O y un entero r dependientes de 
f, tales que 

1 < f,</> > 1 :S C orr~r in,a,µ., a(</>), V</> E Ua,µ.,a 

Sea {(x) una función regular en [O,oo) tal que {(x) = 1 en un entorno de [T,oo) y {(x) =O en 
(O,p] con O< p < T. Se tendrá que 

[F(r)[ = [(J(x), {(x)F(µ,0<,r,x))I S 

S C 0~~, ')n,•,µ,a ({(x)F(µ,a,r,x)) 

Ahora bien, por otra. parte: 

')n,•,µ,a ({(x)F(µ , a, r, x)) = sup 1(2x + l)"xf-a(x + l)f A;{(x) F(µ, a, r,x JI 
P<~<oo 

26 

©
 D

el
 d

oc
um

en
to

, d
e 

lo
s a

ut
or

es
. D

ig
ita

liz
ac

ió
n 

re
al

iz
ad

a 
po

r U
LP

G
C

. B
ib

lio
te

ca
 U

ni
ve

rs
ita

ria
, 2

01
7



y por la expresión de Ai dad.a en (3.5), lo últimarn.ente escrito está acotado por 

sup 1(2x + l)"x~-•(x + ! )~ f: x'-•P;,.(x)D!{(x)F(µ,a,r,x)I $ 
p<:<oo k=O 

ln 
$ M1 ¿ sup 1(2x + l)"x~-•(x + l)~x'D!{(x)F(µ,a,r,x)I $ 

k=Op<;z;<oo 

Mas, teniendo en cuenta que 

sup ID!-;[{(x)xªJI < AxR,a 
p<:<oo 

y que ([!] p. 102): 

D; F ( + ¡ +. + ¡ .. + !· )-:2 1 µ 2 tT,µ 2-tT 1 µ 1 -X -

_ f(µ + j + j + ir )f(µ + j + j - ir )f(µ + 1) ~ . . ~ . _ . . . _ 
- r(µ+!+ir)f(µ+!-ir)f(µ+j+l) ,F,(µ+2+J+ir,µ+2+J ir,µ++J+l, x) 

y como también se tiene, para T - oo: 

1 1 1 R · 1 R f · l2F1(µ+2+J+ir,µ+2+j-ir;µ+l;-x)l$Br-;- •"-'[x(x+!Jr>- • _, 

e igualmente 

se deduce que 

con lo cual 

I
r(µ+ t + j + ir)f(µ+ t + j - ir)I = O(r';), 

r(µ + ! + ir )r(µ + ! - ir) 

$ B; sup 1(2x + l)'1xk{x(x + t)¡-l-ir-t-Reµ+jl $ C;r-}-R.µ+j 
p<:<oo 

2n k 

'ln,o,µ,a ({(x)F(µ,a,r,x)) $ M3 L: L: sup C;r-í-R,µ+; $ M,r- !-R.µ+ln 
k=Oj=Op<;z;<oo 
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de donde se infiere 

IF(T)I ~ M,T-t-R,µ+2n 

Ahora, puesto que 2r - Reµ < !. se concluye: 

J_i_.~F(T)=O. O 

Estamos ya en condiciones de probar el siguiente teorema: 

Teorema 3.3 Sea f E U!,µ.,o tal que f = ft + h,, siendo f 1 una función ordinaria que satisface 
las hipótesis del Teorema 3.1 y h una función generalizada a la que es aplicabl.e el Lema anterior. 
Entonces, 

J_i_.~[F(T)-¡JG(a,µ,1,T))= 0 

siendo F(r) la 2F1-transformada generalizada de f, con ¡3 y G(a,µ,¡, r) definidos como en el Teorema 
3.1. 

DEMOSTRACIÓN: 

Por las consideraciones sobre límites de funciones generalizadas hechas anteriormente, sigue: 

lim ,-, j,(x) =O, 
z-o+ 

con lo cual 

lim ,-, f(x) = lim f¡(x) = ¡J 
z-oo+ z-o+ 

Además, la 2F1-transformada generalizada F1 de f 1 es igual a. su 2F 1-tra.nsformada ordinaria y por 
consiguiente, en virtud del Teorema 3.1, 

J_i_.~[F1(T)- ¡JG(a,µ,1,T))= O 

Si F2 denota la 2Fi-tra.nsformada generaliza.da de h,, sigue por el Lema anterior, 

Tl!_.~F,(T) =o. 
Como F(T) = F1(T) + F2(T), el teorema queda probado. O 

Se establece finalmente un segundo teorema de tipo a.belia.no que relaciona el comportamiento de 
cierto tipo de funciones generalizadas para x - oo con el de su 2F1-transformada generaliza.da para 
r- OO. 

Teorema 3.4 Sea / E U!,µ.,o con f = ft + h, donde !1 es una función ordinaria que satisface 
las hipótesis del Teorema 3.2 y h una distribución de soporte compacto. Entonces, si F(r) es la 
2F1-transformada generalizada de f, se tiene que 

Tl_i_.~[F(T)-¡JG(a,µ,1,T)) =O 

estando ¡3 y G(a,µ,¡,r) definidos en el Teorema 3.2. 

DEMOSTRACIÓN: 

La 2F1-tra.nsforrnada generaliza.da contiene a la clásica como caso particular. Así, por el Teo­
rema 3.2 y de la asignación de límite para x - oo sobre distribuciones de soporte compacto, sigue 
inmediatamente la conclusión. O 
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