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DE.f'IOSTRl!CION Df. TORf"/U.L/IS T R l (jONOMT f1 CA.S 

CON éf"/PLE.O DE. LA (jé.Of'IE.TRII! DE.l TRil!N(jU.LO 

Jc6ep l!zna~ (ja~cla 

1 NTRODUCC l ÓN 

Nofl pro¡;or .. en oe en e e.ta nota deducir las expresiones para el 

seno y el coseno de la suma o diferencia. de dos á.ngulcs,mecliant.e el e!!!­

pleo de la geometrí~ del triángulo, 

La idea, con: o E•S obvio, no irnrgi6 espontáneame•rite. Tiene su orJ.. 

gen en una lectura hecha en clase a alumnoE avanzados de e.o.U, sobre uc 

trabajo del n:a tsmá.tico español del XIX, Vé.NTllRI! Ré.!JE.S y PROSPé.R, en el que 

se calculs el des~rrollo de co¿ ( t ~ E ) conectando la geometría plana 

con la del espacie. 

La cocexi6n se hac.e sin más y_ue proyectar la eriet.a. ds uc t,t -

traedro de lado unidad sobre el plano determinado por las otras dos,con 

lo cual, el volumen de·l tetraedro -que previamente se expresa en función 

de los tres áng:nJ.o:s- se a.nula, y, a partir de 1 a relación obtenida, se 11~ -

ga al~ fÓrmul.a en cuesti6n (*). 

·.Lo sugerente de la dsmcstración,unido al inter's que despertó 

en los alumnos la exposición de la vida y la obra del citado matsmático 

(**),nos hizo perisar a tod6s que quizá tambi'n seríamos capaces dec1·ear 

algo nusvc sobre el tema. Expongamos,pues,lo que obtuvimos. 

1. En un triángulo cualquiera de v'rtic~s 1!,B,C y lados a.~. c. 

cada lado es igual a la suma de las proyecciones de ~os otros dos sobre 
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La discuEi6n es trivial ;veamos: 

i) Si uno de los tres ángulos,por ejemplo el B, es obtuso, e!! -

tonces co-1>B < O , -1>enB > O , co-1>1! > O y -1>enll >·O, Además, ha de ser nec~ 

sariamente co-1>(ll+BJ < O ,y en la relaci6n discutida tendremos que' sele~ 

cionar 1 a diferencia ya que, siendo co-1>1! co.t.B < O y -1>.e.nll -1,enB > O, s6lo así 

aseguramos el' signo negativo de co-1>(ll+B). 

ii) Si los t.·res ángulos son agudos,los senos y los cosenos de 

11 y B son positivos. Por otra parte, co¿,( ll+E) podrá tomar valores posi t,i~ 

vos o negativos según que ll+B sea menor o mayor que un recto. Visto e~­

to, también tendremos que escoger la diferencia para asegurar las posibi 

lidades del signo de co-1>(ll+B),ya que, si elegimos la suma,al ser positi­

vos el producto de cosenos y el de senos,resul'taría,en contra de la hi-

p6tesis de partida,que co-1>(1!+BJ •ería siempre positivo. 

En conclusi6n,queda demostrado que 

co-1>(1! + B ) = co-1>1! co-1>B - -1>enll .-l>enB 

y,de aquí~se llega fácilme~te a 

codll - B) 

2. Para resolver el caso de -1>en (~ ! E) intentamos repetir el 

procedimiento ariterior al pie de la letra,pero,debido a l'a necesidad de 

c!escomponer cada. uno de los· tres a!Í.gulos del triángulo,la demostraoi6n­

se compli ca.ba é emasiado. Optamos entonces por ir exprimiendo al máximo 

cada un~ .de las expre.siones de pa1;t:i.da,basta. llegar a darnos cuenta,f,i­

nalmente,que con ur~ ~e ellas se podía obtener el resulta.do deseado. 
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él,ea decir 

a = t co&C + e co-0B 

t: e co-0A + a co-0C 

e = t co-0A + a co-0B 

o,lo que es lo mismo 

-a + t co-0 C + e co-0B = 0 

a C0-0 e - ' + e cc¿A o 

a C06B + e co-0A - e = o 

~ue considerado como un sistema homógeneo de tres ecuaciones con inc6g­

" nitas a,t,c, y teniendo en cuenta el resultado conoaido sobre la infin~ 

dad de tri6ngu~os definidos por tres 6ngulos,las soluciones no trivia~s 

del problema vendr6n dad~s por 

-1 C0-0 C 

C:o:ó e -1 

C0-0 B CC-0 A 

CC-6 E 

co¿ A 

-1 

o 

determinante cuyo desarrollo por Sarrus,después de .sustituir co¿C por 

co-0( 180-(A+B) ) = - co-0(A+B) , 

da la expresión 

y resolviendo respecto a co¿(~+B) se obtiene 

c.0-1,(A+B/ co¿A co-0B ! Vco-0 2A co-0 2B co-0 2A co-0 2B + 1 

co-0A co-0B ! f co-1, 2A 2 .t.c.n 2 t. co¿ 2B co¿ B + 

co,¿.A cc¿B ! lco-0 2B (co-0 2A - 1) + -Oen 2A 

co-0A co-0B ! ~-Oen 2 A - co-02 ZJ -0Pn 2/1. = 

co¿A C0-6L1 
+ ~en2 11. (1 co./B) = -

co-0A co-0B ! lfoen
2 A -Oen 2B = 

Ahora, d.eede la misma geometría del tri6ngu] o, tendremos que s~ -

leccionar una de las dos soluciones para la expresión 

co-0( A+ B ) = c~-0A co-0B ! -OenA hEnB 
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En el triingulo de Ja figura,donde c.c 1+ C2 , ll:A 1 ~A 2 ,B:B 1 +B¿. 

Gi expresamos el lado e como suma de las proyecciones sobre ll de los 

otros dos,resulta 

Por el teorema del seno ( a/-OenA 

expresar a y C. en función de e ; así: 

-02nll. 

a -;:;;;e !'.· 

e./ 4R.nB 

-02nE. 
g,,,-c 

;,r;_nC 

c/4enC J,pcd~mos -

Sustituyendo en la primera expre.sión, simplifica.ndc· y ordena!l. -

do,resulta 

y,teniendo en cuenta la suplementariedad y complementariedad de inguloe, 

'finalmente, 

-02n (A + B) ..6.e.nA. c.c-t..B + c_c..c,A . .6.e.nB c.,q.d. 

y,en cc)nsecuencia, 

(*) La demostración e~ti expuesta en: 

(fl 
0 
o 

-o 
7.J 
o .,, 

AZNAH,JOSEP -Una nota de trigonometría de Ventura Reyes 

per (1896)- Ensefianza de'Ias Ciencias;n~ 2 ,1983. 

Pro~ - ':' 
o ,.., 
<: 

.(**)La bibliografía aobre este autor puede encontrarse en el~ 

trabajo anterior. 
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