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NUMEROS. 12

DEMOSTRACION DE FORNULAS'TRI&ONOM&TEICAS
CON EMPLED DE LA GEOMETRIA DEL TRIANGULO

Jesep Aznan Gancla

| NTRODUGC | ON

Mos proporencs en esta nota deducir las expresiones para el -
seno y €l cosenc de lz sumg © diferencia.de dos éngulcs,mediante el em -
pleo de 1la geometria del triédngulo,

La idea,comc es obvio,no surgié esponténeamente. Tiene su ori:
gen en una lectura hecha‘en clase a alumncs &venzadog de C.0,U, scbre un
tratajoc del matemdtico espafiol del XIX,VENTURA REYES y PROSPER,en el que
ge calcula el deserrcllo de cos k A1 2 ) conectando la geometria plana
con la del espacic. . . )

La corexibn se hace sin méds que proyectar la srista de un tg -
traedro de lado unidad sobre el plano determiradc por las otras dcs,con
lc cuel,el volumen del tetraedro -que previamente se expresa en funcidn
de los trgséhgulas-se-anula,y,a rartir de la relacidn obtenida,se lle -
ga a la férmula en cuestidn (¥),

< Lo sugerente de la demcstracidn,unido al interés que despertd
en los alumnos ]a'exposiciSn de la vida y la obre del citadc metemdtico
(**j,nos hizo pensar é todos ‘que quizd también seriamcs cepaces éecrear

alge nueve scbre el tema. Expongames,pues,lo que obtuvimos.

1. En un tridngulo cualquiera de vértices 4,8,C y lados a.,4,c,

cada lado es igual a la suma de las proyecciones de los otros dos sobre
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La discucidn es trivial ;veamos:

1) Si uno de los tres dngulos,por ejemplo el B,es obtusoc,en -
tonces cos8<0 , senB>0 , cosA > 0 y send >0, Ademds,ha de ser nece
sariamente cos(A+B) < 0 ,y en la relacidn discutida tendremos que selegc -
cionar la diferencia ya que,siendo cosA co4B<0 y send senB> 0,sél§asi
aseguramos el signo negativo de . cos(A+3).

ii) S8i los tres dngulos son agudos,los genos y los cosenos de
.Ay'B son positivos. Por otra parte,cos(A+2) pod;é tomar valores positi-
vos o negativos seglin que A+3 séa menof o mayor que un recto. Visto eg-
to, también tendremos que escoger la diferencia para asegurar las posibi
lidades del signo de cos(A+B),ya que,si elegimos la suma,al ser positi-
vos el producto de cosenos y el de senos,fesultaria,en contra de la hi-

’pétesis de partida,que coA(A*B) Seria siempre positivo.

‘En Qonclusién,queda demostrado que
coA?A‘+ 3 )A= co;A cosB - %enAHAenB
y,de agui,se llega fdcilmerte a
;OA(A - B) = cosd 9048 # Aenﬂ 4én3

2. Para resolver el caso de_aén (A % 2) intentamos repetir el
procedimiento .anterior al pie de la'letra,pero,debido a la necesidad de
descompqner cada. uno de los tres aﬁgulbs del triéngulo,la demostracidn-
se complicabs éemésiado. Optamos entonces por ir expriﬁiendo al méximo
cads une e las expresiones de partida,hasta liegar & darnos cuenta,fi—_

nalmente,que con ure de ellas se podia obtener el resultade deseado.
¢ q F
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él,es decir
a = & cosC # ¢ cosB
b= ¢ goAA ¢ a coAC¥
c = & cosA + a cosB
0,10 que es lo mismo
-a + & cosC + ¢ coAB-= 0
a cosC - 4 + c cc2d = 0

a cosl + B cosA - ¢ = 0

1

que considerado como un sistema homégeneo de tres-ecuacicnes con inedg -
iy 4

nitas a,4,¢c, y teniendo en cuenta el resultado conocido sobre la infinji
dad de tridngulos definidos por tres dngulos,las soluciones nc triviales

del prcblema vendrén dadas por

-7 cos C cos P

cos C -7 cos A = 0
\ cos B ccs A -7

determinante cuyo desarrollo por Sarrus,después de .sustituir cosC per
cosl 180-(A+B) ) = - cos(A+B) ,
da la éxpresién
cosl(A4B) - 2 cosh c6sB cos(A+B) + cos?A + cos®B -1 =0

y resolviendo respectc a cos(A+2) ge obtiene

coe{A+B) = costAd cosB z /;0424 coazB - coAZA - co¢28 ¢ 7 =

cosh coad t co4zﬂ coslB + Aanzﬁ - COAZB =

cosd ccsB I 'EOAZB (COAZA - 7) + Aenzﬂ =

cosd cosB L ;anzﬂ - ;0423 senlh =

ccsA cosl t- ﬁlﬁzﬂ (1 - cos’B) ) =

.chA cosB t %2275_222?5_— » ] =
#

cosA cosB =  senA senB
Arora,desde la misma geometrfa del tridngulo,tendremos que sg -
lecciocnar una de las dos scluciones para la expresidn .

cos( A+ B ) = cosA cosB L senh senP
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En el tridngulo de la fig

5i expresamos el lado ¢ como suma de las prcyecciones sobre é1 de los -

c¢tros dos,resulta
c = 4 4enC2

Por el teoremsa del sero (

ursa,dende C=C7+ CZ ' A:A7¢A2,ﬁ=87+ﬂé,

* a‘AenC7

e/ send = &/senP = c/senC ),pecdémos -

‘expresar ¢ y & en funcidn de e ; asi:

senh

s —
senC

(2 é=

senk.

——n.
4enC

Sustituyendo en la primera expresién, simplificendc y ordenap -

do,resulta

senC = senh

y, teniendo en cﬁenta la suplementariedad y cqmplementari

‘finalmente,

sen (A + B)

y»€r consecuenciea,

sen (A - B),

Notas:

(*) La demostracidn estd

AZNAK,JOSEP -Usa nota de trigonometr{a de Ventura Reyes Pros -

AenC7 + senB 4enC2

= senh ccsB + cosh senl

= senh ccéiB - cosh send

expuests en:

per (1896)- Ensefianze de las Giencizs,n® 2 ,1983.

edad de 4ngulos,

coq.d.
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o {*%) La biblicgfaffa sobre este autor puede encontrarse en el

trabajo anterior.
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