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LAS PROGRESIONES Y SU ESTUDIO AR[TﬂETICO-gEOM&TRICO (1)

Juan B, Romeno fbnrguez
1.8, "lsabel de Castilla”
Avila

1. INTRODUCCION

El objetivo de este arficulo es utilizar cliertas interpretacio
nes de las sumas de algunas series en su aspecto finito y,en particulaxy
obtener la sume de los » primeros términos de una progresién aritmética
y de una geométrica,mediante procedimientos geométricos. v

’ Este trabajo puede ser interesante desde el punto de vista me
todolégico-diddctico y pedagdgico,ya que,mediante este tratamiento geo-
métrico,podemos estudiar muchos de‘los tépicos de las progresiones y,a-
la par.sirve>de revulsivo para_re;vindicar la geometria métrica elemen-
tal. ‘

El estudio geométrico‘de:lés progresiones permitird visuali -
zarlas de forma gebmétrica poﬁcreta. Servird también como ejemplé de ma
temdtica constructiva y participativa,que tanto falta en nuestras aulasg
si se dispéne<o construye sobre ia marcha por alumnos y profesores el -
material dldactlco necesario para la consecu01on de los objetivos marca
dos,a saber : creat1v1dad 1nvest1gaclon,mot1va01on claridad y participa
cidn.

Veremos también que aléunos aspectos aritméticos de las pro - -
gresiones pueden ser tratados por métodos geométrizos;a la usanza de -

los antiguos griegos,maestros refinados en el arte o ciencia de la geo-
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metr{a,que tan altas cotas alcanzd con ellos.

De otra parte,hablaremos de otros procedimientos aritméticos-
para la obtencidén de la suma de los n pfimeros términos de una progre -
sidn arimética,geométrica,aritmética-geométrica,etc.,utilizando funda -
mentalmente el "principio de induccidén finita". Para ello,necesitamos -
introducir los conceptos de "suma finita" (introduccién del signo I) y
"producto finito" ( I ).

En fin,que utilizando geometrfa elemental y aritmética bésica
e introduciendo la tinducecidn gréficd e.intuitiva",se puede realizar -
una experiencia razonable en B.U.P. Georges Papy;en su tratado de Mate-
mdtica Moderna,empleando modelos geométricos,hace una experiencia simi-

lar para probar las propiédades de los nlmeros combinatorios.

2.’MQTIVAClONES Y EJEMPLOS . ] _

En lo que sigue; R es el cuerpo totalménte ordenado,arquimg -
diano 'y completo de los nfimeros reales,introducido axiométicamente.

Lo que estableicamos sobre las propiedades de las progresig -
nes aritmébticas y geométricas, salvo lo relativo a las interpretﬁciones—
geométricas de dichas propiedades,es vdlido en el cuerpo C de los nfime-
ros complejos. .

Comenéaremos con variosbejgmplos‘particulares de motivacién,f
de lo que luego veremos y resolVeremos‘en los casos generales,desde los
puntos de vista geométrico y algebfaico;

Estos ejemplos se pueden materializar en la clase con bloques
planos 6 espaciales de papel gruesd. En iodos lbs casbs ¥y ejemplos,se‘;
debe.hacer notar los moVimiedtoé geométricos que efectuamos en la cong-

truceidn de la figuré.

2.A) CALCULO DE LA SUMA DE LOS n PRIMEROS NUMEROS NATURALES

La idea es asociar a cada nﬁmero una figura geométrica senci -
1la,cuyo Area coincida con &l.

Como el niimero 1 es el generador de cualquier nGmero natural,-
se comienza asocidndole un cuadrado de 4rea unidad,que el alumno debe -
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construir. Al 2,le asociamos la unién de dos cuadrados de 4rea unidad.-
Al B,t;es cuadrados'unitarios. BEngeneral,a n = 1 + 1+ ....+ 1,1le hace-
nos corresbonde; n de estos cuadrados, cuya posicién puede variar segiin-
los casos. Las figuras siguienﬁes muestran el caso de n = 4 ,es decir, -
del cédlculo de 1 + 2 + 3 + 4.

]

I O |
4 2 3 4 ) ;
figd . Hig2

Asi,se reduce el cdlculo de la suma 1 + 2 + 3 + ,..,.+ n, al-

problema de hallar el 4rea de la figura obtenida por unidn de las corres
pondientes a cada nflmero.(fig.2 ,para » ='4).,en la que las dimensiones

de la base y la altura valen n.

Construimos luege,por simetr{a,una nuéva figura idéntica, que-

encaja perfectamente en la primera (fig.3). Resulta asi{ un rectdngulo -

i

de n de base y'n+1 de altura y,en consecuencia,de nfn+1) de 4rea,

$5 3 .
| " El 4rea buscada es,por tanto, 1/2 2 ( n'+ 1 ) . Consecuente -

mente podéemos escribir :

14+ 2+ 3+ sveeetn =1/2n{n+1)

.2.B) SUMA DE LOS n PRIMEROS NATURALES IMPARES (1+3+..+(2n-1))
Utilizamos la misma asociacién anterior,pero las figuras’ aso-

ciadas se disponen y unen como indica la figura 4.
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En el caso general,la figura geométrica asociada a 2n-1 estd -
" formada por n cuadrados unitarios a lo largo de cada lado.
8i comparamos este caso con el 2.A veremos que a un mismo ni -
mero podemos asociarle figuras distintas,pero eqﬁiv&lentes en area, De -
otrapafte,las dos figuras asociadas a un mismo nimero coinciden en elnil
#mero de cuadrados unitarios due las componen,aunéue estédn dispuestos de
distinta forma. De aqui se deduce Que estamos héciendo geometria: movi -
miéntos,&escomposicién,equivaiencia,éreas,etc. .
Todas las 4reas consﬂruidas se unen.para formar un cuadrado de
lado n~ y,por ténto,serﬁ

14 34 5+ vausat (20-1) = 2%

2.C) SuMA DE LOS CUADRADOS DE LOS 2 PRIMEROS NATURALES

_
O OO0 O

q2ea 2%=4 =1 j
— | ]
e i iz+-z‘+32+ 42 =
= {6
fr T ]
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También podemos asociar a los nilmeros las figuras siguientes -

]

x4 22=4 . 3%29 42216

y,por unién,obtener las figuras 6 y 7,equivalentes en drea a la 5 :

'

O
fy€ g7 o £y 8

Encajando estas a ambos lados de la 5 obtenemos un recténgulo
de lados 9 y 10 (fig.8). La tercera parte de su &rea es la suma de los-

cuadrados de los cuatro primeros niimeros naturales.

Nota:
Los antiguos griegos se interesaron por los ndmeros que pueden
. ) ry r'd ) Y ’
asociarse a figuras geométricas planas o espaciales. Estos nimeros,que -
se denominan "poligonales" o "figurados",pueden ser definidos de forma -
puramente geométrica. También pueden ser estudiados desde el punto de -

vista algebraico ; as{ lo haremos al final de este trabajo,viendo con -

detdlle sus aspectos aritmético,geométrico y combinatorio.
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3. PROGRESIONES ARITMETICAS
3.A) DEFINICION 1.- Una sucesidn 4 : N > R es una progresidn arit
mética si 3a.K e R tal qﬁe 4, = an ¥ &, ne N ,esto:es,una progresidn
aritmética es la restriccidén de la funcidn afin lkx) = ax ¢+ £ de R en
R sobre N, Por tanto,el grafo plano de una pwa (- 2 , an+f ) , neN estd

constituido por una red discreta del plano (fig;9).
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Los grafos plano y lineal de una p.a. son conjuntos a lo més -
numerables,de N x R réspectivamente de Rp,.uniformeménte distribuidos o
igualﬁentelespaciados.

De esta asobiacién de la p.a. con su grafo,surge la fuentegue
permité establecer muchas de sus propiedades.

A la restriccién de la progresién [ pg ] 4, r<q a Qn'inter-
valo de nimeros sucesivos (consecutivos) se le llama también progresién
(finita). .

Obéervaciénes:

. Cuando hablamos de subconjuntos S de N -o de cualquier otro
conjunto~,obtenidos ﬁediante imégenes de aplicaciones £: N + S decimos =
.que dichos subconjuntos son a lo més numerables. ’

. Como toda recta de,R2 es créciente o decreciente,cabe espe -

rar que toda p.a. también lo sea.

PrROPOSICION 1.- La progresidn aritmética { a, } a>7 ©8 cre -
ciente (respectivamenteidecreciente) si y sdlo si_a 30 (respectivamen -
te ag0) .

Demostracibn :
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{-an } es crecienteé:#VnEN s Qg 2 an¢=$

VneN y@yg - e, 2 b

neN

0 € e -« :a(n-ﬁj){-&-(ﬁ.d-ﬁ@.) =.a ,VnEN
n+l n .

Lo mismo se prueba para las p.a. decrecientes.

3.B). DETERMINACION DE UNA PROGRESION ARITMQTICA
Si { a 1}

. ’ . . 2 .
n Tnpr o @y = @n # £ , a,4eR , es una progresidén arij

mética,vemoé que ei término general depende de dos condiciones o paréme
trgs. En consecuencia,necesitamos dar dos condiciones para determinar -
una progresién'aritmética (piénsese gque una recta queda determinada por
dos puntos). .

. Problema.- Dados dos términos cualesquiera. distintos ak Ty
r.geN , deteémihar la p.a. que los contiene (fig.10);

Si @, » ¢, son dos términos de la p-2. (e, }na7,es a,=antd

neN y tenemos

a

n

a

ra + &
? =a¢ - a = (p-¢la
g ag + 4 ? ¢

yycomo es p<g¢ yresulta :

a - a
P
@ = (pendiente de la recta)
a - a - gqg.a
: Cp T % Py T 94 i
L =za -pa=a -p———— =" (ord. en origl)

La traduccidn geométrica de esta propiedad es que la gréfica

de una funcidn afin,que es una recta,queda completamente determinada si

se conocen dos de sus puntos. /ﬂ
‘ . /7
(p<g) . A

" /: E

/( ! i

S

/' 1 1 :

/g | b

A i

figd0 -’i 1 i 1
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PROPOSICION 2.- Si p.g,2 €N yoa,. aq » @, son tres términos

cualesquiera de una progresiodén aritmética,se tiene:

a, (n-q) + aq (p-n) + aﬂ(q—p) =0

Demostracibn:
Por la proposicién 1,se tiene que,para todo n natural es

a - a a - a

” g . ray - 99,
a, = an+b = n +

”-gq A~ g

Haciendo en esta expresidn n=zz y efectuando operaciones, se ob

tiene:
, (n-q) + a¢(p-a) +vaa[q-p) =0,
que,geométricamente,significa que  "los puntos (p , ap) , (¢ a¢) y -

{2, @ ) de.la grifica de la p.a. { a_  } estdn alineados".
i 3 nx7

n

Ejencicio, - Probar que la sucesidén { @, } ., es creciente(reg
>
pectivamente decreciente) si y sélo si,para todbpirg-naturdl y& p<¢ ,e8

resp. N .
aﬁ(aa( sp aa\ap)

3.C) INTERPOLACION DE TERMINOS

81 { @, }, ; es una progresién aritmética creciente(resp.de -
L . .

eciente),dados @, a_ con a resp. a a hemos visto que: -
cr ) 2t % aﬂé a ( P ¢5 P)' q ’

a - a a - ga
n " % Rey = %%, v
a, = n + » VneN , p<g¢
i P~ g R - g
’ . ) . 2
Entpnces,a los términos de la progresién a . , @2 7"faq-ﬂ

que'estih.kﬂtrE»abjtad;se 1eé:liamaﬁiﬁterpolados o intercalados.

Probiema,- Dados A,B €R ,que forman parte de una p.a.,interca
lar entre ellos n términos. ‘
Si 1lamamos A=a7 y B=an+2 ,se trata de hallar los n términos

2y v @By vesseer@, g . Gomo Qg1@yre0,a estén en p.a.,entonces, -

a
n+l, n+2

e,,2 = @7 * (n+1)a ,donde a=(a, , - a;)/(n+1) =(B -A)/(n+7). De aqui se

deduce que la seccidn de la prog.buscada es a; . agte veesQutRG, A .-

Obsérvese que esta interpolacidén coincide con la "linegl".
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tonces:

cia de la

GB—QZ'- a

3.0) CARACTERIZACIONES DE UNA PROGRESION ARITMETICA
PropPOsicION 3.- 81 { ¢, '}, ., es una progresidén aritmética,en-

a) VnsN . a

n = 97 + (n-7)a ,donde a;= a ¢ £y a es la difereg

progresidn.

b) VZ}h eN , a, = a, + (¢-h)d ,donde d es la diferencia.
Demostracidn de a):

Si { e }

o 1p>7 @8 una p.a.,se cumplg que VneN s QpL7m @, T

Dando valores a n desde 7 hasta n-7 ,se tiene ay-a; = a , -

r sereee 2@ - an_z = a , a -

a = a
n n-1 *

n-1
Sumando estas igualdades y simplificando:

@, - a; = (n-7)a=a = (n-T)a + a; , n>1 y a; = a+ 4

n
Demostracidn de b):

Ve,h eN , a, + (¢-hld = a; + (h=1)d + (Ee-h)d = a, + (Z-7)d=ae

Observaciones. :

1) Estas caracterizaciones permiten dar las construcciones -

geométricas de.las progresiones aritméticas.(fig.11).

2) Las demostraciones anteriores pueden hacerse por el método

de induceidén,del que més adelante hablaremos.

sélo si VnsN , @

®

b e v oy e oy — d

e e el e

£e

|
O
BEER
A 'llli
-t ] 1]
sy 4t “F- IHH‘“Il
? Lt
423 Hn

Y

ProrosicION 4,- { e, } ., es una progresién aritmética si y -
2

= 0. -

- 2a + a
n

n+1 n-17

Demostracidn:
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Si {ea } es una p.a;,entonces,,YneN.e,

- a izcle.za
n‘nxl n+l n' e.=a,que

es la llamada "diferencia" de la progresidn. A esta relacidn se le 1la-
ma vecuacién recurrente o ecuacidén en diferencias finitas,lineal,de pri
mer orden,con coeficientes constan@es.
"
> - = - -

Segun esto, tenemos que Vn,z A N e (ecua
cidn en diferencias finitas,lineal,de segundo orden,con coeficientes -
constantes).

Ademés, si 2,20 vneN ,obtenemos:

{ a,}

aritmética)

n es una p.aé:gynaz v e, = (an*7 *‘an_7)/2' (media

,los siguientes

ProrPosICION 5.~ Dada la sugesiqn { a, }ﬂ>7

enunciados sen equivalentes:
a) (e, }n>7 es una progresidn aritmética
b) neN , a_ - @, 7 = d (n>Z)

. n e v
c) mzsN , n32 , a7 - Zan ta, ;= 0

Demostracién (basada en la definicidén de diferencia y en las
proposiciones 3 y 4): .

Para ver que b)=3a) se procede por induccién.

Obsérvese que c)::)b),yé que yn;Z , an+}.— Zaﬁ ta, ;= 0=3

Vnzz , a -a = a -a = d
n+l

n n n-1
Ademés,otra forma de ver que c)=a) es procediendo por indue
cibén,resolviendo la ecuagién en diferencias 2,7 = 2a, ¥ a,_; = 0.
Asi, tenemos : a)=3b)=sc)=3b) =3a).
. ProPosici1ON 6 (de los términos equidistantes).- Si { a, },sg.

+ 2 e 4 Py -
es una progresidén aritmética,entonces:

.Vp,q,m,n eN , mrn = pro e, *+ e, = a, * a

r 7 %
Demostracidn:
12) == ‘
a,* an'= ma-+ 4 + na + & = (m#n)a + 28 = (ptgla + 24 =
(parl) + (ga+b) = ap * e, )
29) = -
Si a, * a¢ = a, +'an‘, Vp,q,m.n eN , (prgla + 24 = (m+n)a +24
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Vosi a # 0, m+n=p+4q
En particular:

1) YneN s o= 7 ¢ (ne7) = 2 ¢ (n-2) = &+ (neh) (Tshcn-1)=
a; * a, ;= 4 * a, , = a, + dn—h ' )
2 n # 1 = (n-1T) # 2 = (n=-h) + (R+1) , 0sh$n =
’an.* a; = e, 4 * dz S {1¢hgn)
'Veamos shora la iﬁterpretacién geométrica de esta propiedad -

(fig.12),que también caracteriza a las progresiones aritméticas,en el ca

s0 n=4 3

" Asociamos a cada término de la Pele 2@y 4 @y » ees 4 @, , TOC
téngulos de lados 1 y alturas e;,e3,...,2, . Tenemos asf{ los rectédngulos -
RY’RZ"“’Rn ,de &reas a7.7 , a2.7 , ....an.7 ,respectivamente.

Agregamos al rectdngulo R, el R, 3 al R, 4 el R, 5 al R _4
el Ry »y as! sucesivamente,unidos por el lado superior. En nuestro caso
serd R, a R, y Ry a Kj. .

Obtenemos asf un rectédngulo de lado n (en nuestro caso,n=4) y
altura a7+an=a2*an_7=a3fan_2=... (para nqsotros, a7+a4=a2+a3).

Conviene sefialar también que el rectdngulo total queda asf.deg
compuesto en n rectdngulos de 4reas iguales. En el caso de n=4,se obtie

nen cuatro rectingulos de dreas iguales a 7a7+a4J.7=(dé*a3).7 .De aqui:

2(a7+ ay + az + 44) = 4(a7 + a4) ,de donde
@a; * a, + a3 + a, = 4(a7 + a4} / 2
®
Ry | Rs | Ry | Ry,
. - —
d
o —
4
G! ree—
d
e
Ry |Ra|Rs Ry

En el caso general,se obtiene 2(a7+a2+..7ah) = n(a7+a2) .Vn;Z

- Esta construccidn generaliza la de la funcidn afin y=x.
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CAJA GENERAL DE AHORRO$
DE CANARIAS

S Ensusviajes,lévela.La puede uti%izar__en’fqdoei pais. |




