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1 • 1NTRODUCC1 ON 

Juan B. Rome~o f'/á~quez 

I.B. ·z~alet de Ca~tltta" 

Avlla 

El objetivo de este artículo es utilizar cf1erta;s interpretaci,2_ 

nes de las sumas de algunas series en su aspecto finito y,en particular, 

obtener la suma de los n primeros términos de una progresi6n aritmética 

y de una geométrica,mediante procedimientos geométricos, 

Este trabajo puede ser interesante desde el punto de vista m~ 

todol6gico-didáctico y pedag6gico,ya que,mediante este tratamiento ge,2_

métrico,podemos estudiar muchos de los t6picos de las progresiones y,a

la par, sirve de revulsivo para r.e~vindicar la geometría métrica eleme.n

tal, 

El estudio geométrico de· las progresiones permitirá visuali -

zarlas de forma geométrica concreta. Servirá también como ejemplo de ID!!; 

temática constructiva y participativa,que tanto falta en nuestras aula& 

si se disp~ne o construye sobre ia marcha por alumnos y profesores el -

material ~idáctico necesario para la conse
1
cuci6n de los o bj eti vos mar c.!!: 

dos,a saber : creatividad,investigaci6n,motivaci6n,claridad y particip.!!; 

ción.· 

Veremos también qué algunos aspectos aritméticos de las pr,2_ -

gresiones pued.en ser tratados por métodos geométri~o s ¡a la usanza de 

los antiguos griegos,maestros refinados en el arte o ciencia de la ge,2_-
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metría,que tan altas cotas alcanzó con ellos, 

De otra parte, hablaremos de otros procedimientos aritméticos

para la obtención de la suma de los n primeros términos de una progr~ -

sión ariméti ca, geométrica, ari tm ética-geométrica, etc. , utilizando fund,!! 

mentalmente el "principio de inducción finita". Para e.llo, necesitamos -

introducir los conceptos de "suma finita" (introducción del signo E) y 

"producto finito" ( n ). 

En fin,que utilizando geometría elemental y aritmética básica 

e introduciendo la "inducción gráfica! e intuitiva", se puede realizar 

una experiencia razonable en B.U.P. ~eorges Papy,en su tratado de Mat~

mática Moderna, empleando modelos geométricos,hace una experiencia simi

lar para probar las propiedades de los números combinatorios. 

2. MOTIVACIONES Y EJEMPLOS 

En lo que sigue, R es el cuerpo totalmente ordenado,arquim~ -

diano y completo de los números reales,introducido axiomáticamente. 

Lo que establezcamos sobre las propiedades de las progresi2 -

nes aritméticas y geométricas, salvo lo relativo a las interpretaciones

geométricas de dichas propiedades, es válido en el cuerpo c de los núm~

ros complejos. 

Comenzaremos con varios ejemplos particulares de motivación,

de lo que luego veremos y resolveremos en los casos generales,desde los 

puntos de vista geométrico y algebraico. 

Estos eje~plos se pueden materializar en la clase con bloques 

planos o espaciales de papel grueso. ,En todos los casos y ejemplos, se -

debe hacer notar los movimietitos geométr.icos que efectuainos en la con_§

trucción de la figura. 

2.A) CALCULO DE LA SUMA DE LOS n PRIMEROS N0MEROS NATURALES 

La idea es asoci.ar a cada número una figura geométrica senci -

lla,cuyo área coincida con él. 

Como el número 1 es el generador de cualquier número natural,

se comienza asociándole un cuadrado de área unidad,que el alumno debe -
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construir. Al 2,le asociamos la uni6n de dos cuadrados de área unidad.-

Al 3,tres cuadrados unitarios. Engeneral,a n = 1 + 1 + •.•• + 1;le hace

mos corresponder n de estos cuadrados, cuya posici6n puede variar según

los casos. Las figuras siguientes muestran el caso den = 4 ,es ·decir,-

del c.álculo de 1 + 2 + 3 + 4, 

-

D ITJ 1 
-

2 J 4 

As!,se reduce el cálculo de la suma + 2 + 3 + ••• ,+ n, al-

problema de hallar el área de la figura obtenida por uni6n de las corre~ 

pendientes a cada número.(fig.2 ,paran= 4).,en la que las dimensiones 

de la base y la altura valen n. 

Construimos luega,por simetr!a,una nuéva figura idéntica, que-

encaja perfectamente en la primera (fig. 3). Resulta así un rectángulo 

den de base y n+1 de altura y,en consecuencia;de n(n+1) de área, 

t•) .3 
El área buscada es,por tanto, 1/2 n ( n + 1 ) • Consecuent~ -

mente podemos escribir : 

1 + 2 + 3 + .... ,+ n 1/2 n ( n + 1 ) 

_2,8) SUMA DE LOS n PRIMEROS NATURALES IMPARES (1+3+ •• +(2n-1)) 

Utilizamos la misma asociaci6n anterior,pero las figuras,as~

ciadas se disponen y unen como indica la figura 4. 
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D c::B 
3 '' 

En el caso general,la figura geométrica asociada a 2n-1 está

formada por n cuadrados unitarios a lo largo de cada lado. 

Si comparamos este caso con el 2 .A veremos que a uri mismo nJ! -

mero podemos asoci.arle figuras distinta·s,pero equivalentes en área, De -

otra parte, las dos figuras asociadas a un mismo número coinciden en el J!lÍ 

'mero de cuadrados unitarios que 1as componen, aunque están dispuestos de 

distinta forma. De aquí se deduce que estamos haciendo geometría: movi-

mientosAescomposici6n,equivalencia,áreas,etc, 

Todas las áreas construidas se unen para formar un cuadrado de 

lado n y, por tanto, ser.á 

D 

1 

1 + 3 + 5 + , ••• , + ( 2n-1) 2 n 

~.C) SUMA DE LOS CUADRADOS DE LOS n PRIMEROS NATURALES 

-
2.2. = 4 -- --

1 

~ 

1 
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También podemos asociar a los números las figuras siguientes -

y,por unión, obtener las figuras 6 y ?,equivalentes en área a la ·5 

-

' 
' 

1 
.--'-

1 1 
1-----~--

:1 

i 

1\ -

Encajando estas a ambos lados de la 5 obtenemos un .rectángulo 

de lados 9 y 10 (fig.8). La tercera parte de su área es la suma de los

cuadradoB de los cuatro primeros números naturales. 

Nota: 

Los antiguos griegos se interesaron por los números que pueden 

asociarse a figuras geométricas planas o espaciales. Estos números,que-

se denominan "poli~onales" o "figurados",pueden ser definidos de forma

puramente geométrica. También pueden ser estudiados desde el punto de -

vista algebraico ; así lo haremos al final de este- trabajo,viendo con -

detalle sus aspectos aritmético,geométrico y combinatorio. 
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3. PROGRESIONES ARITMETICAS 

3.A) DEFINICIÓN 1 .- Vna sucesión 4 N + R es una progresión arii 

rnética si 3a,íi E:· R tal que 4n = an + O. , n e N , esto :es, una progresión 

aritmética es la restricción de la función afín tfx) = ax + O. de R en 

R sobre N, Por tanto, el grafo plano de una p•· a ( n ·, an+íi ) , ncN está 

constituido por una red discreta del plano {fig.9). 

!Ra..R~ ---· -------------·r 
' --------.,--f ¡ 

------... 
«_a_ - A2. 

____ , 
o.. «..s. 1 ... __ -r 1 

1 
1 

1 
' 1 

nlN. 

Los grafos plano y lineal de una p.a. son conjuntos a lo más -

numerables, de N x R respectivamente de R,, uniformemente distribuidos o 

igualmente .espaciados. 

De esta aso~iación de la p.a. con su grafo, surge la fuenteQue 

permite establecer muchas de sus propiedades. 

A la restricción de la progresión [ '" q ] , p < q a un· inter -

valo de números sucesivos (consecutivos) se le llama también progresión 

(finita). 

Observaciones: 

• Cuando hablarnos de subconjuntos S de N -o de cualquier otro 

conjunto-,obtenidos mediante imágen.es de aplicaciones t: N + S decimos'

que dichos subconjuntos son a lo más numerables, 

• éomo toda recta de .R2 es creciente o decreciente, cabe esp~ -

rar que toda p.a. también lo sea. 

PROPOSICIÓN 1·.- La progresión aritmética { ªn } n>l es cr~ 

ciente (respectivamente 1 decreciente) si y sólo ·si_a ~O (respecti'vamen -

te a ~ O ), • 
De.mo4:l/laci6n 
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{ ªn }ne:N es creciente~Vne:N , ªn+t ;: ªn~ 
Vne:N , ·an+1 - ªn ;¡:. a 

= a(n+1i + & - (na+&) = a , Vne:N 
O ( ªn+1 - ªn 

Lo mismo se prueba para las p.a. decrecientes. 

3.8) ÓETERMINACIÓN DE UNA PROGRESIÓN ~RITMtTICA 

Si { ªn } n~t , ªn an + & , a.'&e:R , es una progresión ari.:J:: 

mética,vemo~ que el término genéral depende de dos condiciones o parám~ 

tr~s. En consecuencia,necesitamos dar dos condiciones para determinar· -

una progresión. aritmética (piénsese que una recta queda determinada por 

dos puntos). 

P~o&lema.- Dados dos términos cualesquiera distintos ªP •ªq, 

p,qe:N • determinar la p.a. que los contiene (fig.10). 

Si ªp'' ªq son dos términos de la p.a. { ªn }n;: 1,es ªn=an+&, 

ne:N y tenemos 

a 
p pa + '} =)a - a = (p-q)a 

a = aq + & P q 
q 

y, como es p < q ,resulta : 

a - a p q 

p - q 
(pendiente de la recta) a = 

p a - q a 
'1 p 

a - a . p q 

' = p - q p - q 
(ord. en or:í'.g.) 

La traducción geométrica de esta propiedad es que la gráfica 

de una función af:í'.n,que es una recta,queda completamente determinada si 

se conocen dos de sus puntos. " /1 

Cp< ,_) • 

" 
I : 

i 1 
/ ' 1 1 1 

( 1 1 

I ' 1 
1 : 1 a,,I 

I t 1 ~I 1' 1 ' 1 
/ 1 1 1 

' 

In.. 1 1 
1-Y 1 1 

I 1 1 t 

_, 1 ' 1 1 , 
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PROPOSICIÓN 2.- Si p,q.,11. EN y ªp , ªq. , a
4 

son tres términos 

cualesquier~ de una progresio6n aritmética,se tiene: 

Demo-1>:l11.aci6n: 

Por la proposici6n 1,se tiene que,para todo n natural es 

a - a pa - q.a 
p q. q. p 

a = an+&. = n + n 
p - q. p - q. 

Haciendo esta 
. , 

n.:·11. efectuando operaciones, se o]2 en expresion y 

ti ene: 

ªp (11.-q.) + aq.(p-11.) + a
4

(q.-p) = O , 

que, geométricamente, significa que 11 los puntos ( p , ap) , ( q. , aq.) y 

(11. , a
4

) de la gráfica de la p.a. ªn } n~ 1 están alineados". 

C.je11.cicio. - Probar que la sucesi6n { ªn } n~ 1 e.s creciente(re~ 

pectivamente decreciente) si y sólo si,para t0Ub.'p,-.q.·,nat1w.al Y'"' p < q. , es 

ªp <;: aq.(resp. ªq. ~ ap). 

3,C) INTERPOLACIÓN DE TfRMINOS 

Si { ªn }n~ 1 es una progresi6n aritmética creciente(resp.d~ -

creciente),dados ªp, a con a<;: a (resp. a ~a ),hemos visto que:. 
q. p q. q. p 

a 
n 

a - a p q. 

p - q. 
n + • p < q. 

p - q. 

~ue· estañ :ent:i::e ·a-¡,.'if ª<i'·ªª les: llama: :triterpolados o intercalados. 

?11.0€.lema.- Dados A,B ER ,que·forman parte de una p.a.,interc~ 

lar entre ellos n términos. 

Si llamamos A=a 1 y B=an+Z ,se trata de hallar los n términos 

a 2 • a 3 •••••••ªn+ 1 • Como a 1 ,a2 , •• ,an+ 1 ,ªn+Z están en p.a.,entonces, -

ªn+Z a 1 + (n+1)a ,donde a:(an+Z - a 1 J!(n+1) =(B :A)/(n+1), De aquí se 

deduce que la secci6n de la prog. buscada es a 1 , a 1 ~q. .... a
1

+niif• :·.q:n.,z- -

Obsérvese que esta: interpolaci6n coincide con la 11 line:al 11 • 
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tonces: 

3,D) CARACTERIZACIONES DE UNA PROGRESIÓN ARITMÉTICA 

PROPOSICIÓN3,-Si { ªn }n~ 1 es una progresión aritmética,e_g-

a) V nEN , a n 
a 1 + (n-1)a ,donde a 1= a+ g y a es la difere_g 

cia de la progresión. 

b) Ve;h EN • ªe = ªh.+ (l-h)d ,donde d es la diferencia. 

Demostración de a): 

Si { ªn }n> 1 es una p.a.,se cumple que VnEN 

Dando valores a n desde hasta n-1 ,se tiene a2-a 1 = a , 

a ' • • • • • • 'ªn-1 - ªn-2 = ª ' ªn- ªn-1 = a. 

Sumando estas igualdades y simplificando: 

( n- 1) a + a 1 , n> 1 y a 1 a + g 

Demostración de b): 

Ve,h EN • ªh + re-hJd a 1 + (h-1Jd + U-hJd 

Observaciones. : 

1) Estas caracterizaciones permiten dar las construcciones 

geométricas de las progresiones aritm.éticas.(fig.11). 

a 

2) Las demostraciones anteriores pueden hacerse por el método 

de inducción,del que más adelante hablaremos, 

PROPOSICIÓN 4,

sÓlo si VnEN • a 1 - Za n+ n 

Demostración: 

.:_-_-_-_:-_-_-::_--- el. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

ªn }n~1 es una progresión aritmética si y -

+ ªn-1 = o. 
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es una p.a~ 1 entonces, Ynt:N,a, 1 - a :i=cie.=a,que n+ n 

es la llamada "diferencia" de la progresi6n. A esta relaci6n se ie 11,!!:

ma ecuaci6n recurrente o ecuaci6n en diferencias finitas, lineal, de pri 

mer orden.con coeficientes constantes. 

Según esto, tenemos que V n)2 , ªn - ªn- 1 = ªn+ 1 - ªn (e CU,!!: 

ci6n en diferencias finitas,lineal,de segundo orden,con coeficientes 

constantes). 

Además,si ªn~O , Ynt:N .obtenemos: 

an}n) 1 es una P•ª<=9Yn;¡:2 , ªn 

aritmética) 

(media -

PROPOSICION 5,- Dada la sucesi6n ªn }n) 1 ,los siguientes 

enunciados ~en equivalentes: 

a) { a } n;¡: 1 es una progresi6n aritmética n 

b) Ynt:N . a - a n-1 = d (n>1) 
n 

c) Ynt:N . n~2 . a n+1 - Za + ªn-1 = o n 

Demostraci6n (basada en la definici6n de diferencia y en las 

proposiciones 3 y 4): 

Para ver que b) ~a) se procede por inducci6n. 

Obsérvese que c) ==;)b), ya que Yn;¡:2 , ªn+ 1 - 2an + ªn- 1 

ªn+ 1 - ·an = ªn - ªn-1 = d 

Además, otra forma de ver que c) ~a) es procediendo por indu_g, 

ci6n,resolviendo la ecuaci6n en diferencias ªn+ 1 - 2an + ªn- 1 = O. 

Así, tenemos a)~b)::::)c)~b)~a). 

PROPOSICION 6 (d~ los términos eqhidistantes).- Si { ªn }n~ 1 
es una progresi6n aritmética,entonces: 

Vp,q,m,n t:N , m+n = p+q ~ªm + ªn = ªp + ªq 

Demostraci6n: 

a + a m n ma·+ g +na+ g = (m+n)a + zg (p+q)a + zg 

(pa+i) + (qa+i) 

2~) ~ 

+ a q a m 

a + a 
p q 

+ a n 
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1 

1 

y,si a# O , m + n = p + q 

En particular: 

1) VnEN , n = 1 + (n-1) = 2 + (n-2) = h + (n-h) (1~h~n-1)==1 

2) n + 1 = (n-1) + 2 = (n-h) + (h.+1) , O~M,n ~ 

Veamos ahora la interpretación geométrica de esta propiedad -

\fig.12),que también caracteriza a las progresiones aritméticas, en el c~ 

so n=4 : 

Asociamos a cada término de la p.a • ., a 1 , ªz , ••• , ªn , re_g_ 

tángulos de lados 1 y alturas a 1,a2 , •• ,an' Tenemos así los rectángulos

R1,R2, ... ,Rn ,de áreas ª1'1, ª2'1, ""ªn'1 ,respectivamente, 

Agregamos al rectángulo Rn el R1 al Rn_ 1 el R2 ; al Rn_ 1 

el R 3 ,y así sucesivamente,unidos por el lado superior. En nuestro caso 

será R4 a R1 y R3 a Rz· 
Obtenemos así un rectángulo de lado n (en nuestro caso,n=4) y 

altura a 1+an=ªz'ªn_ 1.a3+an_z=··· (para nosotros, a 1+a 4:a2+a 3). 

Conviene señalar también que el rectángulo total queda así de~ 

compuesto en n rectángulos de áreas iguales. En el caso de n=4,se obti~ 

nen cuatro ~eciángulos de áre~s iguales a ra 1 +a 4J,1=l~ 2 +a 3 ).1 .De ~quÍ: 

2(a 1+ ªz + a3 + a4J = 4(a 1 + a 4J ,de donde 

ª1 + ªz + ª3 + ª4 = 4-(a1 + ª4) I 2 

"' ~ 11.i R1. 

°'I ---d. 
ªJ -

el. 
"'2 .....-

.J. 
a.~ -

P.1 R& lt,J Rq 

" 2 J /¡ 

" 
En el caso general,se obtiene 2(a 1+a 2+ •• +ah) = n(a 1+a 2J 

Esta construcción generaliza la de la función afín y=x. 
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Clave 

Tenemos la suya: 

iPídala! 

I _, 


