
El ESTUDIO DE LAS FUNCIONES y ECUACIONES POLINO~ICAS 

EN 1~ DE B.11.P. : Un en/.OQUe di./.e"-ente al u-Ouat. • 

1. INTRODUCCION 

Cd-0to4 ~olina Igt.e-0la-0 

l ,iJ, •poeta Vlana• 

Santa C4uz de Tene4i/.e 

Se da aquí una presen.tacióri del tema, diferente de la· que se aCO.§. 

tumbra a dar en los textos ordinarios de 1~ de B.U.P.,en la que no se h~ 

ce uso ni mención de los números complejos para,en cambio,insistir en ª.!!. 

pactos geométricos del Algebra que potencien la intuición del alumno. 

Fundaoental·mente,esta presentación .aporta una visión coherente 

con el tema,aplicándose los mismos métodos al estudio de todas las fun

ciones y ecuaciones,con grado crec~ente de dificultad,hasta llegar a un 

resultado general y verdaderamente importante : el teorema fundamental 

del Algebra en forma real. 

Entre las particularidades de este enfoque destacan las siguien-

tes 

Se refuerza el concepto de coordenadas. 

Se introduce al alumno a los cambios de variable (traslacio

nes de ejes y cambios de escala) • 

•• Uso constante de la regla de Ruffini (esquema de Horner) ,ya 

sea para dividir,para calcular valores numéricos o para cambio de varia-
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ble por traslaci6n en los polinomios • 

•• Avance de ideas como continuidad,crecimiento y deriv~bilidad, 

en forma muy simplificada - para lo que se ha usado la formulaci6n simf 

trica en lugar de la usual -,durante el estudio de las funciones cuadrí 

tica y cúbica. 

Estudio paralelo de las inecuaciones en X de grados 1 y 2. 

Apreciaci6n de l~ necesidad de usar otros métodos (gráficos, 

de aproximaci6n numérica), para la búsqueda de las raíces de las ecua~ 

ciones de grado superior a 2, 

Significaci6n geométrica de la multiplicidad de una raíz. 

Noticia sobre los polinomios de grado n arbitrario(forma de la 

gráfica según la paridad den y descomposici6n factorial), 

Por motivos obvios,aquí s6lo se dará la presentaci6n en su esque

leto, sin entrar en las motivaciones ni en las aplicaciones,cuyo número 

es ilimitado para los polinomios. No obstante,pienso que,habida cuenta 

de lo mal preparados que vienen nuestros alumnos en lo que respecta a la 

Geometría,convendría que se compensase esta deficiencia,en la medida de 

lo posible,con problemas de Índole algébrico-geométrica,como,por ejem

plo el siguiente : "Calcular la altura del arco que intersecta una cueE 

da en un círcu1o,conocidos ésta y el diámetro del círculo" , Una simple 

aplicaci6n de semejanza de triángulos conduce aquí a una ecuaci6n de 2~ 

grado,que el alumno ha de resolver e interpretar luego geométricamente 

las soluciones. 

De todos modos,corresponde a cada profesor marcarse unos objeti

vos y,en funci6n de ellos,elegir una didáctica determinada,marcar el rii 

mo,buscar los ejercjcios y problemas,las motivaciones,las pplicaciones, 

etc,,contando con el material humano disponible,que no siempre es el mi~ 

mo, 

Creo que a los alumnos de 1~ de B.U.P. hay que hacerles entrar en 

el universo matemático en la for~a más concreta,pero,al mismo tiempo,g~· 

neral,posible, La geometrizaci6n del Algebra pued; ayudarles mucho en e~ 
te aspecto. 
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La calculadora permite hoy resolver' fácilmente el problema de re

presentar una curva formando su tabla de valores,pero1 ¿en qué intervalo 

darle los valores? Si el intervalo no contiene el centro de simetría de 

la parábola o la cúbica,la gráfica dibujada nos dirá poco sobre su for

ma; es necesario el estudio general. 

Por otro lado,algunos conceptos que se introducen en 2~,como es 

la continuidad,allí ya en su forma más general,¿no es preferible que el 

alumno los haya palpado antes, aunque sea en una forma más intuitiva,y en 

?asos muy simples?. Esto es lo que se ha pretendido aquí al introducir 

algunas nociones primitivas del cálculo infinitesimal. 

Los números complejos no se han usado en este trabajo porque no 

aportan nada esencial al tratamiento, sino más bien confunden al alumno. 

AsÍ,por ejemplo,las soluciones imaginarias de f(x)=O se representan en 

el plano de Gauss;pero no se pueden representar,al interpretarlas como 

cortes con el eje X de y=f(x),en el plano ordinario. Creo que tal vez en 

2~ de B.U.P. es cuando se deberían ver los complejos en forma bin6~ica, 

y así habría más continuidad con la forma trigonométrica que se estudia 

en 3~. En 1~ se ven los números reales por primera vez y a ellos debe

mos limitarnos durante todo el cur'so. 

2. TRASLACIONES PARALELAS DE LOS EJES DE COORDENADAS 

Consideremos la recta real,es decir,una línea recta en la que se 

han particularizado dos puntos O y 1,quedando determinados los demás pu~ 

tos mediante un número real x, su abscisa. , en este sistema de referenc:ia. 

Sea "i" un valor particular de x. 

¿Qué ocurre ~i,conservando la escala,trasladamos el orígen O y la 

unidad 1 a los puntos i e i+1,respectivamente? Llamemos t a la abscisa 

del punto x en la nueva graduaci6n de ia recta, 

t-abscisas 

x- abscisas 

. -1 -1+1 

o 

o t = -i+x 

i i+1 X 

A través de diversos ejemplos,el alumno,conocida x,calculará t 
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y viceversa,hasta llegar·a la conclusi6n de que se cumple siempre laffiD

mula de transformaci6n: 

t = X - 1 6 X = t + 

Por ejemplo,se puede tomar la edad de un alumno cualquiera si h~ 

biese nacido "i" afies antes o "i" afies despu6s; problemas de cambios de 

fechas de la era cristiana a la musulmana(suponiendo que los afies musul 

manes tuvieran el mismo número de d:i'.as) ;problemas .de distancias kilcim6-

tricas entre ciudades;de conversi6n de grados Celsius a Kelvin;etc. 

Una vez que el alumno haya comprendido los cambios de abscisas 

por traslaci6n "conservando la escala",se le puede introducir en el cam

bio general de co0rdenadas ( x, y) por traslaci6n paralela de los ejes ,"co!l 

servando la escala,llevando el origen al punto (i,j),que estará regido 

por las f6rmulas: 

t = X i s = y -

para las nuevas coordenadas (t,s). 

3. LA FUNCION LINEAL 

La escala Farenheit de temperatura tiene su origen en -32 ºe p~ 

ro,además,la "escala",esto es,el tamafio del intervalo unidad,es 5/9 del 

tamafio del intervalo unidad de la escala Celsius. La f6rmula de transfo~ 

maci6n de ºe a ºF es: 

f = 32 + 9/ 5 t 

Ejemplos como 6ste,o procedentes de la Geometr:i'.a,Econom:i'.a,etc., 

nos servirán para introducirnos en el estudio de la funci6n 

y = f(x) , donde f(x) = ax +b , (a F O) 

Efectuando un cambio de abscisa t = x - i,Jse simplificará el 

estudio de la funci6n? Veamos que s:i'.: 

f(t+i) = a(t+i) + b = at + f(i) 

Notemos que esto mismo se podr:i'.a haber hecho sin más que divi

dir f(x) entre x-i (=t),para lo que podr:i'.amos usar el esquema de Ruffi

ni;y obtener: 

f(x) = ..a(x-i) + f(i) 
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En particular,para i=-b/a resulta f(i) 

y = f(t - b/a) = at 

O ,de donde: 

Así,la transformaci6n de coordenadas (x,y) en (t,y),con t=x+b/a, 

convierte el estudio de y = ax + b en el de y = at. Pero esta Última re

laci6n expresa la proporcionalidad directa entre las dos magnitudes "t" 

e "y",y,por ianto,su gr&fica es una línea recta pasando por el origen 

t=y=O. 

Referida a los ejes primitivos (x,y),la recta no pasa por el ori

gen,sino por (-b/a , O) y por (O,b). 

X 

Note~os qué "a" mide el &ngulo que forma la recta con el eje ho

rizontal y,aunque no hay una proporcionalidad directa entre ambos,si el 

&ngulo aumenta(disminuye) también 11 a 11 aumenta(disminuye), Llamaremos a 

"a" pendiente o inclinaci6n de la recta. 

Así,en la ecuaci6n y = ax + b , "a" es el coeficiente angular y 

"b" ·es el coeficiente de posici6n. 

Conviene en este punto relacionar esto con los problemas reales 

de la pendiente de una carretera,y que el alumno observe que si (x
1

,y
1

) 

y (x2 ,y2 ) son dos puntos de la recta,entonces 

= a 

y que el signo de "a" determina el crecimiento o decrecimiento de y re~ 

pecto a x. 

3. LA FUNCION CUADRATICA 

Consideremos un cuadrado de &rea unidad y su círculo circunscri-
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to y,por tanto, de diámetro ~. Si aumentamos el radio del círculo en 

x,lc6mo aumentará la diferencia entre las áreas del círculo circunscri-

to al cuadrado y éste,en sus distintos tamaños? Esto nos lleva,llamando 

»y» a dicha diferencia,a escribir: 

y =TI(/2/2 t X )
2 - (1 t 2x//2) 2 

que,después de desarrollada,queda 

y =(TI"- 2)x~ +.12 (TI - 2)x + TI/2 -

o bien 

y 1'"'14159 •• x2+1'6i445 •• x+O' 570196 •• 

Este,como muchos otros,es un ejemplo de situaci6n geométrica lle

vando a la formulaci6n de una dependencia cuadrática entre dos magnitu

des:longitud y área, A través de situaciones concretas,motivaremos el 

estudio de la funci6n cuadrática general y= f(x), donde 

f(x) = ax2 + bx + c ,(aFO). 

Procedamos,de nuevo,como en el caso lineal,a intentar un cambio 

de abscisa t=x-i,a "ver si en las nuevas coordenadas se simplifica el e~ 

tudio de la gráfica de nuestra funci6n. Notemos que se trata de escribir 

f(x) como un polinomio en x-i ,es deci·r,en t. 

Por divisi6n repetida,mediante Ruffini,se obtienen los coeficien

tes(obsérvense los restos): 

a b c donde: 

i) ai ai2+bi f(x)=(x-i) .c(x) + f(i) 

a ai+b ~ 
c(x)=(x-i).a + c(i) 

i) ai 

a ~ 
y,por sustituci6n de c(x) en f(x),resulta: 

f(x) = a.(x-i) 2 + c(i).(x-i) + f(i) 

Es evidente que tomando en particular i=-bl2a,resulta c(i)=O,lo 

que nos permite escribir,para la sustituci6n t=x-i=x + b/2a,lo siguien-
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te: 

y = f(t - b/2a) = at2 + f(i) 

Si llamamos j=f(i),entonces,efectuando el cambio de ordenada por 

traslación, s=y-j,tenemos,finalmente,que la traslación paralela de los 

ejes,llevando el origen a (i,j),lo que transforma nuestras coordenadas 

(x,y) en (r,s),permite escribir la ecuación y=f(x) en la forma más ~im-

ple: 

s = at2 

Esta función toma el mismo valor en -t que en t,luego su gráfica 

será simétrica r_especto del eje s, En consecuencia,la gráfica de y=f(x) 

será simétrica respecto al eje x-i (=-b/2a). 

Por otro lado, (0,0) es un punto de la gráfica de s=at2 ,y sig¡.o(s).: 

=signo(a) si tFO• AsÍ,el origen t=s=O es el punto más bajo(mínimo) o el 

más alto(máximo) de la gráfica de s=at2 ,según sea,respectivamente,a>O ó 

a<O, Consecuentemente,lo mismo se podrá decir para el punto (i,j),llama

do vértice de la curva y=f(x). 

Para fijar ideas,en lo sucesivo supondremos a>O,habida cuenta de 

la simetría existente entre las gráficas de y=f(x) e y=-f(x),respecto 

del eje horizontal. 

Por la simetría de s=at2 ,podemos suponer t no negativo. Tomemos 

dos puntos de la gráfica de esta función,digamos (t', s') y (t'',s''), 

en el cuadrante{+,+). Podemos suponer que t'<t''. Sea t el punto medio 

del segmento que determinan y 2h su amplitud. Entonces 

s - s' = a(t+h) 2 - a(t-h) 2 = 4ath > O , 

luego vemos que la gráfica de s=at2 es creciente,si nos limitamos a los 

reales no negativos. Por simetría,será decreciente en el semieje t ~ O. 

Todo esto se traslada ahora a la gráfica de y=f(x),diciendo que esta fu~ 

ción será decreciente en la semirrecta x ~ i y decreciente en x ~ i. 

Vamos a'", estudiar ahora la curva, gráfica de s=at2 , en lo que respe.s, 

ta a su continuidad. En el lenguaje usual,"continuo" significa lo que se 

hace o transcurre sin interrupción. Para el alumno-;la curva es continua 

si todas sus partes están unidas entre si y podemos unir dos puntos cua-
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lesquiera de ella mediante un trazo que no nos obligue a levantar el li 
piz del papel. 

Llamemos,como arriba,P'=(t',s') y p''=(t'',s''),con t < t'' , a 

dos puntos de la gráfica de s=at2 • Por sencillez,llamaremos ,t,2h, al 

punto medio,amplitud del intervalo (t',t''),respectivamente. 

t' t t• 

Los puntos P'y P" están "indicados" o "etiquetados" ,por sus re,!! 

pectivas abscisas. Por su arbitrariedad,la curva será continua si al 

aproximarse a cero t''- t'=2h,entonces P'tiende a confundirse con p'', 

esto es,si la distancia entre ambos,medida por la longitud del segmento 

p'p'',tiende a anularse. Por la desigualdad triangular: 

long f"1i'""""" < 1 t" - t'I + 1 s" - s'l=2h+s"-"s' 

Vemos que para que el primer miembro de la desigualdad tienda a 

anularse cuando h tiende a O,es suficiente que s''- s'v~rifique esa mis-

ma condici6n. Pero, 

s''- s'= 4Ath tiende a O si h tiende a O 

luego nuestra curva es continua. 

En realidad,nuestra definici6n de continuidad,funciona aquÍ,por-

que estamos tratando con funciones definidas en toda la recta y que,ade-

más, son mon6tonas a trozos. AsÍ,las Únicas situaciones posibles son las 

que ilustran estas 
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Ya verá el alumno en 2~ de B.U.P.,al estudiar nuevas clases de 

funciones,la necesidad de mejorar esta definición que ahora vale. Incl~ 

so aquí, se ha .evitado el conc.epto de continuidad en un punto, que es un 

poco más difÍcil,y se ha considerado la curva globalménte. Tampoco se 

ha tenido en cuenta un aspecto más dinámico de la continuidad : el rel~ 

tivo a "dos puntos que se aproximan el uno al otro en la curva". 

Por Último,queremos ver si la forma de nuestra curva es la del ti 

po mostrado en la figura (I) o la d~l de la (II) : 

(I) (II) 

El alumno puede imaginar dos hombres,materializados por dos pun

tos p·'y P"de .la curva,portando una escalera (segmento-cuerda P'"'P'"7"),y 

preguntarse cómo varía la pendiente(inclinación) de la escalera a medi 

da que los hombres suben por la curva,de "izquierda a derecha,limitándo-

nos,como siempre,por razones de simetría,al semieje t~O. Evidentemente, 

en (I) aumenta la pendiente y en (II) disminuye. 

Formalizando esto,con las notaciones anteriores,tenemos: 

s - s 
p end • de P'"'P'"7" = ---

t' ' - t' 

4ath 

2h 
- 2at 

Vemos que la pendiente aumenta con t;luego la curva es del tipo 

(I). De este modo,y resumiendo todo lo anterior,llegamoa a la conclusión 

de que la gráfica de y=f(x)=ax2+bx+c es del tipo: 
y 

i 

El caso a<O se obtiene,como hemos dicho,toma~do la figura simé-

trica de.y~~ffx) respecto al eje t. 
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S. LA ECUACION DE z9 GRADO 

La función cuadrática y= ax2+bx+c corta siempre al eje y en el 

punto Único (O,c). El estudio de los posibles puntos de corte con el aje 

x lleva a la búsqueda de las soluciones de y=O,es decir,de ax2+bx+c=O. 

Pero,usando el cambio de abscisa t=x-i (i=-b/2a) ,como se vio 

anteriormente,podemos limitarnos a buscar las soluciones de 

at2 + j O ( vértice : (i,j) ) 

de donde se obtiene 
2: . 

t = - J/a 

De aquí sacamos un primer criterio de resolubilidad,con un sig-

nificado geométrico evidente : 

" LA ECUACION DE 2~ GRADO TIENE SOLUCION SI Y SOLO SI sign(a) F 
sign(j) o si j=O " 

Calculemos el valor de ai 2 + bi + c , con ayuda del esquema 

de Ruffini: 

a b c 

- b/2a=i) -b/2 -b2/ 4a 

a b/2 1 (4ac-b) 2 / 4a = j 

Volviendo a la ecuación at2 + j O ,resulta: 

t 2 = -j/a = 
b2 - 4ac 

4a2 

y vemos que "UNA CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE- DE RESOLUBILIDAD ES 
QUE EL NUMERO D = b2 -4ac SEA NO NEGATIVO 11 
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Se llama a D el discriminante de la ecuación ax2+bx+c=O. 

b 
Si D ~ o ,como t= X - i X t 2a , tenemos 

b 
)2 

D 
{ X t = 

4a2 2a 
. ,de donde 

X = ( -b ± ID) /2a (*\ 

también escrita a menudo en la forma 

x = i ± /i2-(c?'a} ( i = -b/2a ) 

que expresa bien a las claras la simetría de las raíces respecto de la 

abscisa del vértice. 

Si llamamos x1,x2 a las raíces de la ecuación cuadrática,obteni

das mediante esta Última fÓrmula,es claro que se cumple que: 

2i - b/a 

2 c 
(i - ¡-) = c/a 

Estas relaciones,que expresan la suma y producto de las raíces 

en función de los coeficientes,o,mejor,los coeficientes,en el caso a=1, 

como polinomios simétricos de las raíces,se llaman relaciones de Viéte. 

Y es curioso que ya los seléucidas (cfr. Neugebauer,p.40,41,149,150) y 

los antiguos babilonios planteaban problemas de 2~ grado en esta forma 

y,linealizando el sistema de Viéte,obtenían las soluciones en una for

ma equivalente a la fórmula (*) que,según Colerus,p.134,se debe a los 

árabes. 

6. LAS INECUACIONES DE 19 Y 29 GRADO 
Se supone que el alumno ya conoce la relación de orden en la re~ 

ta real y su compatibilidad con las operaciones algebraicas racionales. 

Sin menoscabo de que use estas propiedaes para resolver inecuaciones de 

grado 1,y la descomposición factorial junto con la regla de los signos 

para resolver inecuaciones de grado 2,se puede hacer,simultáneamente ca
si,el estudio geométrico de las inecuaciones f(x) ~ O , donde f(x) es un 
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polinomio de grado 1 6 2,dibujando aproximadamente la curva y = f(x) y 

estudiando el signo de y para los intervalos o semirrectas determinados 

por las raíces de la ecuaci6n f()=O. 

7. LA FUNCION CUBICA 

Vamos a estudiar ahora la funci6n y=f(x) ,donde 

f(x) = ax3 + bx2 + ex + d ( a/O 

y,como en casos anteriores,ensayaremos un cambio de variable t=x-i ,con 

el objeto de simplificar la ecuaci6n que determina los puntos de la gr~ 

fica de esta función y así poder llevar a cabo más fácilmente su estu

dio. 

Como ejemplos de funciones cúbicas,el alumno tiene todas aquellas 

que relacionan dimensiones lineales de un cuerpo como la esfera o el e~ 

bo con su volumen. Por ejemplo,elnestudio d~ c6mo varía el costo en pe

setas del material necesario para construir un dep6sito esférico de ac~ 

ro,en funci6n de su espesor, si el precio en el mercado de la tonelada 

de acero es de A ptas. 

Para expresar f(x) como un polinomio en t=x-i,usaremos las divi

siones sucesivas por Ruffini,con lo que resulta,como en los casos line

al y cuadrático,que : 

f(t+i) = at 3 + c(i)t2 + c(i)t + f(i) 

Evidentemente,si tomamos i = -b/3a , se obtiene c(i)=O y,para 

este valor particular de i,podemos escribir: 

y = at3 + c(i)t + , donde j=f(i) 

Si efectuamos también el cambio de ordenada definido por s=y-j, 

se obtiene por Último: 

s = at3 + c(i)t (*) 

que es la ecuaci6n de la gráfica de y=f(x) referiaá a unos ejes parale

los a los (x,y),cuyo origen está en (i,j). 
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Si sustituimos en (*) t por -t , s se cambia en -s ; luego la gr_! 

fica de esta función es simétrica respecto del origen t=s=O ,es decir, 

la gráfica de y=f(x) es simétrica respecto del punto (i,j). 

Vamos ahora a limitar nuestro estudio al semiplano t·~. También, 

para fijar ideas,nos limitaremos en lo sucesivo a a>O ,lo cual,como he

mos dicho anteriormente,no supone ninguna pérdida de generalidad,habida 

cuenta de la simetría entre y.=f(x) e y=-f(x). 

Empecemos por estudiar el crecimiento. Se~ t'<t'' y llamemos t 

al punto medio del intervalo que determinan,y 2h a su amplitud. Enton-

ces: 

s s'= a(t+h)3 + c(i)(t+h) - a(t-h) 3 -c(i)(t-h) 

= 2h(3at2 + ah2 +c(i)) 

El polinomio cuadrático entre paréntesis tiene su vértice en t=O; 

por tanto,su signo,y el de s''-s',será negativo entre O y·su raíz posi-

tiva (si existe) th y será positivo a partir de th. 

disminuye al aumentar h; por tan-

to,el extremo superior de todos estos valores es precisamente 

t
0 

1-c(i)/3a 

Si t'< t'' son dos números no negativos menores que t
0 

,entonces: 

t' .2 = (t+h) 2 < -
c(i) 

t 2 
3a o 

De aquí se sigue que: 

t2 + 2ht + h2 + 
c(i) 

< o 
3a 

pero el producto del primer m·iembro por 3a>O es una expresión asimis

mo negativa y que mayara a; 

3at2 + ah2 + c(i) 

lo que hace que esta Última expresión y,por consiguiente,s'- s sean 
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negativas. 

Por el contrario,si t'<t''son ambos mayores que t
0 

,entonces su 

punto medio t será mayor que th, cualquiera que sea h, y s''-s será P2 

si ti va. 

En consecuencia,la funci6n (*) es decreciente entre O y t
0 

;cre

ciente,a partir de t
0

• En particular,si t
0

=0 ,será creciente siempre. 

¿Qué ocurre si t. 
o ,es dea:ir,si ningún th existe?'.Entonces,cla-

ramente,ha de ser c(i) positivo o nulo; pero en estas condiciones,como 

se ve enseguida de la expresión para s''-s',esta diferencia es siempre 

positiva,esto es, (*) es creciente siempre, 

Vamos a buscar una expresión para t
0

,en función de 'los coeficieE, 

tes a,b,¿,d de f(x). Un simple cálculo,con ayuda del esquema de Ruffi

ni,nos permite calcular la expresión para c(i) = c(-b/3a). Resulta: 

1 o2-3ac 

3a 

Por simetría, (*) decrece entre -t
0 

y t
0 

; crece fuera de este 

intervalo(recuérdese que suponemos a positivo). Por tanto,la función 

y=f(x) decrece entre i-t
0 

e i+t
0 

y crece fuera d·e ahí. Notemos que 

i! t
0 

son las ra!ces,si existen,del polinomio cuadrático 

3ax2 + 2bx + c 

Podría ser conveniente,quizás,en este momento (y comparando con 

la función cuadrática y=ax2+bx+c ,que cambia su sentido de crecimiento 

precisamente en -b/2a,raíz de 2ax+b), dar al alumno la regla práctica 

de derivada de un polinomio-sin hablar de derivadas-,como una especie 

de regla mnemotécnica •. 1 s 

X 
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En cuanto a la continuidad de esta curva en un punto (t,s) cual

quiera,procedemos como en el caso de la funci6n cuadrática,poniendo t'= 

=t-h , t''=t+h y anali~ando 'la diferencia 

s''- s'= 2h(3at2 + ah2 + c(i)) 

que vemos tiende a· cero cuando h tiende a cero. Es decir,su gráfica &s ' 

una curva continua. 

Por Último,para analizar la forma de la curva en las proximida

des de t
0 

(recordemos las gráficas tipo I y tipo II consideradas en el 

estudio de la funci6n cuadrática),consideramos la pendiente del segmen

to P 'p'' que une dos puntos de la curva situados en el semiplano t ~O 

referidas las abscisas al punto medio t de t'y t'' y a la amplitud 2h de 

este intervalo. Formamos el cociente: 

p end. de P7P'""' 
s,, -s 

= 3at2 + ah~ +c(i) 
t''-t' 

donde h es arbitrariamente pequeño y se puede considerar el valor de ·h2 

incluso despreciable. Vemos que la pendiente aumenta con t; luego la cul: 

va es del tipo I mencionado,a la derecha de t
0

• Si O <t< t
0 

,entonces 

s''- a',y por tanto la pendiente,es negativa; así c(i) es negativa y 

por tanto al aumentar t ,el valor de la pendiente aumenta al ser negati

vo y disminuir su valor absoluto. En consecuencia,tanto a la derecha co

mo a la izquierda de t
0
,la forma de la gráfica es del tipa I. 

y s 
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8. LONGl1UDES.AREAS Y VOLUMENES 

Consideremos la función cuadrática s=rrr 2 (r>O). Si formamos el 

cociente 

rr(r+h) 2 - rr(r-h) 2 

2h 
2rrr 

ermiembro de la i~quierda es la relación del área de una ~orona circu

~Ar a su grosor,pero en términos de la función área "s",representa la 

pendiente de la recta que une dos puntos situados simétricamente respe~ 

to del punto de abscisa r, Si h es muy pequeño,estos dos puntos tienden 

a confundirse con (r,s) y la recta secante que los une tiende a confun

dirse,por tanto,con la recta tangente en (r,s). Como el miembro de la d~ 

recha es constante respecto a h,vemos que 2rrr ha de ser la pendiente de 

la recta tangente a 11 s" en r. 

1 

o .ir 

Esto que está viendo el alumno y que,sin duda,llamará su aten

ción,especialmente cuando compruebe lo análogo para el cuadrado,no es 

sino la formulación geométrica de un caso particular del teorema funda

mental del cálculo. Si llamamos "pendiente de una función en un punto" 

al valor de la pendiente de su recta tangente en ese punto,lo anterior 

se resume así : 11 La pendiente del área de un cí-rculo e·s la longitud de 

su circunferencia 11 
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Todo.lo visto ie llamará aún más la atención cuando compruebe por 

si mismo que para V = 4/3 nr3 se obtiene 

V(r+h) - V(r-h) 

2'.Q 3 

de donde,al hacer tender h a 0,llegamos a la conclusión de que : "La 

pendiente del volumen de una esfera es el área de la superficie que la 

envuelve 11 • 

Estas ideas son muy simples,pero en ellas está el germen de resul 

tados muy importantes en Matemáticas. Al mismo tiempo que el alumno se 

asoma a ellos,sirven,por su llamatividad,para atraer su atención y mo-

tivarle. 

9. LA ECUACION CUBICA 

La ecuación ax3 + bx2 + ex + d = O expres·a la condición que 

han de cumplir las abscisas de los puntos de corte de la función cúbica, 

estudiada anteriormente,con el eje x. 

Como vimos,esta ecuación se puede poner en la forma equivalente 

más sencilla 

at3 + c(i)t + j = O 

donde (i,j) era el centro de simetrla de la curva,siendo t = x-i. 

Dividiendo entre alO,se puede poner por Último en la forma 

t3 + pt + e¡ = o 
La resolución de esta ecuación por métodos algebraicos para 11~ 

gar a una expresión de las raíces en términos de los coeficientes,en foE 

ma análoga a la obtenida para la ecuación cuadrática,nos lleva a la co

nocida fórmula de Cardano. Para calcular las raíces en esta forma,en el 

llamado "caso irreducible" es necesario el boncurso de los números com-

plejos en forma trigonométrica o polar,los que no estudiará el a~umno 

hasta 3~ de B.U.P. Se hacen,pues~necesarios,?tros métodos de resolución 

aproximada,ya sean gráficos o numéricos. 

Lo mejor es un método que sea la combinaciÓn-'tie ambos,pues aun
que los primeros nos servirían para calcular las soluciones con la pre-
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cisi6n requerida-limitada por la obtenci6n de raíces cÚbicas-,por suce

sivos aumentos de la zona de corte de la parábola cúbica y=t3 con la 

recta y=-pt-q,como se muestra en el ejemplo siguiente,lo cierto es que 

lo engorroso del procedimiento hace que su utilidad sea fundamentalmen

te la de f.ijar el intervalo de búsqueda de la raíz. Usaremos,por tanto, 

el método gráfico para acotar las raíces. 
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Como métodos iterativos,de aproximación numérica de las raíces 

de la ecua.ción cÚbica,tenemos los de aproximaciones sucesivas,que posi-

blemente conozca ya el alumno como algoritmo para calcular las raíces 

n-simas de un número real (Cfr. N.Ya. Vilenkin,p.57 y sgs.),pero quizás 

el más sencillo de aplicar y evidente intuitivamente para un alumno de 

19 de B.U.P. es,sin duda,el algoritmo de subdivisiones sucesivas o mé

todo de encajamiento de Bolzano,normalmente justificado con rigor en el 

e.o.u. 
En el uso práctico de estos métodos conviene observar que (Cfr. 

Froberg,p.19) aunque f(x)=O y kf(x)=O tienen las mismas soluciones exa~ 

tas,cuando se trabaja con soluciones aproximadas se sustituye f(x)=O por 

f(x)=O ,es decir,por f(x) comprendido en un intervalo de tolerancia 

(-E¡E), Así~si x1 es solución de f(x)=O,es decir,si f(x 1) está compren

dido entre -E y E,puede ocurrir,en cambio,que kf(x 1) se salga de este i!! 

tervalo y qóe x1 no sea raíz de kf(x)=O,para el grado de precisión de

seado, 

En consecuencia,para la búsqueda de raíces por métodos aproxima-

dos se debe trabajar siempre con las ecuaciones originales. 

Al aplicar el método de subdivisiones sucesivas se usará la re-

gla de Ruffini para el cálculo de los valores numéricos de los polino-

mios, Si en lugar de efectuar sólo biparticiones,se usan,alternadamente, 

biparticiones seguidas de 5-particiones,el alumno manejará expresiones 

decimales más sencillas. Esto tiene interés sobre todo teniendo en cue!! 

ta que muchos alumnos usan calculadoras sin tecla de memoria. 

Úna vez determinada una raíz x1 del polinomio cÚbico,se divide 

éste por x-x1 y se calculan las raíces,si las hubiere,del polinomio cu~ 

drático resultante. 

Se le puede mostrar al alumno,intuitivamente,a través de los di

ferentes gráficos,ilustrativos de todas las situaciones de signo o nuli 

dad de p y q ,que la ecuación 

t 3 + ot + q = O 

y,por tanto,la ecuación cúoica general tiene siempre solución. No obs-
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tante,volveremos a esto más adelante,viéndolo desde otros punto de vi~ 

ta: como caso particular de un polinomio general de grado impar. 

10, CAMBIOS DE ESCALA 

Mediante una traslaci6n paralela de los ejes,esto es,mediante 

un cambio de coordenadas del tipo t•x-i , s•y-j, las &cuaciones 

(a) 

(b) 

(e) 

se convierten,como vimos,en 

(a') 

(b') 

(e,) 

y 

y 

y 

y 

s • 

s • 

ax + b 

ax2 + bx + ·e 

ax3 + bx2 + ex + d 

at 

at
2 

at3 

( o s• at , con j•O ) 

+ c(i).t 

Estas ecuaciones representan la misma función en di~tintos ejes, 

o distintas funciones en el mismo eje. En este Último punto de vista, 

las gráficas respectivas sólo se diferencian en su posición espacial, 

obtenida por traslación paralela,punt0 a punto,una de la otra,de magni-

tud la del segmento que une los puntos (0,0) e (i,j). Tal vez. es éste 

un buen momento para hablarle al alumno de lo que es un vector o segme~ 

to dirigido,aunque su estudio se lleve a cabo en el curso siguiente. 

Un cambio de escala (tamaño del intervalo unidad) en el eje de 

ordenadas,o sea,una transformación.de semejanza,afecta sólo a las dime~ 

sienes verticales de la figura (se alarga o se aplasta según que la ra

zón de semejanza sea mayor o menor que 1),no a su forma. Mediante el 

cambio de escalas• laJ,S ,las ecuaciones de arriba se transforman en: 

(a") Y ±t 

(b") S - ±t2 si 1 a 1 + a 

c(i) 
<c"lS· +t3 + -- t 

- 1 a 1 

Las diferencias de orientación (rectas de pendiente positiva o 
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negativa;parábolas cuyo vértice es mínimo o máximo,etc),se traducen en 

otro cambio de coordenadas,que es la reflexi6n S'= -S • Mediante ella, 

las ecuaciones referidas toman por fin y si fuese necesario,la forma: 

(a~) Y'= t 

(b*) S'= t2 

t3 
c(i) 

(e*) S'= + t - 1a1 

Vemos,pues,que,salvo su posici6n en el espacio,su tamaño y su 

orientaci6n,todas las rectas y todas las parábolas tienen la misma for

maren cambio,no sucede lo mismo con las cdbicas. Así,por ejemplo,en el 

semieje t~O, las dos primeras,(a*) y (b*),son crecientes siempre; en 

la dltima,por el contrario,el segundo sumando hace que en unos casos sea 

siempre creciente,y en otros tenga un intervalo (O,t
0

) de decrecimiento. 

11. RAICES MULTIPLES Y DESCOMPOSICION FACTORIAL 

Consideremos de nuevo la ecuación cuadrática ax2 + bx + e = O, 

y supuesto admi t·e soluciones,podemos escribir,en virtud de la relación 

de Viéte,lo siguiente: 

ax2 + bx + e = a(x-x1 ) (x-x2 ) , 

que es la descomposición factorial del polinomio cuadrático. 

Si ambos factores lineales coinciden (x 1=x2 ),entonces la raíz x 1 
se llama "doble" ; se verifica obviamente que el discriminante D=O y 

x 1=i • Es decir,si hay una raíz doble,ésta es la abscisa del vértice de 

la gráfica de la función cuadrática asociada y el vértice (i,O) es el 

punto de contacto de la parábola con el eje x. 

Hemos hecho observar que la ecuaci6n cdbica ax3+bx2 +cx+d=O siefil 

pre tiene,al menos,una raíz real,que llamaremos x 1 • Dividiendo por x-x 1, 

resulta 

3. 2 ax + bx + ex+ d = (x-x 1). c(x) 

donde grad. c(x) = 2 y c(x) tiene coeficiente principal a,pudiendo e~ 
te polinomio tener una raíz real doble,dos raíces reales diferentes o 
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no tener raíces reales. En este Último caso la igualdad de arriba expr~ 

sala desco!!lposici6n factorial del.polinomio cúbico primer miembro. Si 

existen raíces reales x2 ,x
3 

de c(x)=O,entonces 

es la descomposici6n factorial del polinomio. 

Si dos de estos factores c~inciden entre si pero no con el terc~ 

ro,la raíz correspondiente se llama doble,y si los tres factores coinci 

den se llama triple. 

Las f6rmulas de Viéte se escriben ahora así 

-b/a X1 + X2 t X3 

c/a X1X2 + X1X3 t X2XJ 

-d/a X1X2XJ 

De la primera de .estas relaciones, vemos que si x1 es una raíz tri 

ple, entonces -b/a = 3x1 ,de donde x1 = -b/3a = i • Así, si hay una raíz 

triple,estará localizada en el centro de simetría. 

s o 1 u e 1 o n e s 

Notemos que de las tres raices del polinomio cúbico,supuesto que 

existan,una es posible que sea doble y distinta de la tercera,digamos 
2 x1Fx2=x3 • Entonces, f(x) = (x-x1 ).c(x) con c(x)=a(x-x2) y x2 estará 

situada en el vértice de y=c(x). 

Todo polinomio cúbico tiene siempre al menos un factor lineal,es 

decir,siempre es reducible (descomponible en un producto de dos factores 

propios,esto es,de grado estrictamente menor). 

Consideremos la ecuaci6n cúbica ax3+bx2+cx!,.d=O y sea x1 una raíz 

real de dicha ecuaci6n,que sabemos que siempre existe. Supongamos que 
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ax3 + bx2 + ex + d = (x-x1) (ax2 + px + q) 

con p2-4aq <O. Entonces,ha de ser aq > O ,es decir, signo(a)=signo(q). 

Pero, d=-x1q ;luego signo(x1 ) = signo(-d/q) = signo(-d/a). 

Por otra parte,si la ecuaci6n cúbica tiene tres raíces reales,la 

Última de las relaqiones de Viéte ( x 1x2x3 = -d/a ),nos dice que al me

nos una de las tres ra!ces,digamos la x1 ,tiene el mismo signo que -d/a. 

En consecuencia: 

(i) Si a y d tienen signos opuestos,la ecuaci6n cúbica tiene una 

raíz real positiva. 

(ii)Si a y d tienen igual signo,la ecuaci6n cúbica tiene una so

luci6n real negativa. 

Esto nos ua un criterio muy elemental de acotaci6n de ra{ces,que 

usaremos,no obstante,en el estudio de la ecuaci6n cuártica,en el apart~ 

do siguiente. 

12. LA ECUACION CUARTICA 

Consideremos la ecuaci6n cuártica ax4 + bx3 + cx2 + dx + e = O 

a título de ejemplo de los polinomios de grado par superior a 2. Como 

en los casos estudiados con detalle anteriormente,la sustituci6n t=x-i, 

con i=-b/4a, permite eliminar el término de tercer grado y,dividiendo 

por a,obtener una ecuaci6n equivalente más simple. Esta: 

t4 + pt2 + qt + r = O. 

¿Se podrá descomponer el primer miembro en un producto de dos 

factores cuadráticos? Si así ocurriese,ambos factores habrían de tener 

sus términos de grado 1,de igual valor absoluto y signos opuestos,para 

que desapareciese el término cúbico en el producto. Ensayemos (Cfr.· Fri 

berg,p.21-23 ; también Hoffman,p.5) la descomposici6n,atribuida a Des-

cartes,siguiente: 

t4 + pt2 + qt + r = "(t2 + ut + v) (t2 - ut + w) 

Igualando coeficientes después de efectu~r el producto,obtene-

mos el sistema: 
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V t W - u2 = p 

} u(w-v) = q 

vw = r 

Eliminando v,w resulta una ecuaci6n cúbica en k=u2 

Como su coeficiente principal y su término independiente son de 

signos opuestos,tiene una raíz real positiva. Esto nos permite obtener 

u,v,w, una tras otra. 

Los polinomios cuadráticos de la descomposici6n del polinomio 

cuártico, pueden no tener raíces. Así •. un polinomio cuártico puede no te

ner raíces reale~,pero si las tiene,su número esi·par,contando su multi-

plicidad. 

13. NOTICIA SOBRE LOS POLINOMIOS DE GRADOS 5.6 ••. 

Sea,en general,la funci6n polin6mica y=f(x),donde 

Sacando factor común el primer término,podemos escribir: 

Todos los alumnos saben que una fracci6n es directamente propo~ 

cional a su numerador e inversamente proporcional a su denominador. En 

consecuencia,si x se hace muy gradde,los términos ~ntre paréntesis,ecce_E 

to el primero,se hacen muy pequeños y todo el paréntesis es aproximada

mente igual a 1. 

Así pues,si x es muy grande, f(x) anxn. 

En particular,si n es impar,f(-x) y f(x) tendrán signos opues

tos. Pero el alumno admitirá el hecho (demostrado ~ara-n~3),que se cum

ple y se le demostrará en 2~ con toda generalidad,de que la gráfica de 
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toda funci6n polin6mi~a es una línea continua. Por otra parte,es un he

ilio intuitivamente claro,que una línea continua que une un punto del s~ 

miplano superior con otro del inferior,por fuerza habrá de cortar la lf 

nea (eje x) de separaci6n entre ambos. 

De lo antedicho surge la conclusi6n obvia 

gra:do ímpar . .:.tiene;a1:"meno.sy.una .li'.áÍz real". 

"Todo polinomio de 

Como método de búsqueda,sirve,en cualquier caso,el algoritmo de 

las subdivisiones sucesivas del intervalo donde f(x) cambia de signo. 

Un polinomio de grado par puede no cortar al eje x (como vimos en 

el caso del polinomio cuártico),pero si lo hace,lo cortará un número 

par de veces (contada la multiplicidad de la raíz). La causa es que,si 

x1 es una raíz,entonces f(x):(x-x 1) es un polinomio de grado impar. 

Todo el estudio anterior conduce al teorema fundamental del Alg~ 

bra,imposible de demostrar a este nivel,pero fácilmente aceptable por 

el alumno si se le ha motivado con un estudio como el previo. Creo que el 

enunciado preferible,en este curso,•s en la forma real (Cfr. Birkhoff, 

p.761),debida a Euler : 

11 Todo polinomio con coeficientes .reales se puede descomponer, sa1, 

vo múltiplos numéricos,de modo Único,en un producto de factores linea

les y cuadráticos 11 

O,en términos de reducibilidad : 11 Los Únicos polinomios,con co~ 

ficientes reales,irreducibles son los de grado 1 y los de grado 2 con 

discrimitiante negativo 11 

14. NOTA FINAL.- En cuanto al modo de obrar para conseguir,con 
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esta presentación del tema,los fines educativos deseados,depende mucho 

de la circunstancia particular de cada ~lase,habida cuenta la actual 

crisis· educativa y la disparidad de niveles de los alumnos que comien

zan el B.U.P. Tal vez en unas clases se pueda explicar con todo detalle, 

y en otras,en cambio, sólo pueda ser motivo de un seminario con los alu~ 

nos.más aventajados. 

No faltan multitud de ejemplos concretos de dentro y·fuera de la 

Matemática que llevan a ecuaciones y funciones polinÓmicas,con los que 

no sólo hay que motivar al alumno,sino ayudarle a que sea capaz de mat~ 

matizar el mundo que le rodea,de resolver problemas reales. 

El estudio de la representación tabular con corrección,precisión 

y limpieza,no se ha de excluir. Previamente,el alumno determinará,con 

arreglo a algún criterio (por eje~plo,la simetría de la curva),el inteE 

valo de val·ores de la variable; usará papel milimetrado y formará (fija

do el paso ~x) la tabla de valores con ayuda de la regla de Ruffini y 

.sn calculadora manual;etc. 

Todo el desarrollo del tema lleva su tiempo,pero los polinomios 

son las funciones más importantes,sin duda,en las Matemáticas,e intere

sa conocerlos y manejarlos perfec~amente. 

Más importante que dar muchos temas en cada curso,es dar unos po

cos,pero darlos bien;profundizando en ellos en la medida de lo posible, 

acostumbrando al alumno a sacar provecho de las herramientas que conoce 

y no sobrecargándolo con el peso de innumerables conocimientos a los que 

luego no puede sacar una utilidad inmediata. No sirve de nada "oír ha

blar" de las.cosas si no se las entiende;la erudición no acerca a la 

·CDmprensión. 
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