EL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES Y ECUACIONES POLINOMICAS

&N 12 DE BJU.P, : Un enfoque difedente al usual .

Chston Molina Iglesias
I.B., "Poeta Viana”

Santa Cruz de Tenenife

1. INTRODUCCION

Se da aqui una presentacién  del tema,diferente de la. que se acos
tumbra a dar en los textos ordinarios de 12 de B.U.P.,en la que no se ha
ce uso ni meneidn de los nfmeros complejos para,en cambio,insistir en as

pectos geométricos del Algebra que potencien la intuicidn del alumno.

Fundamentalmente,esta presentacidén aporta una visidn coherente
con el tema,aplicéndose los mismos métodos al estudio de todas las fun-
ciones y ecuaciones,con grado creciente de dificultad,hasta llegar a un
resultado general y verdaderamente importante : el teorema fundamental

del Algebra en forma real.

Entre las particularidades de este enfoque destacan las siguien-

tes :
.. Se refuerza el concepto de coordenadas.

.+ Se introduce al alumno a los cambios de variable (traslacio-

nes de ejes y cambios de escala).
+« Uso constante de la regla de Ruffini (esquema de Horner) ,ya

sea para dividir,para calcular valores numéricos o para cambio de varia-
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ble por traslacidn en los polinomios.

++ Avance de ideas como continuidad,crecimiento y derivabilidad,
en forma muy simplificada - para lo que se ha usado la formulacidn simd
trica en lugar de la usual -,durante el estudio de las funciones cuadri
tica y clbica.

.+ Estudio paralelo de las inecuaciones en X de grados 1 y 2.

.. Apreciacidn de la necesidad de usar otros métodos (gréaficos,
de aproximacidén numérica), para la blisqueda de las rafices de las ecua-
ciones de grado superior a 2,

.. Significacidn geométrica de la multiplicidad de una rafz.

.. Noticia sobre los polinomios de grado n arbitrario(forma de la

gréfica segln la paridad de n y descomposicidn factorial).

Por motivos obvios,aquif sélo se dard la presentacidn en su esque-
leto,sin entrar en las motivaciones ni en las aplicaciones,cuyo nimero
es ilimitado para los polinomios. No obstante,pienso que,habida cuenta
de lo mal preparados que vienen nuestros alumnos en lo que respecta a la
Geometria,convendrfa que se compensase esta deficiencia,en la medida de
lo posible,con problemas de indole algébrico-geométrica,como,por ejem-
plo el siguiente : "Calcular la altura del arco que intersecta una cuer
da en un circulo,conocidos ésta y el didmetro del circulo" ., Una simple
aplicacién de semejanza de tridngulos conduce aqui a una ecuacidn de 28
grado,que el alumno ha de resolver e interpretar luego geométricamente
las soluciones.

De todos modos,corresponde a cada profesor marcarse unos objeti-
vos y,en funcidn de ellos,elegir una diddctica determinada,marcar el rit
mo,buscar los ejercicios y problemas,las motivaciones,las aplicaciones,
etc,,contando con el material humano disponible,que no siempre es el nmig
mo.

Creo que a los alumnos de 12 de B.U.P. hay que hacerles entrar en
el universo matemdtico en la forma mds concreta,pero,al mismo tiempo,ges

neral,posible. La geometrizacién del Algebra puede ayudarles mucho en es
te aspecto. i
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La caleculadora permite hoy resolver fédcilmente el problema de re-
presentar una curva formando su tabla de valores,pero, ;en qué intervalo
darle los valores? Si el intervalo no contiene el centro de simetria de
la pardbola o la ciébica,la grifica dibujada nos dird poco sobre su for-
ma; es necesario el estudio géneral.

Por otro lado,alguncs conceptos que se introducen en 22,como es
la continuidad,allf ya en su forma mis general,ino es preferible que el
alumno los haya palpado anyes,aunque sea en una forma més intuitiva,y en
casos muy simplea?. Esto es lo que se ha pretendido aqui al introducir
algunas nociones primitivas del éélculo infinitesimal,

Los nfimeros complejos no se han usado en este trabajo porque no
aportan nada esencial al tratamiento,sino méds bien confunden al alumno.
Asi,por ejgmplo,lag soluciones imaginarias de f(x)=0 se representan en
“el plano de Gauss;pero no se pueden representar,al interpretarlas como
cortes con el eje X de y=f(x),en el plano ordinario. Creo que tal vez en
22 de B.U.P. es cuando se deberian ver los complejos en forma bindmica,
y asf habria nés c&htinuidad con la forma trigonométrica que se estudia
en 32, En 12 se ven los nimeros reales por primera vez\y a ellos debe-

mos limitarnos durante todo el curso.

2.'TRASLAC|ONES PARALELAS DE LOS EJES DE COORDENADAS
Consideremos la recta real,es decir,una 1inea recta en la que se
han particularizado dos puntos 0 y 1,quedando determinados los demés pun
tos me&iante un nimero real x, su abscisa ,en este sistema de referencia .
Sea "i" un valor particular de x.
¢Qué ocurre si,conservando la escala,trasladamos el origen 0 y la
unidad 1 a los puntos i e i+1,respectivamente? Llamemos t a la abscisa

del piunto x en la nueva graduacidén de la recta.

t~abscisas s A G| a 1 t = -i+x
T ]
x

x- abscisas o} 1 1 iHl

-

A través de diversos ejemplos,el alumno,conocida x,calculard t
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y viceversa,hasta llegar 'a la conclusién de que se cumple siempre la fv-
mﬁla de transformacidn:
t =x -1 é x =t+ 1

Por ejemplo,se puede tomar la edad de un alumno cualguiera si hu
biese nacido "i" afios antes o "i" afios después; problemas de‘cambios de
fechas de la era cristiana a la musulmana(suponiendo quevlos'aﬂos musul
manes tuvieran el mismo n@mero de dfas);problemas de distancias kKilomé-
tricas entre ciudades;de conversidén de grados Célsius a Kelvinjete.

Una vez que el alumno haya cbmprendido los cambios de abscisas
por traslacién "conservando la escala’,se le puede introducir en el canm-
bio general de cocrdenadas (x,y) por traslacidn paralela de los ejes,con
servando la escala,llevando el origen al punto (i,j),que estard regido
‘por las fdérmulas:

t=x-1

n
@
it
«
'
~—,

para las nuevas coordenadas (t,s).

3. LA FUNCION LINEAL
La escala Farenheit de temperatura tiene su origen en -32 °c Pe
ro,ademéds,la "escala",esto es,el tamafio del intervalo unidad,es 5/9 del
tamafio del intervalo unidad de la escala Celsius. La férmula de transfor
nacidn de °C a °F es:
£f=232+9/54
Ejemplos como éste,o procedentes de la Geometrfa,Economia,etc.,
nos servirdn para introducirnos en el estudio de la funcidn
y = f£(x) , donde f£(x) = ax +b , (a # 0)
Efeqtuando un cambio de abscisa t = x - i,ése simplificard el
estudio de la funcién? Veamos que si:
£{t+i) = a(t+i) + b = at + £(1i)
Notemos que esto mismo se podria haber hecho sin méds que divi-
dir f(x) entre x-i (=t),para lo que podrfamos usar el esquema de Ruffi-
ni;y obtener:

f(x) =.a{x-1) + £(i)
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En particular,para i=-b/a resulta f(i) = 0 ,de donde:
y = £f(t - b/a) =-at

Asi,la transformacidn de coordenadas (x,y) en (t,y),con t=x+b/a,
convierte el estudio de y = ax + b en el de y = at. Pero esta Gltima re-
lacidén expresa la proporcionalidad directa entre las dos magnitudes "t"
e "y",y,por tanto,su grédfica es una linea recta pasando por el origen
t=y=0.

Referida a los ejes primitivos (x,y),la recta no pasa por el ori-

gen,sino por (-b/a , 0) y por (0,b).

y A v x%
/@+
w/
a
< I > X
t=0 t=1
b
"ﬁ x==b/a,

Notemos qué "a" mide el 4ngulo que forma la recta con el eje ho-
rizontal y,aunque no hay una proporcionalidad directa entre ambos,si el
éngulo aumenta(disminuye) también "a" aumenta(disminuye). Llamaremos a
"a" pendiente o inclinacién de la recta.

Asi{,en la ecuacién y = ax + b , "a" es el coeficiente angular y
"b" -es el coeficiente de posiciénm.

Conviene en este punto relacionar esto con los problemas reales
de la pendiente de una carretera,y que el alumno observe que si (x1,y1)

y (x2,y2) son dos puntos de la recta,entonces
Jo = ¥4
Xy - Xy
¥y que el signo de "a" determina el crecimiento o decrecimiento de y res

pecto a x.

3. LA FUNCION CUADRATICA

-

Consideremos un cuadrado de 4rea unidad y su cf{rculo circunscri-
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fo y,por tanto, de didmetro vZ . Si aumentamos el radio del circulo en
x,5 cémo aumentard la diferencia entre las 4dreas del circulo circunscri~
to al cuadrado y éste,en sus distintos tamafios? Esto nos lleva,llamando

"y" a dicha diferencia,a escribir:

y =m(v2/2 + x )2 - (1 + 2x/V2)?

que,después de desarrollada,queda

y =(m -~ 2)x% +/3 (1 - 2)x + /2 - 1

o bien

v = 114159, .x%+1° 61445, . x+0° 570796, .

Este,como muchos otros,es un ejemplo de situacién geométrica lle-
vando a la formulacidén de una dependencia cuadrética entre dos magnitu-
des:longitud y drea. A través de situaciones concretas,motlivaremos el
estudio de la funcidn cuadrdtica general y = f(x), donde

f(x) = ax2

+ bx + ¢ ,(a#0).
Procedamos,de nuevo,como en el caso lineal,a intentar un cambio
de abscisa t=x-i,a ver si en las nuevas coordenadas se simplifica el eg
tudio de la gréfica de nuestra funcibn. Notemos que se trata de escribir
f(x) como un polinomio en x-i ,es decir,en t. .

Por divisidn repetida,mediante Ruffini,se obtienen los coeficien-

tes(obsérvense 1los restos):

a b c donde:

1) ai ai®+bi £(x)=(x-1) c(x) + £(i)
a ait+b l £(1) ) c(x)=(x-i).a + c(i)

i) ai

a lc(i)

y,por sustitucidn de c(x) en f(x),resulta:

£(x) = av(x-1)% + c(i).(x-1) + £(1)
Es evidente que tomando en particular i=-b/2a,resulta e(i)=0,lo

que nos permite escribir,para la sustitueidn t=x-i=x + b/2a,lo siguien-
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y = £(t - b/2a) = at® + £(1)

Si llamamos j=f(i),entonces,efectuando el cambio de ordenada por
traslacidn, s=y-j,tenemos,finalmente,que la traslacidn paralela de los
ejes,llevando el origen a (i,j),lo que transforma nuestras coordenadas
(x,y) en (f,s),permite escribir la ecuacidén y=f(x) en la forma mis sim-
ple: ’

8 = at2

Esta funcidén toma el mismo valor en -t que en %,luego su gréfica
serd simétrica respecto del eje s. En consecuencia,la grifica de y=f(x)
serd simétrica respecto al eje x-i (=-b/2a).

Por otro lado,(0,0) es un punto de la grifica de s=at2,ysigu>(sh
=signo(a) si t£0. Asi,el origen t=s=0 es el punto més bajo(mfnimo) o el
més alto(mdximo) de la gréfica de s=at2,segﬁn sea,respectivamente,a>0 6
a<0, Consecuentemente,lo mismo se podré decir para el punto (i,j).llama-
do vértice de la curva y=f(x).

Para fijar ideas,en lo sucesivo supondremos a>0,habida cuenta de
la simetrfia existente entre las grificas de y=f(x) e y=-f(x),respecto
del eje horizontal.

Por la simetria de s=at2,podemos suponer t no negativo. Tomemos
dos puntos de la grdfica de esta funcidbn,digamos (t’,.s’) y (+7%,s°"),
en el cuadrante (+,+). Pddemos suponer que t°<t”’. Sea t el punto medio
del segmento que determinan y 2h su amplitud. Entonces

v s’’ - 8” = a(t+h)? - a(t-h)? = 4ath > 0 ,

luego vemos que la grifica de s=at2

es creciente,si nos limitamos a los
reales no negativos. Por simetria,serd decreciente en el semieje t & 0.
Todo esto se traslada ahora a la grifica de y=f(x),diciendo que esta fun
cidn serd decreciente en la semirrecta x » 1 y decreciente en x § i.
Vamos a‘estudiar ahora la curva,gréfica de s=at2,en lo que respec
ta a su continuidad. En el lenguaje usual,"continuo" significa lo que se

hace o transcurre sin interrupcidn. Para el alumnojla curva es continua

si todas sus partes estdn unidas entre si y podemos unir dos puntos cua-
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lesquiera de ella mediante un trazo que no nos obligue a levantar el 14
piz del papel.

Llamemos,como arriba,P’=(t’,s’) yP’=(t"",8""J,con t <t , a
dos puntos de la grafica de s=at®, Por sencillez;llamaremos .t,2h, al

punto medio,amplitud del intervalo (t°,t"’),respectivamente.

! 4

h
L T

Los puntos P’y P’ estdn "indicados" o "etiquetados".por sus reg
pectivas abscisas. Por su arbitrariedad,la curva serd continua si al
aproximarse a cero t°’- t“=2h,entonces P’“tiende a confundirse con P’’,
esto es,si la distancia entre ambos,medida por la longitud del segmento

P’P’’,tiende a anularse, Por la desigualdad triangular:
long P < | t°7 - t"| + | 8°% - s8"|=2h+ts"’Is’

Vemos que para que el primer miembro de la desigualdad tienda a
anularse cuando h tiende a 0O,es suficiente que s°’- s’verifique ‘esa mis-

ma condicidn. Pero,

,,

8/~ s’= Lath tiende a 0O si h tiende a 0 ;

luego nusstra curva es continua.
En realidad,nuestra definicién de continuidad,funciona aqui,por-
que estamos tratando con funciones definidas en toda la recta y que,ade-

wds,son mondtonas a trozos. Asi,las tinicas situaciones posibles son las

que ilustran estas figuras:

safls {

/ ‘ -
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Ya verd el alumno en 22 de B.U.P.,,al estudiar nuevas clases de
funciones,la necesidad de mejorar esta definicidn que ahora vale. Inclu
so aquf,se ha evitado el concepto de continuidad en un punto,que es un
poco més diffeil,y se ha considerado la curva globalmente. Tampoco se
ha tenido en cuenta un aspecto mis dindmico de la continuidad : el rela
tivo a "dos puntos que se aproximan el uno al otro en la curva',

Por Gltimo,queremos ver si la forma de nuestra curva es la del ti

po mostrado en la figura (I) o la del de la (II)

(1) (1m)

El alumno puede imaginar dos hombres,materializados por dos pun-
tos P’y P’’de la curva,portando una escalera (segmento-cuerda PP '),y
preguntarse cémo varfa la pendiente(inclinacidn) de la escalera a medi
-da que los hombres suben por la curva,de izquierda a derecha,limiténdo-
nos,como siempre,por razones de simetria,al semieje t30. Evidentemente,
en (I) aumenta la pendiente y en (II) disminugye.

Formalizando eéto,con las notaciones anteriores, tenemos:
s’’- 8"  4ath

PP

= 2at

pend. de -
LA 2h

Vemos que la pendiente aumenta con t;luego la curva es del tipo
(I). De este modo,y resumiendo todo 1lo anterior,llegamos a la conclusidn

de que la gréafica de y=f(x)=ax2fbx+c es del tipo:
¥y s
A

E t

> x

El caso a<0 se obtiene,como hemos dicho, tomando la figura simé-
P .

trica de ys:z£{x) respecto al eje t.
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5. LA ECUACION DE 22 GRADO

La funcidén cuadrdtica y= ax2+bx+c corta siempre al eje y en el
puntq inico (0,c). E1l estudio de los posibles puntos de corte con el ge
x lleva a la blsqueda de las soluciones de y=0,es decir,de ax2+bx+c=0.

Pero,usanda el cambio de abscisa t=x-i (i=-b/2a) ,comc se vio

anteriormente,podemos limitarnos a buscar las soluciones de

at® + 3 = 0 ( vértice : (i,5) )
de donde se obtiene
t21= - j/a
De aqui sacamos un primer criterio de resolubilidad,con un sig-
nificado geométrico evidente :

" LA ECUACION DE 22 GRADO TIENE SOLUCION SI Y SOLO SI sign(a) #

\J)

j<o

sign(j) o si j=O "

Calculemos el valor de j ai2 + bi + ¢, con ayuda del esquema

de Ruffini:

a b c
- b/2a=1) -b/2 -b2/4a

a b/2 |(4ac-b)2 / ha = j

Volviendo a la ecuacidn at2 + j = 0 ,resulta:
2

2 b* - l4ac
tC = -j/a = m—
, 4a
y vemos que "UNA CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE-DE RESOLUBILIDAD ES
QUE EL NUMERO D = —Aac SEA NO NEGATIVO "




Se llama a D el discriminante deé la ecuacidn ax2+bx+é=0.

b
S5i D 20 ,como t==x - i = x + Ta- ¢ tenemos
b 2 D
( x + = )~ = — .,de donde
2a Aa

x=(-b% /D) /22 (*)
también escrita a menudo en la forma

x =it /I2(2/3) (1 = -b/2a )
que expresa bien a las claras la simetria de las rafces respecto de la
abscisa del vértice.

Si llamamos X1sX, a las rafces de la ecuacién cuadrdtica,obteni-~

das mediante esta (ltima férmula,es claro que se cumple que:

Xg t xy, =21 = - b/a

I . (12- ;—) = ¢/a

Estas relaciones,que expresan la suma y producto de las rafces
en funcidén de los coeficientes,o,mejor,los coeficientes,en el caso a=1,
como polinomios simétricos de las raicés,se lleman relaciones de Vidte.
Y es curioso que ya los selducidas (efr. Neugebauer,p.40,41,149,150) y
los antiguos babilonios planteaban problemas de 2° grado en esta forma
¥yslinealizando el sistema de Viéte,obtenfan las soluciones en una for-
ma equivalente a la férmula (*) que,segln Colerus,p.134,se debe a los

4rabes.

6. LAS [NECUACIONES DE 19 v 22 GRADO

Se supone que el alumno ya conoce la relacidn de orden en la rec
ta real y su compatibilidad con las operaciones algebraicas racionales.
Sin menoscabo de Que use estas propiedaes para resolver inecuaciones de
grado 1,y la descomposicidn factorial junto con la regla de los signos

: . - )
para resolver inecuaciones de grado 2,se puede hace?,simultdneamente ca-
: s . . s <
si,el estudio geométrico de las inecuaciones £{x) 5 0 , donde f(x) es un
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polinomio de grado 1 4 2,dibujando aproximadamente la curva vy = £(x}) y
estudiando el signo de y para los infervalos o semirrectas determinados

por las rafces de la ecuacién f£{)=0.

7. LA FUNCION CUuBICA

Vamos & estudiar ahora la funcidn y=f(x) ,donde

3 2

f(x) = ax” + bx“ + ex + 4 ( a0 )

y,como en casos anteriores,ensayaremos un cambio de variable t=x-i ,con
el objeto de simplificar la ecuacibén que determina los puntos de la gri
fica de esta funcidn y as{ poder llevar a cabo mds ficilmente su estu-
dio.

Como ejemplos de funciones cilbicas,el alumno tiene todas aguellas
que relacionan dimensiones lineales de un cuerpo como la esfera o el cu
bo con su volumen. Por ejemplo,elrestudio de cdmo varfa el costo en pe-
setas del material necesario para construir un depésito esférico de ace
ro,en funcién de su espesor,si el precio en el mercado de la tonelada
de acero es de A ptas,

Para expresar f(x) como un polinomio en t=x-i,usaremos las divi-
siones sucesivas por Ruffini,con lo que resulta,como en los casos line-

al y cuadrdtico,que :
.3 =2 . .
£(t+1) = at” + 3(L)t° + (i)t + £(i)

Evidentemente,si tomamos i = -b/3a , se obtiene @(i)=0 y,para

este valor particular de i,podemos escribir:
vy =at? + c(i)t + j , donde j=f£(i)

8i efectuamos también el cambio de ordenada definido por s=y-j,

se obtiene por dltimo:
s = at’ + c(i)t ()

que es la ecuacién de la grédfica de y=f(x) referidd a unos ejes parale-

los a los (x,y),cuyo origenvesté en (i,j).
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Si sustituimos en (%) t por -t , s se cambia en -s ; luego la gri
fica de esta funcidn es simétrica respecto del brigen t=8=0 ,es decir,
la gréfica de y=f(x) es simétrica respecto del punto (i,j).

Vamos ahora a limitar nuestro estudio al semiplanoc t30. También,
para fijar ideas,nos limitaremos en lo sucesivo a a>0 ,lo cual,como he-
mos dicho anteriormente,no supone ninguna pérdida de generalidad,habida
cuenta de la simetria entre y=f(x) e y=-f(x).

Empecemos por estudiar el crecimiento. Sea t’°<t’’ y llamemos t
al punto medio del intervalo que determinan,y 2h a su amplitud. Enton- .
ces:

8%’ 8%= a(t+h)> + c(i)(t+h) - a(t-h)3 -c(i)(t-h) =

i

2h(3at® + ah® +c(i))

El polinomio cuadrdtico entre paréntesis tiene su vértice en t=0;
por tanto,su signo,y el de s”’-s’,seri negativo entre 0 y-su rafz posi-

tiva (si existe) ty v serd positivo a partir de Ty

Pero, th = /(Aahz - ¢(i)/3a disminuye al aumentar h; por tan-

to,el extremo superior de todos estos valores es precisamente

t = V/<c(i)/3a

[+

Si t’< t”’ son dos nilimeros no negativos menores que t, sentonces:

) e(i)
t;r2 - (t+h)2< A t02
3a
De aqui se sigue que:
e(i)
t2 + 2nt + n° + <0
3a

pero el producte del primer miembro por 3a>0 es una expresién asimis-
mo negativa y que mayora a:
3at2 + ah? + e(i)

lo que hace que esta Gltima expresidn y,por consiguiente,s’- s”’ sean




negativas.

Por el contrario,si t°<t’“son ambos mayores que to ,entonces su
punto medio t serd mayor que tys cualquiera que sea h, y s8’’-8’ serd po
gitiva.

En consecuencia,la funcidn (*) es decreciente entre 0 y to jcre-
ciente,a partir de to. En particular,si t0=0 ,serd creciente. siempree

@Qué ocurre 8i td ,és deeir,si ningﬁn th existe? Entonces,cla-
ramente,ha de ser c(i) positivo o nulo; pero en estas condiciones,como
se ve enseguida de la expresidn para s’’-s’,esta diferencia es sismpre
positiva,esto es, (¥) es creciente siempre.

Vamos a buscar una expresidén para t_,en funcidn de los coeficien
tes a,b,c,d de f(x). Un simple cdlculo,con ayuda del esquema de Ruffi-
ni,nos permite calcular la expresién para c(i) = c¢(-b/3a). Resulta :
"BE-Bac

3a

to =

Por simetria, (*) decrece entre -t, ¥ t, s crece fuera de este
intervalo(recuérdese que suponemos a positivo). Por tanto,la funcién
y=£f(x) decrece entre i-t, e i+t  y crece fuera de ahi{., Notemos que

it to son las raices,si existen,del polinomio cuadrédtico
2
3ax™ + 2bx + ¢

Podrfa ser conveniente,quizds,en este momento (y comparando con
la funcién cuadrética y=ax2+bx+c »que cambia su sentido de crecimiento
precisamente en -b/2a,rafz de 2ax+b), dar al alumno la regla préctica

de derivada de un polinomio-sin hablar de derivadas-,como una especie

s

de regla mnemotécnica. . 7 A sy




o e

En cuanto a la continuidad de esta curva en un punto (t,s) cual-
quiera,procedemos como en el caso de la funcidn cuadrética,poniendo t’=

=t-h , t""=t+h y analigando la diferencia
8”’- s’= 2h{3at? + an® + o(i))

que vemos tiende a’ cero cuando h tiende a cero. Es decir,su gréfica &s
una curva continua,

Por dltimo,para analizar la forma de la curva en las proximida-
des de t (recordemos las grdficas tipo I y tipo II consideradas en el
estudio de la funcidn cuadrdtica),consideramos la pendiente del segmen-
to P’P’’ que une dos puntos de la curva situados en el semiplano ¢ 3 0
referidas las abscisas al punto medio t de t’y t’” y a la amplitud 2h de

este intervalo. Formamos el cociente:

S"_Sl 2 2
pend. de PP = mm——— = 3at® + ah® tc(i)
t7-%7

donde h es arbitrariamente pequefio y se puede considerar el valor de-h2

incluso despreciable. Vemos que la pendiente aumenta con t; luego la cur
va es del tipo I mencionado,a la derecha de to . 81 0 <8< to ,entonces
s’’- 8’,y por tanto la pendiente,es negativa; asi c¢(i) es negativa y
por tanto al aumentar t ,el valor de la pendiente aumenta al ser negati-

vo y disminuir su valor absoluto. En consecuencia,tanto a la derecha co-

mo a la izquierda de to,la forma de la grdfica es del tipo I.
Av 4°
i t,

/"

/ 1

>4

Y
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8. LONGITUDES.AREAS Y VOLUMENES
Consideremos la funcidén cuadrdtica s=mr~ (r>0). Si formamos el

cociente

7(r+h)? - m(r-h)?

= 2mr

2h
ei’miémbro de la izquierda es la relacidén del 4rea de una corona circu-
1lar a su grosor,pero en términos de la funcidén 4rea "s",representa la
gendiente de la recta que une dos puntos situados simétricamente respegc
to del punto de abscisa r. Si h es muy pequefio,estos dos puntos tienden
a confundirse con (r,s) y la recta secante que los une tiende a confun-
dirse,por tanto,con la recta tangente en (r,s). Como el miembro de la de

recha es constante respecto a h,vemos que 2nr ha de ser la pendiente de

la recta tangente a "s" en r.

0 s r 2r

Esto que estd viendo el alumno y que,sin duda,llamard su aten-
¢idn,especialmente cuando compruebe lo andlogo para el cuadrado,no es
sino la formulacién geométrica de un caso particular del teorema funda-
mental del cdlculo. Si llamamos "pendiente de una funcién en un punto"
al valor de la pendiente de su recta tangente en ese punto,lo anterior
se resume asi{ : " La pendiente del A&rea de un.cfrculo es la longitud de

su circunferencia ",
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Todo.lo visto le llamard atn mds la atencidn cuando compruebe por

si mismo que para V = 4/3 nr3 , se obtiene

V(r+h) - V(r-h) . B
= AN b —— )
Zh 3

de donde,al hacer tender h a 0,llegamos a la conclusién de que : "La
pendiente del volumen de una esfera es el 4rea de la superficie que la
envuelve"”.

Estas ideas son muy simples,pero en ellas estd el germen de resul
tados muy importantes en Matemdticas. Al mismo tiempo que &l alumno se

asoma a ellos,sirven,por su llamatividad,para atraer su atencidn ¥y mo-

tivarle.

9. LA ECUACION CUBICA

3 2

La ecuacidn ax” + bx“ + cx + d = 0 expresa la condicidn que

han de cumplir las abscisas de los puntos de corte de la funcidn cidbica,
estudiada anteriormente,con el eje x.
Como vimos,esta ecuacidén se puede poner en la forma equivalente
mds sencilla
at3+c(i)t+j=0
donde (i,j) era el centro de simetria de la curva,siendo t = x-i.
Dividiendo entre af#0,se puede poner por dltimo en la forma
~
t2 +pt+q=0
La resolucidn de esta ecuacidn por métodos algebraicos para lig
gar a una exﬁresién de las raices en términos de Llos coeficientes,en for
ma andloga a la obtenida para la ecuacidén cuadrdtica,nos lleva a la co-
nocida férmula de Cardano. Para calcular las rafces en esta forma,en el
llamado "caso irreducible" es necesario el concurso de los nfimeros com-
plejos en forma trigonométrica o polar,los que no estudiarid el alumno
hasta 32 de B.U.P. Se hacen,pues,necesarios,otros métodos de resolucién
aproximada,ya sean grificos o numéricos.

Lo mejor es un método que sea la combinacidn-de ambos,pues aun-
que los primeros nos servirian para calcular las soluciones con la pre-
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cisidn requerida-limitada por la obtencidn de rafces cfibicas-,por suce-
sivos aumentos de la zona de corte de la pardbola cilbica y=t3 con la

recta y=-pt-q,como se muestra en el ejemplo siguiente,lo cierto es que
lo engorroso del procedimiento hace que su utilidad sea fundamentalmen-

te la de fijar el intervalo de bidsqueda de la rafz. Usaremos,por tanto,
N

el método grifico para acotar las rafces.
- - ] T
: 1

SIS i

T

g
golucidn aprbximada' iada: ~2°1 - i
¢ solucibn exacta: -2709455... e

Sy £ t S oo s et =54

BTl Era e
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Como métodos iterativos,de aproximacién numdrica de las raices
de la ecuacidn ciibicae,tenemos los de aproximaciones sucesivas,que posi-
blemente conozca yé él aluano como algoritmo para calcular las rafces
n-simas de un nimero real (Cfr. N.Ya. Vilenkin,p.57 y sgs.),pero quizés
el més senciilo de aplicar y evidente intuitivamente para un alumno de
19 de B.U.P, es,sin duda,el algoritmo de subdivisiones sucesivas o mé-
todo de encajamiento ds Bolzano,normalmente justificado con rigor en el
C.0.U.

En el uso préctico de estos métodos conviene observar que (Cfr.
Froberg,p.19) aunque £(x)=0 y kf{x)=0 tienen las mismas soluciones exagc
tas,cuando se trabaja con soluciones aproximadas se sustituye f(x)=0 por
£(x)=0 ,es decir,por f(x) comprendido en un intervalo de tolerancia
(-e5e). Asi,si xq es solucidn de f£(x)=0,es decir,si f(x1) estd compren-
dido entre -ey €,puede ocurrir,en cambio,que kf(x1) se salga de este in
tervalo y que x4 no sea rafz de kf(x)=0,para el grado de precisidn de-
seado.

En consecuencia,para la biisqueda de ralces por métodos aproxima-
dos se debe trabajar siempre con las ecuaciones originales.

Al aplicar el método de subdivisiones sucesivas se usard la re-
gla de Ruffini para el cdlculo de los valores numéricos de los polino-
mios. Si en lugar de efectuar sélo biparticiones,se usan,alternédamente,
biparticiones seguidas de 5-particiones,el alumno manejard expresiones
decimales més sencillas. Esto tiene interds sobre todo teniendo en cuen
tavque muchos alumnos usan calculadoras sin tecla de memoria.

Una vez determinada una raiz x4 del polinomio clibico,se divide
éste por X-Xq y se calculan las rafces,si las hubiere,del polinomio cua
drédtico resultante,

Se le puede mostrar al alumno,intuitivamente,a través de los di-
ferentes grificos,ilustrativos de todas las situaciones de signo o nuli
dad de p y q ,que la ecuacidn

t2 + ot + g =0

-

y.por tanto,la ecuacidn clicica general tiene siempre solucidén. No obs-
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tante,volveremos a esto nis adelante,viéndolo desde otros punto de vig

ta: como caso particular de un polinomio general de grado impar.

10. CAMBIOS DE ESCALA
Mediante una traslacidén paralela de los ejes,esto es,mediante

un cambio de coordenadas del tipo t=x-i , s=y-J, las ecuaciones

ax + b

"

(a) vy
(b) y = ax2 + bx + ¢

2

{e) y = ax? + bx~ + cx + d

se convierten,como vimos,en

(a’) y = at (o s=at , con j=0)
(b") s = at?

(¢) s = at’ + c(ilt

Estas ecuaciones representan la misma funcidn en distintos ejes,
o distintas funciones en el mismo eje. En este filtimo punto de vista,
las graficas respectivas sbélo se diferencian en su posicibn espacial,
obtenida por traslacién paralela,punto a punto,una de la otra,de magni-
tud la del segmento que une los puntos (0,0) e (i,3). Tal vez es éste
un buen momento para hablarle al alumno de lo que es un vector o segmen
to dirigido,aunque su estudio se lleve a cabo en el curso siguiente.

Un cambio de escala (tamafio del intervalo unidad) en el eje de
ordenadasg,o0 sea,una transformacidn.de semejanza,afecta sélo a las dimen
siones verticales de la figura (se alarga o se aplasta seglin que la ra-

zé6n de semejanza sea mayor O menor que 1),no a su forma. Mediante el

canmbio de escala s = ]a].S ,las ecuaciones de arriba se transforman en:
(a”*) Y = ¥t
(b°7) s =%2 ,silal=ta
c(i)
(c")§= *t3 + —— ¢
fal

-

Las diferencias de orientacidn (rectas de pendiente positiva o
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negativa;pardbolas cuyo vértice es minimo o méximo,etc),se traducen en
otro cambio de coordenadas,que es la reflexidén S’= -S ., Mediante ella,

las ecuaciones referidas toman por fin y si fuese necesario,la forma:

(an). T’=t
(b¥)  8’=t
(e*) s’

2

3 e(i)

= % i

t
fal

Vemos,pues,que,salvo su posicidn en el espacio,su tamafio y su
orientacidn,todas las rectas y todas las pardbolas tienen la misma for-
mayen cambio,no sucede lo mismo con las clibicas. Asf{,por ejemplo,en el
semieje t 390 , las dos primeras,(a*) y (b*),son crecientes siempre; en
la dltima,por el contrario,el segundo sumando hace que en unos casos sea

siempre creciente,y en otros tenga un intervalo (O,to) de decrecimiento,

11, RAICES MULTIPLES Y DESCOMPOSICION FACTOR}AL

Consideremos de nuevo la ecuacidn cuadritica ax2 + bx +c =0,
y supuesto admite soluciones,podemos escribir,en virtud de la relacidn
de Viéte,lo siguiente:b

. ax® + bx + ¢ = a(&—x1) (x-xz) ,

que es la descomposicién factorial del polinomio cuadrédtico.

Si ambos factores lineales coinciden (x1=x2),entonces la raiz x4
se llama "doble" ; se verifica obviamente que el discriminante D=0 y
x4=i . Es decir,si hay una raiz doble,ésta es la abscisa del vértice de
la grifica de la funcidn cuadrdtica asociada y el vértice (i,0) es el
punto de contacto de la pardbola con el eje x.

Hemos hecho observar que la ecuacidn clbica ax3+bx2+cx+d=0 siem
pre tiene,al menos,una rafz real,que llamaremos Xqe Dividiendo por x-x

9
resulta

3

ax” + bx2

+ex +d= (x-x1). e(x)

donde grad. c(x) = 2 y e(x) tiene coeficiente primcipal a,pudiendo eg
te polinomio tener una rafz real doble,dos rafces reales difersntes o
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no tener rafces reales. En este (iltimo caso la igualdad de arriba expre
sa la descomiposicién factorial del polinomio ctbico primer miembro. Si

existen rafces reales XysX3 de c{x)=0,entonces

2

ax3 + bx™ + ex + d = a(x-x1)(x-x2)(x~x

3)
es la descomposicidn factorial del polinomio.

Si dos de estos factores coinciden entre si pero no con el terce
ro,la raiz correspondiente se llama doble,y si los tres factores coinci
den se llama triple.

Las férmulas de Viéte se escriben ahora asi :

-b/a = xq X, t X3
c/la = XqXy + XqX3 + XpX3

-d/a = X XpX 3

De la primera de estas relaciones,vemos que si x4 es una raiz tri

ple,entonces ~b/a = 3x, ,de donde Xq = -b/3a = i . Asi,si hay una rafz

triple,estaré localizada en el centro de simetria. -

/\/ / doble ; : ; triple

solucion

tres gsolucliones

Notemos que de las tres raices del polinomio clbico,supuesto que
existan,una es posible que sea doble y distinta de la tercera,digamos
x1#x2=x3 . Entonces, f(x) = (x—x1).c(x) con c(x)=a(x-x2)2 y x, estard
situada en el vértice de y=c(x).

Todo polinomio cfibico tiene siempre al menos un factor lineal,es
decir,siempre es reducible (descomponible en un producto de dos factores
propios,esto es,de grado estrictamente menor).

Consideremos la ecuacidn cdbica ax3+bx2+cxtd=0 y.sea x4 una raiz

real de dicha ecuacidn,que sabemos que siempre existe. Supongamos que
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ax3 + bx2

toex + d = (x-xq) (ax? + px + q)
con pz-Laq < 0. Entonces,ha de ser aq > 0 ,es decir, signo(a)=signo(q).
Pero, d=-x4q ;luego signo(x1) = signo(-d/q) = signo(-d/a).

Por otra parte,si la ecuacién clbica tiene tres raices reales,la
dltima de las relaciones de Viédte ( XqXgXgy = -d/a ),nos dice que al me-
nos una de las tres raices.digamos la x1,tiene el mismo signo que -d/a.

En. consecuencia:

(i) 8i a 'y 4 tienen signos opuestos,la ecuacidn clibica tiene una

raiz real positiva.

(i1)Si a y d tienen igual signo,la ecuacidn cfibica tiene una so-

lucldn real negativa.

Esto nos da un criterio muy elemental de acotacidn de rafces,que
usaremos,no obstante,en el estudio de la ecuacidén cudrtica,en el aparta

do siguiente.

12, LA ECUACION CUARTICA

Consideremos la ecuacidn cudrtica ax* + bx> + cx* + dx + e =0
a titulo de ejemplo de los polinomios de grado par superior a 2. Como
en los casos estudiados con detalle anteriormente,la sustitucidn t=x-i,
con i=-b/4a, permite eliminar el término de tercer grado y,dividiendo

por a,cbtener una ecuacidn equivalente més simple. Esta:

th + pt? + qt + r = 0.

ése podré descomponer el primer miembro en un producto de dos
factores cuadridticos? Si as{ ocurriese,ambos factores habrian de tener
sus términos de grado 1,de igual valor absoluto y signos opuestos,para
que desapareciese el término cfibico en ‘el producto. Ensayemos (Cfr.’ Frg
berg,p.21-23 ; también Hoffman,p.5) la descomposicidn,atribuida a Des-
cartes,siguiente:
th+ pt? b gt b= (8% +ut + v) (2% - ut 4+ ow)
Igualando coeficientes despuéds de efectu&r el producto,obtene-

mos el sistema:
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v+we-u =p
u(w-v) =g
VW =r

- . s 2
Eliminando v,w resulta una ecuacidn clbica en k=u® :

K2+ 2pk® + (pR-4r)k - g2 = 0 .

Gomo su coeficiente principal y su término independiente son de
signos opuestos,tiene una rafz real positiva. Esto nos permite obtener
u,v,w, una tras otra.

Los polinomios cuadrdticos de la descomposicidn del polinomio

. ’ + s P
cudrtico,pueden no tener raices. Asi,un pollnomlocuértlco puede no te-

[ 4 - 'y Y » :
ner raices reales,pero si las tiene,su nimero esrpar,contando su multi-

plicidad.
13. NOTICIA SOBRE LOS POLINOMIOS DE GRADOS 5.6...

Sea,en general,la funcidn polindmica y=f(x),donde

_ n n-1
£f(x) = a,x +a, 4x el tagx toag
Sacando factor comfin el primer término,podemos escribir:

24 a

f{x) = anxn(1 + 7 o
a_x a_x a_x
n
Todos los alumnos saben que una fraccidén es directamente propor
"cional a su numerador e inversamente proporcional a su denominador. En
Iy s ' 2 Iy . 2 s
consecuencia,si x se hace muy grande,los términos ?ntre paréntesis,xcep
to el primero,se hacen muy pequefios y todo el paréntesis es aproximada-
mente igual a 1.
’ . ' n
As{ pues,si x es muy grande, f(x) = ax .
En particular,si n es impar,f(-x) y f£(x) tendrdn signos opues-

tos. Pero el alumno admitird el hecho (demostrado para-ng3),que se cum-

ple y se le demostrard en 22 con toda generalidad,de que la grifica de
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toda funcién polindmica es una lfnea continua. Por otra parte,es un he-
do intuitivamente claro,que una linea continua que une un punto del se
niplano superior con otro del inferior,por fuerza habrd de cortar la 11
nea (eje x) de separacidn entre ambos.,

De lo antedicho surge la conclusidn obvia : "Todo polinomio de
gradd impar;tiene;al“menaé;una.raiz real”.

Como método de bﬁsqueda,sirve,en cualquier caso,el algoritmo de

las subdivisiones sucesivas del intervalo donde f(x) cambia de signo.

\

n impar n par

/)

Un polinomio de grado par puede no cortar al eje x (como vimos en
el caso del polinomio cudrtico),pero si lé hace,lo cortard un ndmero
par de veces (contada la multiplicidad de la rafz). La causa es que, si
x, es una raiz,entonces f(x):(x-x1) es un polinomio de grado impar.

Todo el estudio anterior conduce al teorema fundamental del Alge
bra,imposible de démostrar a este nivel,pero fécilmente acgptablé por
el alumno si se le ha motivado con un etudio como el previo. Creo que el
enunciado preferible,en este curso,es en la forma real (Cfr. Birkhoff,
p.761),debida a Euler :

" Todo polinomio con coeficientes reales se puede descomponer, sal
vo miiltiplos numéricos,de modo tinico,en un producto de factores linea-
les y cuadrédticos "

O,en términos de reducibilidad : " Los Gnicos polinomios,con coe
ficientes reales,irreducibles son los de grado 1 y los de grado‘é con
discriminante negativo "

-

14, NOTA FINAL,- En cuanto al modo de obrar para conseguir,con
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esta presentacién del tema,los fines educativos deseados,depende mucho
de la circunstancia particular de cada clase,habida cuenta la actual
crisis educativa y la disparidad de niveles de los alumnos que comien-
zan el B.U.P. Tal vez en unas clases se pueda explicar con todo detalle,
y en otras,en cambio,sdlo pueda ser motive de un seminario con los alum
nos mis aventajados.

No faltan multitud de ejemplos concretos de dentro y fuera de la
Matemdtica que llevan a ecuaciones y funciohes polindmicas,con 16s que
no sbélo hay que motivar al alumno,sino ayudarle a que sea capaz de matg
matizar el mundo que le rodea,de resolver problemas reales.

El estudio de la representacidn tabular con correccidn,precisién
y limpieza,no se ha de excluir. reviamente;el alumno determinaréd,con
arreglo a algin critério (por ejezplo,la simetr{a de la curva),el inter
valo de valores de la variablejusaré papel milimetrado y formard (fija-
do el paso Ax) la tabla de valores con ayuda de la regla de Ruffini y
su calculadora manualjetec.

Todo el desarrollo del tema lleva su tiempo,pero los polinomios
son las funciones més importantes,sin duda,en las Matemdticas,e intere-
sa conocerlos y manejarlos perfectamente.

Més importante que dar muchos temas en cada curso,es dar unos po-
cos,pero darlos bien;profundizando en ellos en la medida de lo posible,
acostumbrando al alumno a sacar proﬁecho de las herramientas que conoce
y no sobrecargdndolo con el peso de innumerables conocimientos a los que
luego no puede sacar una utilidad inmediata. No sirve de nada "oir ha~
blar" de las.cosas si no se las entiende;la erudicidn no acerca a la ‘

comprensidn,
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