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PROBLEMAS DE FLUJO DE MINIMO COSTE EN REDES
NO DIRIGIDAS: CONDICIONES DE OPTIMALIDAD Y ANALISIS
DE FORMULACIONES ALTERNATIVAS

A. Sedeiio Noda, C. Gonzilez-Martin & S. Alonso

Resumen

En estc trabajo s¢ cstudian los problemas de flujo de minimo coste sobre redes no dirigidas. Se plantea una
formulacién en la que los costos son arbitrarios. Se determinan las correspondientes condiciones de optimalidad
que, conjuntamente con resultados que caracterizan las soluciones dptimas, permiten la introduccién de un eficaz
esquema de resolucién que se aplica a un ejemplo. Por ultimo, se realiza una discusién sobre una formulacién
alternativa del problema estudiado.

Palabras clave: Anilisis de Redes, problemas de flujos de minimo coste sobre redes no dirigidas, condiciones
de optimalidad.

Abstract

In this paper, we address the undirected minimum cost flow problem with arbitrary arcs costs. We stay the
optimality conditions that together with some results characterizing the optimal solutions allow us to introduce
an casy method for solving the undirected minimum cost flow problem with any kind of costs. Finally, we
discuss on an alternative formulation of this problem.

Keywords: Network Analysis, undirected minimum cost flow problem, optimality conditions.

1. Intreduccién
Existe una relacion extensa de problemas de comunicaciones, transporte, distribucion, planificacion, etc.

cuya resolucién se puede afrontar utilizando modelos de flujos en redes. Una recopilacion de estos casos aparece
en Ahuja et al. [1]. En este contexto, el problema de flujo de costo minimo sobre una red dirigida (1al vez, el mas
importante de los problemas de flujos sobre redes) ha sido estudiado exhaustivamente por diversos autores (ver,
por cjemplo, Ahuja et al. [1], Glover et al. [3], Murty [S] y Rockafellar [6]). El caso planteado sobre redes no
dirigidas ha merecido, sin embargo, menos interés. Algunos autores como Ahuja et al. [1] y Chardaire y Lisser
[2] estudian este ultimo problema considerando que los costos son no negativos.

Recientemente, Sedeflo et al. [7], incidiendo en la importancia del problema de flujo de coste minimo sobre
redes no dirigidas, completan el estudio para el caso en el que los costos son arbitrarios. Dicha importancia y la
necesidad de estructurar adecuadamente las correspondientes condiciones de optimalidad, para poder resolver
eficazmente el citado problema utilizando la metodologia propia del analisis de flujos en redes, sirven como
motivacion para el presente trabajo. Una discusion respecto a formulaciones de modelos alternativos (como la
realizada por Hu [4]) completa el estudio efectuado.

Después de esta introduccion, en el apartado 2 aparecen la notacion y terminologia basicas que permiten una
adecuada formalizacion del problema. En el apartado 3 se obtienen las correspondientes condiciones de
optimalidad y algunos resultados relevantes que caracterizan las correspondientes soluciones. Estos resultados
hacen posible la introduccidon de un eficaz esquema de resolucion cuya aplicacion aparece ilustrada en un

ejemplo. Antes de la relacidn de referencias. en la seccion 4 se realiza una discusion en la que se considera la
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inconveniencia de una formulacién alternativa del problema estudiado, apuntando la necesidad de afiadir en ella

condiciones que no aparecen especificadas explicitamente.

2. Notacién y formulacién matematica

La formulacién usual del problema de flujo de minimo coste en redes no dirigidas se establece a partir de una
red dirigida simétrica G= (¥, A), siendo ¥ el conjunto de n nodos y A4 el conjunto de m arcos. La simetria
significa que (i, j)e 4 y (j,/)e A. Esta red dirigida G= (¥, 4) se obtiene a partir de la red no dirigida G = (V.
E) cuando se consideran las direcciones en ambos sentidos de los arcos en G . Por conveniencia en la notacion,
nos referiremos al arco no dirigido (conexién entre el nodo i y el nodo j) por {i,j} . Sea b, la cantidad entera que
representa la oferta/demanda del nodo i. Cada arco (i,j)€ A y, su simétrico (j,i)& 4, tienen asociados los
siguientes valores: u,, una cota superior sobre el flujo neto que pueden soportar los arcos (i,/) y (Jsi),
simultineamente, y, ¢, » el coste por unidad de flujo sobre el arco (i, j) o (/,#) en la funcién objetivo.

Finalmente, si yy denota la cantidad de flujo sobre el arco (i, j), el problema de flujo de minimo coste en

una red no dirigida con costes arbitrarios (FMCND) se establece como sigue:

mimimizar z iy

(LA
sujeto a:
Y= Y. yy=b.VieVv (LD
L/t e 4y 1M A)
Yty <u, ¥ {ijte E (1.2)
¥, 20,9, j)e 4 (1.3)

Las restricciones (1.1) son conocidas como restricciones de conservacion del Aujo, y las inecuaciones (1.2)
son las restricciones de capacidad. Se puede observar que la propiedad de unimodularidad exhibida en los
problemas de flujo de minimo coste (FMC) con un unico tipo de flujo no se satisface en este caso debido a la
presencia de las restricciones (1.2). Asi, aunque se manejen redes con capacidades enteras, el flujo 6ptimo podria
no ser entero. El siguiente ejemplo muestra esta situacién usando una red con sélo dos arcos, (i, /) y(/.é), que
comparten una capacidad igual a 4. En la Figura 1 se observa que la solucién éptima los flujos son valores

enteros multiplos de Y.

u'——] "3' y,,=3.5
1. J. . ST
¢=I y=05 7

Figura 1. Solucién éptima no entera para un problema de flujo de minimo coste en una red no dirigida.
El anterior ejemplo nos indica, de una manera intuitiva que, en la solucién éptima, todo arco con coste

negativo debe satisfacer y, +y, =u,. Este resultado general, demostrado en [7], serd alternativamente

demostrado en este trabajo a partir de las condiciones de optimalidad del problema FMCND.
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3. Condiciones de Optimalidad del problema FMCND
En esta seccion, estableceremos las condiciones de optimalidad para el problema FMCND. Para ello,

necesitamos formular el correspondiente problema dual. Dicho dual se obtiene asociando la variable 7z, con la
restriccion (1.1) del nodo i y la variable w, con la restriccién de capacidad (1.2) para cada arco no dirigido

{i, j} € E . Tiene la siguiente forma:

maximizar 3 bx, — > w,u,

wh (V= 3
sujeto a;
m-n,~-w, <c,, V({i,j)e 4 2.1
w,=w,, V{ijle E (22
w, 20,V{ijle E (2.3)
m, no restrigida en signo, Vie ¥ (2.4)

Definimos el coste reducido. para todo arco (i, )& A, como T =¢, -, +x, . Ndtese que T +7; =2,
debido a que los arcos (i, j) y(Jj,{) tienen el mismo coste ¢, . Considerando las restricciones (2.1). (2.2). (2.3).
las variables w, deben satisfacer w, =max {0.—?;.—5";} . Ademas, el cocficiente asociado con la variable w,
en la funcion objetivo del problema dual es —u,, ¥, por lo tanto, en cualquier solucion dptima (maximal), w,

toma el valor mds pequefio posible. Esta tltima observacion implica que w, = ma\{o =T } entonces, el

problema dual consiste en determinar el vector 7 que verifica:

maximizar Zb,n, - Z rnnx{O.—E:'.—FJ’,'}u“ 3)
el fr.ijeq

Segin el Teorema de Dualidad en Programacion Lineal (ver por ejemplo Murty [5]), si el problema primal y

dual son ambos factibles, entonces el valor optimo de sus respectivas funciones objetivos coinciden. Asi, en

nuestro caso, las soluciones optimas de esos problemas deben satisfacer:

Y ey, =2br- max {0, ~u, (d4a)

(O] <k {rakcE

Debemos notar, también, que la siguiente relacion se satisface:

Z €Yy ~ Zb"r B Z My — ZH Z }.' _( Z ll."..]z
FAWEA

awd tpEd {rterma ('ﬂ‘\]
Z CyXy — Z (T, -7 )‘u = z Cy Yy
Gawd ikt (e

Asi. de (4a) y (4b),
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=Y &y,= Y max{0,~z],-T Ju, . esdecir, - 3 @y, +57y,)= >, max{0,-¢ .~ Ju, (5)
U.jed ! {i.ilcE {rikE {isleE

Ahora bien, ambos lados de la ecuaci6n (5) tienen m términos y cada término de la derecha es no negativo.
Como y, +y, Su, y max{O,—Eil‘." —Cp } es mayor o igual a —c“;,' y —c; , podemos concluir que cada término de

la derecha es una cota superior del correspondiente término de la izquierda de la ecuacién. Por lo tanto, los dos

lados de la ecuacién (5) son iguales tinicamente cuando:
@y, +Ty,)=max{0,¢;,~¢} Ju,, V{ij}eE (6)

Ahora, consideremos los casos que pueden darse para todo arco dirigido (i, /)€ 4 en una solucién 6ptima:

(72) &7 >0 o € >} . En este caso, el lado derecho de (6) es max{0,~¢; -5 }u, =max{0,-c; }u,- Se
observa que si y, >0, el lado izquierdo de (6) siempre sera menor que el lado derecho. Por lo tanto,
debe ser ¥, =0,

(g <0y ', <Ty; . En este caso, el lado derecho de (6) es —, w, y, por (7a), tenemos y, = 0. Por lo
tanto, Yy =uy.

(M2) g7 <0 y ¢; =T, . Eneste caso, el lado derecho de (6) es —, 1, =—Cju, y por lotanto, y, +y, =u,.

(7e) 0<y, <u,;. En este caso, € =0 y ¢, 20; pues, en otro caso, el lado izquierdo de (6) seria

e

estrictamente menor que el lado derecho de (6).

A partir de (7), se obtienen las siguientes propiedades:

Lema 1. (Arcos con coste negativo) Si ¢, <0, para cualquier arco (i, j)€ A, entonces y, +y, =u, en toda

solucion dptima del problema FMCND.

Demostracién Sea (7, j)e A cualquier arco con coste negativo, es decir, ¢, <0.Nétese que & +¢j, =2¢, <0
¥, por lo tanto, T <00 €, <0 (o ambos). En otras palabras, uno de los siguientes tres casos debe ocurrir: (1)

) <0y <eii()cs<0y €5 <c i (3) ¢y <0 y ¢ =¢ . De las anteriores condiciones de optimalidad
se tiene que, si ocurre (1) entonces ¥, =u, (7bl)y y, =0 (7a); si ocurre (2), entonces y, =u,(7bl)e y, =0

(7a); si se da (3) entonces y, y + ¥, =u, (7b2). En todos estos casos se satisface que Yyt y,=u,.0

Lemma 2. (Arcos con coste igual a cero) £n cualquier solucion optima del problema FMCND. V(i, j)€ A con

¢, =0 se puede establecery, +y, =u

-
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-2 an= Xm0z g, es decin, - 3 @y, +5]y,)= 3 max{0-57-2 e, ()
ij)cE {i.ileE {i.

uixd JeE

Ahora bien, ambos lados de la ecuacion (5) tienen m términos y cada término de la derecha es no negativo.
— . — _ . .
Como y, +y,Su, y max{O,-c,, ,-c,,} es mayor o igual a ~¢ y -, , podemos concluir que cada término de

la derecha es una cota superior del correspondiente término de la izquierda de la ecuacién. Por lo tanto, los dos

lados de la ecuacion (5) son iguales unicamente cuando:
-, +E'l§y,,)=max{0,—¢'-,;,—c'-l’,'}u,,, v{ijle E (6)

Ahora, consideremos los casos que pueden darse para todo arco dirigido (/, /)€ 4 en una solucién optima:

(7a) ¢ >0 o T >T, . En este caso, el lado derecho de (6) es max{o,—r;l’.' —F,‘,'}u,, =max{0.—2-‘:}uu. Se
observa que si y; >0, el lado izquierdo de (6) siempre serd menor que el lado derecho. Por lo tanto,
debe ser y, =0.

(7b1) € <0 y ¢ < . En este caso, el lado derecho de (6) es ~Zu; y, por (7a), tenemos ¥, =0.Porlo
tanto, y; =u,.

(7b2) €7 <0 y ¢; =T . Eneste caso, el lado derecho de (6) es - ,=—C, 1, y por lo tanto, Yty =u,.

(7¢) 0<y,<u,. En este caso, €7 =0 y T 20; pues, en otro caso, el lado izquierdo de (6) seria

estrictamente menor que el lado derecho de (6).

A partir de (7), se obtienen las siguientes propiedades:
Lema 1. (Arcos con coste negativo) Si ¢, <0, para cualquier arco (i, j)e A. entonces ¥, +¥, =u, entoda

solucion optima del problema FMCND.

Demostracién Sea (i, /)€ A cualquier arco con coste negativo, es decir, ¢, <0. Nétese que o+ c;: =2c, <0
y, por lo tanto, T, <00 T, <0 (o ambos). En otras palabras, uno de los siguientes tres casos debe ocurrir: (1)

"<0y¢c <C,:(2)T; <0y, <C;(3) 5 <0y & =F; . De las anteriores condiciones de optimalidad
se tiene que, si ocurre (1) entonces y, =u, (7bl)y v, =0 (7a); si ocurre (2), entonces y;=u,(7bl)e y, =0

(7a); si se da (3) entonces y, + v, =u, (7b2). En todos estos casos se satisface que y, + v, =u,.C

Lemma 2. (Arcos con coste igual a cero) En cralquier solucion optima del problema FMCND. (i, j)€ A con

¢, =0 se puede establecery, +y, =u,.
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Algoritmo para el problema FMCND
Reemplazar ¢, por ¢ V(i j)e A, y considerar u; como la cota superior del flujo sobre los arcos (i, j) y
GUi):
Sea y" una solucion éptima del problema anterior obtenida usando cualquier algoritmo para el problema de
Slujos de minimo coste;

Si0, =u, -y +y,) V{i,jle E", hacer y) =y, +48, y ¥}, =y} +48,:

3.1 Unejemplo.

El siguiente ejempio muestra el proceso de resolucién del problema FMCND. La Figura 2a) es un caso
particular del problema FMCND. Debemos notar que existen arcos con coste negativo. Lared G =(V, 4) con
los costes ¢* es mostrada en la Figura 2b). En esta red todos los costes de los arcos son no negativos. En la
Figura 2c) se muestra una solucién 6ptima para el problema de flujo de minimo coste de la Figura 2b) (se
observa que existen soluciones éptimas alternativas). Finalmente, la Figura 2d) muestra los flujos éptimos para
el problema FMCND. Notamos que, por ejemplo, el flujo del nodo 2 al nodo 3 coincide con el flujo de 3 a 2

siendo su valor 1.5. Una situacion similar ocurre entre los nodos 1 y3.

0 2 0
on . » ©,1) >,
2, : ', 4 ©.n v °
b A S A b
a : a8 3 N _— - 3 .
:; e = (Ctty) L g e \0‘5 s = (c'ptt,) > J
- sy S !, eIy = =
v .7
o o A an 74
3, oy 4 34 4
0 2 0 2 .
Figura 2a) Caso particular del problema FMCND. Figura 2b) Red con costes c”.
o 1 1
L e 0 > 2 1 < 0 : 2
- C° e i Yepj 2RV - i Yow
AT y MY 1 > v
3« >4 3 < 0 4
Figure 2c) Flujos 6ptimos para la red 2b). Figure 2d) Flujos 6ptimos del problema FMCND.

4. Discusién sobre una formulacién alternativa del problema FMCND
En la literatura referente a los problemas de flujos en redes no dirigidas de uno (p. €. [1]) o varios tipos de
flujos (p. e. [4]), el problema de flujo de minimo coste para redes no dirigidas se formaliza a partir de una red

dirigida antisimétrica G'=(V,4’) donde 4’ A4 s6lo contiene uno de los arcos (i,7) (J,i); es decir, si
(i, j)e A= (j,0)e A'. Esta formulacién usa la variable de decisién x, que denota la cantidad de flujo que
circula sobre el arco (i, /) y que no esta restringida en signo; es decir, si el valor de x, es negativo para el arco

(i, j)e A, se interpreta que el flujo viaja en el sentido opuesto a la direccion del arco. Teniendo esto en cuenta,

el problema FMCND se establece de la manera siguiente:

34



minimizar Z C,j |X,jl

(4
sujcto a:
x,~ 2, x,=b,VieV 8.1)
(A freA) (e d)
|x,,| Su,, V(i j)e 4 (8.2)

Comprobaremos que esta formulacién no es equivalente a la formulacién inicial planteada en este trabajo.

Para ello consideremos el cambio de variables:

|X,j|= Vi t Vs X =Yy Vi

5|-%,)-

Ademas, este cambio de variables obliga a que y,y, =0, es decir, en toda solucién factible, el flujo y, oel

que implica que y, =,V3( x.,|+x,,~), Vi =}/:(

flujo y, debe ser cero. Realizando este cambio de variables, con la notacién que venimos utilizando, tendriamos

el siguiente problema de flujo de minimo coste:

minimizar Z Yy

(ijeA
sujeto a:
> yi- Y y.=b.VieV . o.1)
Lii.e ) LiGne)
v, +y,Su;, V{i.jle E 9.2)
Yy, =0,V {i,jle E 9.3)

Como las variables y, y y, no pueden ser distintas de cero simultineamente (fujos no solapados), cuando

el coste de éstas sea negativo, no se cumple la propiedad indicada en €l Lema 1 en la que, entre dos vértices i y j
pueden circular flujos en ambos sentidos. En otras palabras, la formulacion alternativa propuesta en esta seccion

es valida Gnicamente cuando se impone la restriccion adicional de que los flujos son no solapados.
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