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INTRODUCCION

De todos es conocido que el concepto de polinomio no es nuevo para
los‘alumnos de Bachillerato. Sin embargo,es notoria en ellos una cierta
tendencia a identificar la indeterminada con un nimero-menos veces con
una letra-al que llaman "desconoeido™,"inedgnital,"letra X",etc,

Estos hechos,y el deseo de acostumbrar al alumnado a la abstraccidn,
aprovechando temas que,bieq o0 no,ha estudiado ya,han sido los motivos
fﬁndamentales que nos han llevado a elaborar el trabajo que aqui expone-
mos., . .

A lo largo‘de todo este estudio,la, letra X representard dUnicamente

un simbolo,sin ningin significado especial,ni matemdtico ni alfabdtico.

MONOMIOS PRIMITIVOS
Llamaremos monomio pnimitiuo a cualq#;er aplicaciédn
£: {X} —n
5i la aplicacidn es .
£ {X} ——= N
X ———>n ,la designaremos por X"

¥y la llamaremos monomio paimitivo de grado n. Los monomios primitivos
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de grados 0 y 7 son las aplicaéiones
ey ——= Xy ——w
‘ X —=0 oy [P —
Designaremos por Mp al conjunto de monomios primitivos,es decir,}
’ M, = o X0, XX
Por medio de la suma en N se puéde definir en Mp una operacién,a la
que llamaremos producto ‘de monomios Raémiiéuoa,asi
Dados dos monomios primitivos X? lem s SU produco {H.Xm,es la apl;-
¢idn
XT X" {X}'————aN
X ———> ns+m , es decir,por dg
finicidn es - . !
Xn'xm - XIZ+IIL
Son de demostracién inmediata las propiedades de asociativida&,exis-

tencia de elémento neutro (el monomio primitivo XO) y conmutatiﬁidad.En

consecuencia, ( M_ , . ) es un semigrupo unitanio y conmutativo.™

P

MONOMIOS
Consideremos. el producto cartesiano R x Mp,y definamos en é1 la si-

guiente relacidn

(r, X*)

i

TOs

(s.,4") &
‘ r=s87=20

Es inmediato comprobar que se trata de una relacién de equivalencia
y que,para r # 0,el ¢nico par equivalente a ( r, X"} es &1 mismojmien -
tras que todos los pares de la forma (0,X*) son equivalentes,o sea,

(0, X%y £ (ox" ) = 0,0%) = ... (1)

A toda clase de equivalencia la llamaremos monomio., Si es r # 0,el
monomio (r,Xn)‘se llama monbmio de grado n y coeliciente v . El monomio
qonstituidg por lés elementos (1) es el monomio cero y de é1 diremos
que no tiene grado. Finalmeﬁte,désignaremps por.M(R) al conjunto Qé mo-

nomios.
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Producto de monomios

El prodﬁcto de. nlimeros reales y el producto de monomios primitivos
permiten definir en M(R) la siguiente operacidn,que llamaremos producto
de monomios ‘

e, X)) (s, XY = (ras, XM
Es claro que el prodﬁcto de monomios es otro monomio,y que éste es

elkmqnomio cero,si y sélo si alguno de los monomios factores lo es.

Asimismo,es evidente que el producto de dos monomios no nulos tiene
por grado la suma de los grados'de los factores.

El prodﬁcto de monomios cumple las siguientes propiedades

.o Asociativa.;Es consecuencia de la asociatividad del producto en
R y del producto de monomios primitivos.

+. Conmutativa.-Porque,tanto el producto dé nlmeros reales como el

de monomios primiticos son conmutativos.

.. Bxiste un elemento neutro,el monomio ( 1,x° ).
.. Los lnicos monomios que édmitpn inversos son los de grado cero.
El inverso de ( r,X° ) es ( 1/r,x° )

Segln esto,( M(R) , . ) es un semignupo abeliano y unitarnio.

INMERSION DE R EN M(R)
Cada nimero real se puede identificar con un monomio. Concretamente,
”él niimero real r lo consideraremos idéntico al monomio (r,Xo)". Esta
identificaciédn la hacemos porque respeta el producto;de un modo més pre
ciso,porqﬁe la aplicacién
it R——> M(R)
r —> (r,XO) és inyectiva y cumple
la igualdad {
ifr.s) = i(r).i(s)
Veamos la demostracidn:
be la céndicién r £ s ,resulta (r,XO) # (s,XO) , luego‘la aplicacidn
es inyectiva, -

’

Ademés;se tiene i(r.s) = (r.s , XO) ='(r,XO) --(S.XO) = i(rﬁ.i(s)x.'

-
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y,por tanto,se trata de un morfismo.

Debido & esta identificacidn,indicaremos los monomios de grado cero
' s . 0
escribiendo sdlo sus coeficientes,es decir, notaremos r en vez de(r,X ).

En particular,el elemento neutro del producto de monomios es 1.

INMERSION  DE Mp EN M(R)

Cada monomio primitivb se puede identificar con un monomio. Concre-
tamente,"identicaremos el monomio primitivo X" con el monomio (1,x%)r,
Como antes,hacemos esta identificacidn porgue respeta las operaciones,eg
to es,porque la aplicacién

A Mp ——> M(R)
Xt ———> (1,X") es inyectiva y verifi-
ca que ‘
ST = (X)L M)

Fn virtud de esta identificacidn,designaremos a los monomios de la
foréa (1,X%), a excepCiénde (1,X0),escribiendo simplemente X%, En el ca-
so de (1,X0),como ya difimos,notaremos 1. Escribiremos también X,en lu-
gar de X1 . ’

RESUMEN RELATiVO A NOTACIONES

Aparté de las notaciones gnteriores,cualquier monomio de la forma
(r,Kn),sé indicafé suprimiendo el paréntesis y la comazasi : X" . (Ver
NOTA,al final de este trabajo). En fesumen,con estas notaciones resulta:

.. Los monomios de grado cero son los nfimeros regles.

.. Los de grado n#0 son las expresiones de la forﬁa X", con T#Q,

..El monomio cero,que designaremos por 0O,puede ser representado por
cualquier expresidn de la forma 0x".

.. La regla de multiplicacidn es rkn . osX® o= ( fs y xnEm

?OLiNOMIOS

Llamaremos polinomio a una coleceidn finita dg monomios de distinto
grado definida con la siguiente condicidn : Dos de dichas colecciones
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son quaéea s tienen Los mismos monomios ,0 si ef dnico monomio que es-
td en una de ellas y no en fla otra es el monomio cero.

Al monomio cero lo llamarémos también polinomio nufo.

Por definicidn,el grado de un poelinomio no nulo es el mayor de los
grados de los ﬁonomios que contiene.

Continuaremos llamando monomios a los polinomios que contengan un
solo monomio.Suele llamarse "binomio" al polinomio formado por sdlo. dos

monomios no nulos;"trinomie",al que sélo contiene tres y,"cuatrinomio",
al de cuatro términos no nulos solamente.
Ejemplos

7

. Son polinomios los conjuntos p(X) = { 3t ex » =R}y q(X) =

={ 72 X9 }. El primero de ellos es un trinomio y el segundo un monomio

2 X1,

. Consideramos que no es un polinomio la coleccidn { 3X2 , 5X
porque contiene monomios de igual grado.
+ Se consideran iguales los polinomios siéuientes :
p(0) = 2%, 0k, 0, 1) y
alx) = { %, 1)

Sea ahora p(X) un polinomio de grado n. Diremos que p(X) estd expre-

fn

sado en forma carénice si sus monomios aparecen ordenados en orden decre

2, ox + =7 } estd expresado en

forma candnica,y no lo estd el { w? X » -2},

ciente de grados., Por ejemplo,{ 3, x

Es obvio que todo polinomio puede ser expresado en forma candnica,
por lo que,en definitiva,podemos considerar que un polinomio de grado ~
no es otra cosa que una coleccidn de monomios de la forma

plx) = CaX®, a xr=t, a;X , a1,
en donde se supone gque an# 0., pero puede que algln otro n® a; sea nu-
lo.

Los nfimeros 2, , .....,a_I R ao que aparecen en la forma ante-

&n-1

dicha,se llaman coeféicientes del polinomio p(X);concretamente,de a; se

dice que es el coeficiente del monomio de grado i.

SUMA DE POLINOMIOS
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Dados dos polinomios
p(X)
q(Xx) = { by xRt yueeesbgXy by Y},

{ anX" v oeees b2l Xy ag )y

se llama suma de p(X) y q(X) al polinomio definido por
- n+h n
p(X) +.q{X) ="{ b X veeenlaptb DX, on, (agtby) X Lagtby )
Las propiedades de la suma en R permiten demostrar,de manera obvia,
que la suma asi definida es asociativa,conmutativa,que 6l polinomio nulo
es elemento heutro y cada polinomio tiene un opuesto. Asi pues,el-conjun
-to" de los polinomios es un gzupo aditivo alelliano.
Obsérvese que,dado el polinomio
_ n
p(X) = {anX [ a1X‘, aO} se cumple que

_ n
p(X) = {anX }+,....,+{a1X}+{aO} ,es decir,que fodo

polinomio coincide con fa suma de Los monomios ‘que coniiene.Debido a es
te hecho,en lo sucesivo expresaremos los polinomios como sumas de moho-

‘mioss

PRODUCTO DE POLINOMIOS

Producto de un monomio por un polinomio

Dado un monomio,p(X) = aX”,y un polinomio,q(X) = thh+...+b1X + by,

llamaremos paoducto de p(X).por q(X) al polinomio siguiente :
p(X) . q(n) = (aby) XA+ L+ (aby) X7 4 (avg) X

Proposicién.— Dados el monomio aX” y los polinomios g(X) y r(X),se
verifica que . )
ax® . [q(X) + r(X)]= ax® L oq(x) + ax™ ., r(x),

Demostracidn.-Si biy ey son,respectivamente,los coeficientes de los
términos de grado i en q{(X) y r‘(X).entonces,el coeficiente de grado
n+i en él primer miembro de la igualdad anterior es a(bi+ci) y en el se-
gundo es abi+aci, Por consiguiente,la distributividad dg . respecto a +
enR asegura’la_validez de dicha igualdad.

Producto de dos polinomios arbitrarios

Dados dos polinomios
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n
anX Feoes t a1X t ag y

p(X)
A
alX) = B X" 4o 4 DX + by

definimos su producto mediante la siguiente férmula

P(X) .+ alX) = a X*.q(X) + ...+ ajX .q(X) + aj.q(X)
Ofsérvese que es inmediato que p(X) . q(X) es 1la suma de todos los

monomios que se pueden formar multiplicando un monomio de p(X) por otro
"de q(X),es decir,el polinomio p(X).q(X) es la suma de todos los mono -

mios de la forma aiXi . ijj ysiendo 0 £ 1 §n y 0 J & h . Ejemplo:
(5% + 2x) . (3> +x°+2) =
5% . 3P+ xPr2) v, XPExPH2) =
(155 4 sxh o4 10x?) + (6xh + 2x3 4 4x) -
=15x° + 11x% + 222 + 1022 + 4x

El producto de polinomios verifica las siguientgs propiedades:

..Conmutativa.-Su demostracidén es trivial a partir de la observacidn
hecha anteriormente(el producto es la suma de todos .....);puesto que el
producto de monomios es conmutativo y la sunma de‘polinomios también.

+oDistributiva.-Vamos a demostrar que

20 Jat0) + x(0] = p(0 .00 + (0.2 (D)

Supongamos que p(X} = aan + .;.. + a,X + a;. Entonces,por defini-
cién de producto de polinomios,y teniendo en cuenta la proposicidn vis-
ta y la conmutatividad de la suma,podemos escribir ) ]
p(X),[?(X) + r(Xﬂ = aan.[é(X) + r(Xﬂ +...+a1X.[q(X) + r(Xﬂ +

+a0.[h(X) + r(X{]= aan.q(X) + anX”.r(X) +
N Xeg(X) + a1X.r(X) + ao.q(X) + ao.r(X) =

tevaot ay

=(aan.q(X) toaees t a1X.q(X) + ao.q(Xﬁ +

n =
Hagh " (X) + s+ agXer (D) + ager () )-
= p(X) o q(X) + p(X) . r(X).
. : 3o
. Aseciativa: p.(q.r) = (p.q).r ,s8iendo p,q,r polinomios arbitra-

rios.

v En efecto,aplicando la propiedad distributiva resulta qué p.(q.r)
es la suma de todos los monomios de la forma m.(m% m’’),siendo m un mo-

mio de p; myuno de ¢ y m”",uno de r. Es,pues,evidente la propiedad aso-

-




ciativa,por ser asociativo el producto de monomios y conmutativa la su-
ma.

.+El monomio ‘1 es elemento neutro multiplicativo.

ESTRUCTURA DEL CONJUNTO DE LOS POLINOMIOS
De todo lo anterior se deduce que el conjunto de polinomios es,res-
peEto a las operaciones suma y producto,un ANZLLO CONMUTATIVO. Se trata

del anillo R[K} de los polinomios con coeficientes reales.

Nota
Una explicacién de la notacidn rX" puede darse a través del concep-

to de aplicaciébn monomie. Una aplicacién f: R—> R ,se llama monomia,

n

si existe una constante r y un nfimero natural n,tales que f(a) = r.o",

para todo nfimero real a. Es fécil probar que la aplicacidn que asigna
. n . . . n X 5 . :
al monomio (r,X"™) la aplicacidén monomia r.a" es una biyeccidn que con-

! . n g i : n
serva el producto;de ahi la notacidn rX" para designar al monomio(r,X ).
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