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La consideracion de diversos conjuntos de funciones ha sido préactica habi-
tual en matematicas desde muy antiguo. Piénsese por ejemplo en el conjunto
de soluciones de una ecuacion diferencial, cuya consideracién parece eviden-
te en cuanto se formula el problema, aunque el estudio explicito de su estruc-
tura no comenzd a hacerse hasta bien entrado el siglo XIX. Mas frecuente
(desde el siglo XVIII) fue el empleo de sucesiones o, mas generalmente, fami-
lias de funciones dependientes de uno o varios parametros reales.

También es muy antigua la idea de extender los conceptos de limite y con-
tinuidad a conjuntos formados por objetos matematicos distintos de niimeros
o de puntos del plano o del espacio: calculo de limites de familias de curvas o
superficies dependientes de uno o varios parametros o el tratamiento de los
problemas de calculo de variaciones, donde se trata de maximizar o minimizar
una expresion del tipo

I@)=["F(x 90, ¢ (0)....) dx,

siendo F una funcién dada y las variables un conjunto adecuado de curvas
regulares, admisibles parametrizadas en [a, b]. Este tipo de problemas apare-
ce en multitud de cuestiones fisicas o geométricas y la manera clasica de abor-
darlos era razonar por analogia al caso de funciones reales de una o varias
variables reales: Asi, si ¢ minimiza a J, para cada ¢ > 0 y 11 funcién regular tal
que n(@) n(b) =0, la funcidn ¢ := ¢ + &, es una funcion admisible proxima a
0o, luego J(¢,) > J(¢p), para todo ¢ suficientemente pequefo. Eso quiere decir
que la funcién real de variable real H(¢) := J(¢,) tiene un minimo en € = 0, luego
su derivada (jsi existe!) ha de ser 0 en ese punto. Una derivacion formal, segui-
da de una integracién por partes y un razonamiento méas o menos riguroso
permite obtener la conocida ecuacion de Euler, que es una ecuacién diferen-
cial que deben verificar las soluciones del problema.

Asi pues, desde los mismos origenes del calculo, se fue poniendo de mani-
fiesto la conveniencia de considerar conjuntos cuyos elementos, a diferencia
de lo que sucede en el andlisis clasico, no son puntos del espacio euclideo
ordinario, sino funciones, y la necesidad de extender a estos conjuntos las
operaciones tipicas del andlisis. De esta manera se va forjando la idea de espa-
cio funcional, ya latente en el siglo XIX, pero cuya sistematizacion y rigoriza-
cién tuvo lugar en la primera mitad del siglo XX, y sélo fue posible por el desa-
rrollo de la teoria de conjuntos, la topologia general y la aparicién de la nocién
de estructura.
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Las primeras referencias a esta nocién de espacio abstracto se suelen
remontar al famoso trabajo de B. Riemann para su habilitacién como profesor
en 1854, sobre los fundamentos de la geometria. Alli aparece el germen de la
idea de espacio abstracto infinito-dimensional, en la forma:

...Pero también existen variedades en las que la determinacién de la posicién de un
punto precisa de una sucesién o incluso de un continuo infinito de cantidades.

También parece ser Riemann el primero en concebir que un cierto conjun-
to de funciones pueda poseer una determinada estructura "geométrica" (topo-
l6gica, diriamos hoy en dia) al afirmar, por ejemplo, que el conjunto de fun-
ciones para las que tiene sentido la integral de Dirichlet, constituye un "domi-
nio conexo, cerrado en si mismo". Sin embargo, la primera formulacién rigu-
rosa de una estructura global sobre un espacio funcional es, probablemente,
el concepto de equicontinuidad, debido a G. Ascoli (1883), que garantiza que
el limite puntual de una sucesién de funciones continuas, sea una funcién con-
tinua. Esta nociéon permiti6 posteriormente a Ascoli y C. Arzela obtener lo que
puede considerarse el primer teorema de analisis funcional: toda sucesién en
un conjunto equicontinuo y uniformemente acotado de funciones reales
(sobre un cerrado y acotado del plano) posee una subsucesion uniformemen-
te convergente. Es la extension a espacios funcionales del conocido teorema
de Bolzano-Weierstrass para conjuntos de puntos, y el germen de la nocién
abstracta de compacidad.

Por otro lado, a partir de Gauss cada vez se hacia mas evidente que la cla-
sificacién tradicional de las matematicas resultaba inadecuada. El punto de
vista clasico distinguia las distintas ramas de las matematicas segiin la natu-
raleza de los objetos que estudiaban: la aritmética es la ciencia de los nime-
ros; la geometria estudiaba los objetos en el espacio; el anélisis, las funciones,
etc. Sin embargo, cada vez con mayor frecuencia, técnicas y resultados de una
de estas "parcelas" de las matematicas, se mostraban itiles en otra "parcela”.
De esta forma, a lo largo del siglo XIX fue poniéndose en evidencia que lo rele-
vante no era la naturaleza de los objetos estudiados, sino las relaciones entre
ellos. Asi van surgiendo, no sin dificultad, las
primeras estructuras algebraicas (grupos,
anillos, cuerpos, etc.), que permiten agrupar
bajo una misma denominacién conjuntos
formados por elementos de naturaleza muy
distinta, pero que gozan de una serie de rela-
ciones y propiedades comunes.

La nocién de grupo abstracto fue esta-
blecida por Weber en 1895, y la escuela ita-
liana de finales del XIX (de la que ya hemos
citado a alguno de sus representantes)
posela una completa teoria de los espacios
vectoriales generales (aunque tardd en
darse a conocer al resto de la comunidad
matemaética). Puede decirse, por tanto, que
al comienzo del siglo XX, el nticleo principal

M. Fréchet
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de las estructuras algebraicas estaba ya firmemente establecido. Una evolu-
ci6n similar tardé algo mds en producirse en anélisis. Como ya hemos comen-
tado, la extensiéon de las nociones de limite y continuidad a conjuntos no
numeéricos, se habia formulado siempre en situaciones muy particulares (fami-
lias de curvas, superficies o funciones) y en términos poco rigurosos (calculo
de variaciones). La posibilidad de definir estas nociones en un conjunto arbi-
trario fue desarrollada por M. Fréchet en su famosa tesis doctoral de 1906 Sur
quelques points du calcul fonctionnel, de enorme influencia en el desarrollo pos-
terior del anélisis funcional y la topologia. En ella, Fréchet introduce, de mane-
ra absolutamente actual, las nociones de espacio métrico, compacidad, com-
pletitud y separabilidad, discutiendo estas propiedades en algunos espacios
especiales. En particular, consider6 el espacio C[a,b] (no con esta notacion,
desde luego) de las funciones reales continuas en el intervalo [a,b], dotado de
la métrica de la convergencia uniforme, afirmando que Weierstrass fue el pri-
mero en utilizar sistematicamente este espacio... También estudi6é Fréchet en
su tesis otros espacios funcionales no metrizables, como el de todas las fun-
ciones reales sobre [a,b] con la convergencia puntual.

Al aplicar estas ideas a otro de los grandes desarrollos de la época, la teo-
ria de la integracién de Lebesgue, se originaron otros tipos de espacios fun-
cionales: los espacios

T
Lolab]:={f:[ab] »R: fmedible Lebesgue y I Il : = (J21rEoPdx)” < o}

Para p = 1 este espacio estaba implicito ya en los trabajos de Lebesgue; el caso
p = 2 aparece explicitamente en 1907, cuando, independientemente, E. Riesz y
E. Fischer descubren el famoso teorema de Riesz-Fischer, segin el cual el cual
el espacio métrico L, [a,b] es completo, separable e isomorfo al espacio de
Hilbert de sucesiones

. £
lp:={x=(xp: lel|2:=(n§ 1x,12)Z < o0 }

introducido por  Hilbert al estudiar la ecuaciéon integral
f(x)+ J: K(x, y) £(y) dy = g(x), donde f, g y K son funciones continuas. Hilbert
habia tenido la idea de considerar un sistema ortonormal completo (¢,,) de
funciones continuas (por ejemplo, el sistema trigonométrico) y reducir la
ecuacion anterior a la  determinacion de los coeficientes
a, = j: S (%) ¢, (x) dx respecto a ese sistema. Sustituyendo en la ecuacion inte-
gral, el problema se transforma entonces en el de resolver el sistema de infi-
nitas ecuaciones lineales con infinitas incégnitas

a, +r=21 Bowmzb, . @=1.2.), M

siendo los b, y los &, los coeficientes de g y K respecto al sistema ortonormal
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(¢,)- Pero por la conocida desigualdad de Bessel, tanto los datos como las
incognitas deben ser sucesiones de cuadrado sumable, y asi aparece el espa-
cio de Hilbert de sucesiones [, (ndtese que la distancia considerada en él,

dx, y) = lx-ylly = VX2 1x, -y, 12

es la generalizacion natural de la distancia euclidea para "infinitas coordena-
das"). Uno de los efectos inmediatos del teorema de Riesz-Fischer es que
todos los resultados de Hilbert se generalizan inmediatamente al caso en que
tanto f como gy K son funciones de Ly, en lugar de continuas (lo que resulta-
ba demasiado restrictivo en las aplicaciones), resolviendo asi de golpe un pro-
blema que habia tenido en jaque a muchos importantes matematicos de la
época.

En el mismo ano de 1907, Fréchet y Riesz obtienen, independientemente, la
representacion de cualquier forma lineal continua sobre L (el resultado para
un espacio de Hilbert abstracto se debe también a Riesz, en 1934).

Los espacios Lp para I < p < oo fueron introducidos en 1910 por Riesz para
estudiar y resolver el problema general de los momentos, es decir, caracteri-
zar cuando existe una funcién f que cumple las condiciones

[? £60) 400 dx = c, (n=12.)

siendo (g,,) una sucesién de funciones y (c,,) una sucesion de escalares dados
de antemano. Finalmente, los analogos discretos lp, (1 < p < o) fueron intro-
ducidos y estudiados sistematicamente también por Riesz en su famoso libro
Les Systemes d’équations Linéaires une infinité d’Inconnues (Paris, 1913), en el
que desarrolla una teoria completa para la solucion de los sistemas generales
del tipo (7). En el prefacio, Riesz establece que "...nuestro estudio no forma
parte, propiamente hablando, de la teoria de funciones. Mas bien podria con-
siderarse como... un primer estadio de una teoria de funciones de infinitas
variables...". Mas tarde (1916-18), Riesz reelabora la teoria espectral de Hilbert
(en la que el énfasis se ponia en las formas cuadraticas) en términos de ope-
radores lineales acotados y desarrolla la teoria moderna de los operadores
compactos. Aunque su trabajo se desarrolla en el espacio C[a, b], sus razona-
mientos son generales y estan expresados en términos de la norma del espa-
cio.

En junio de 1920, S. Banach presenta su tesis Sur les Opérations dans les
ensembles abstraits et leur applications aux équations intégrales, publicada en
Fundamenta Mathematicae en 1922. En la introduccién, puede leerse:

El objetivo de este trabajo es demostrar algunos teoremas que son ciertos para dife-
rentes espacios funcionales (champs fonctionneles). En lugar de probar los resulta-
dos para cada espacio funcional particular, he optado por un enfoque diferente:
considero en general un conjunto de elementos abstractos, para los que postulo
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una serie de propiedades y demuestro los teoremas para esos conjuntos. Entonces
pruebo que los distintos espacios funcionales particulares en los que estoy intere-
sado, satisfacen los

axiomas postula-

dos...

Los axiomas que ¢
postula Banach son ) 15 00
los que hoy conoce- ) &
mos como los de 4
espacio normado
completo o espacio
de Banach. Los prin-
cipales  teoremas
que aparecen en la 3
tesis de Banach son )
el "principio de aco-
tacion uniforme” y la :
forma general del QR Exnanan ey
"principio de con- N W W W W W W W W W W WS P AN
traccién" en un espa-
cio métrico comple- Sello de correos polaco dedicado a Stefan Banach
to, que le permiten
obtener demostracio-
nes simples y elegantes de varios importantes resultados. Hay que destacar el
modo sorprendentemente actual que emplea Banach para resolver una serie
de problemas concretos, enmarcandolos en un contexto abstracto y aplican-
do métodos generales, tanto algebraicos como topoldgicos, para resolverlos.
No obstante, probablemente la contribucién més importante de la tesis de
Banach fue sacar a la luz la nocion correcta de espacio normado, que de modo
mas o menos implicito, estaba subyacente en gran parte de los articulos pre-
viamente aparecidos sobre andlisis abstracto o funcional. Por cierto, el nom-
bre de analisis funcional toma carta de naturaleza en 1922, con la aparicion del
libro Lecons d'Analyse Fonctionnelle de P. Lévy, un alumno de Hadamard.

FE W W W W W W W W W W W R W W W

A partir de este momento, el desarrollo del anélisis funcional es impresio-
nante. La potencia de sus métodos y su enorme ambito de aplicabilidad fueron
puestos claramente de manifiesto por la publicacion de tres libros, todos ellos
aparecidos en 1932: Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, de
J. von Neumann (traducido al espaifiol, antes que al inglés, por el "Instituto
Jorge Juan" con el titulo de Fundamentos matemdticos de la mecdnica cudnti-
ca), cuya primera mitad estad dedicada a la primera exposicion de la teoria
general de espacios de Hilbert; Linear Transformations in Hilbert Space, de M.
Stone, en el que se presenta la teoria espectral de operadores autoadjuntos en
espacios de Hilbert, con aplicaciones al andlisis cldsico y un capitulo final de
220 paginas sobre ecuaciones integrales y diferenciales, y, finalmente Théorie
des Opérations Linéaires, de S. Banach.
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Escrito en un estilo claro y elegante, este libro retne los resultados mas
importantes de la teoria de espacios de Banach y fue considerado durante
muchos anos como el punto de referencia obligado para los especialistas. No
solamente contiene una tremenda cantidad de informacién organizada de
forma sistematica, sino que presenta una serie de cuestiones y problemas
abiertos que han sido fuente de inspiracién de muchas investigaciones poste-
riores. La tremenda maquinaria desarrollada desde entonces, ha permitido
resolver la mayoria de estas cuestiones, (algunas muy recientemente, en parte
gracias a los trabajos de los recientes medallistas Fields J. Bourgain y W. T.
Gowers).
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