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Resumen En este articulo mostramos la opinién de difereatesres sobre la conveniencia o no de
la utilizacion de demostraciones matematicas edidactica. Complementaremos esta
fundamentacion tedrica con los resultados de ungereencia de aula en donde
comprobaremos como a un grupo en donde se apliaématodologia en la cual los
procesos de argumentacion y demostracién tuviertm especial relevancia obtuvo
mejores resultados en torno a ciertas variablesotp@egrupo en donde se aplicé una
metodologia mas tradicional.

Palabras clave Educacién Matematica — Didactica de las MatematicaEducacién Secundaria —
Demostraciones — Experiencia en el aula

Abstract In this article we show the judgment suggesteddmesauthors about the convenience or
inconvenience of using mathematical proofs whilacteng. We will complete this
theoretical dissertation with some experimentahdsitained in the classroom. We will
compare the results obtained by a class groupwoilp a teaching methodology based
upon mathematical accuracy, reasoning and demdiostrgersus a class group using a
more traditional teaching approach. The comparisbthe two groups shows how the
first group obtained better results around somth@f/ariables considered.

Keywords Mathematical Education — Didactics of Mathematics Secondary Education —
Mathematical Proofs — Class Experience

1. Introduccion

La didactica de las Matematicas esta renovandosstartemente. Van apareciendo nuevos
elementos que son estudiados para recomendar a otligacion con el objetivo de mejorar los
procesos de aprendizaje de los alumnos.

Dentro de estos elementos podemos citar a las demiosies. No cabe duda de que ocupan un
lugar primordial en la historia de las Matematigasque han otorgado a esta ciencia de una de sus
caracteristicas principales: el rigor. No obstalaesonveniencia o no de su utilizacion didactiea h
supuesto, y de hecho sigue suponiendo, un ardwdedebtre los investigadores.

Asi, por ejemplo, Polya (1945) apoyaba el uso dedemostraciones, en especial de las

geomeétricas, para que el alumno no perdiera laid@ta® saber lo que es un razonamiento l4gico
riguroso. Sin embargo, en las décadas de los @9 80 se impusieron las ideas de Lakatos (1976) que

Sociedad Canarialsaac Newton
de Profesores de Matematicas



Las demostraciones en la didactica de las Matemadis. Una experiencia con alumnos de 3° ESO
E. Sanchez, J.A. Gil

incidian en el hecho de que la demostracion decangetura lleva consigo una serie de explicaciones
que hace que esta se haga cada vez mas plausseleegriquezca, mientras que el rigor absoluto
presiona a la conjetura con la busqueda de coetnpdps hasta llegar a falsearla. En el plano
didactico, mantenia esta misma idea de considecanveniente el trabajar con demostraciones ya
gue su utilizacion dificultaba la construccion dehocimiento matematico, sobre todo en los alumnos
que no estudiaban para ser matematicos y que grasumayoria no estaban preparados para apreciar
la belleza de las demostraciones y motivarse gal&arlas. En la misma linea, Kline (1981) planteo
una serie de argumentos para defender su postutraria al uso didactico de las demostraciones:

a) Muchos mateméticos han descubierto teoremas dgranaimportancia que luego no han
sabido demostrar.

b) Al dar demasiada importancia al rigor, se puedejarlas Matematicas de los estudiantes
al parecer que sus resultados provienen de persmrazin alto nivel intelectual que
razonan directamente con teoremas y axiomas.

¢) No son procedimientos Utiles para solucionar probkcotidianos.

d) Los planteamientos deductivos pueden resultar @ddines para cierto perfil del
profesorado, pero son anestésicos para la gramatjelae del alumnado.

El debate sobre el uso de la demostracion en alsaubcrecentd en los inicios de la década de
los 90 con la entrada en las aulas de las nuegasltgias y de demostraciones realizadas con estos
medios como la de Appel y Haken del problema del@dro colores, ya que algunos investigadores
promulgaban la idea de sustituir razonamientosct&gdeductivos por trabajos utilizando medios
informaticos que permitian confirmar en un gran etorde casos una determinada conjetura. El clima
era tal, como indica Alcolea (2002), que Zeilbergmn la idea de desprestigiar la demostracion
matematica, relaciond su importancia con el valmynémico. Consiguid demostrar utilizando el
ordenador la conjetura de Goldbachn una probabilidad mayor que 0,9999 y estimélguerteza
absoluta vendria a costar sobre 10 billones deraijlgpreguntandose si realmente sale rentable
alcanzar dicho estatus. Incluso se llegé anunciarsg dejarian de publicar demostraciones en agvist
de la talla de Scientific American.

No obstante, poco a poco fueron apareciendo imaskires que mostraban posturas mas
intermedias e incluso favorables al uso de lazatiiion didactica de las demostraciones. Asi, podemo
citar a Solow (1987) que definia la demostracioma@oun método para comunicar una verdad
matematica a otra persona que hablaba el mismmadiAchacaba la dificultad en la comunicacion de
las demostraciones a la falta de una metodologéauadia que explicara la forma de hacerlo. El
mismo elaboré dicho manual estableciendo un leegeamun en el que pudieran comunicarse
profesores y alumnos. También podemos citar a Diengi (1993) que propuso un modelo en el que
dotaba a la demostracioén de una serie de funcomes la explicacion, la verificacion, la sintesislo
descubrimiento, permitiendo descubrir las posiadiels que tendria su introduccion en la didactica de
las Matematicas.

La tendencia iba cambiando y el debate se fue enftic hacia cémo trabajar con la
demostracion en el aula. Hanna (1995) afirm6 quaspecto importantisimo de la demostracion es la
forma en la que se le presenta a los alumnos. e Hacerse como un puro ritual propio de las
Mateméticas, sino como un procedimiento con “radérser” dentro del aprendizaje. En la misma
linea, Ibafies y Ortega (1997) argumentaron quesesgmiento deductivo se debe ir construyendo
progresivamente en los distintos cursos, sin llagaretender que se alcance de una forma solitta en
Educacion Secundaria.

! La conjetura de Goldbach es un problema que seeatreualn abierto y que afirma que todo nimero par
mayor que dos se puede expresar como la suma deid@sos primos.
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En los dltimos afos la tendencia sigue siendo lsmmicon alguna excepcion como la de
Pluvinge (2007) que defiende que la demostracidresi@onstitutiva de la actividad matematica,
poniendo como ejemplo la mateméatica arabe, ricaalgoritmos y resultados, pero pobre en
demostraciones.

Entre los partidarios, podemos citar a Bravo, Ayéeg Sol (2001) que afirman que el trabajo
con demostraciones ayuda a desarrollar proceso® tanabstraccion, el andlisis, la sintesis, la
clasificacion, la particularizacion, la comparacibia generalizacién. También destacan como ayuda
a desarrollar formas de pensamiento extralégicosgmiento creativo, heuristico, especulativo, etc.)
gue se complementan con el pensamiento logico tiedwen la resolucién de problemas. Destaca, de
igual modo, que al trabajar con las demostraci@hedumno adquiere un mayor conocimiento del
enunciado matematico lo que le permite adquirir petencias para identificar con mayor facilidad
contextos en los que se puede aplicar el enuneisttidiado.

Mencionaremos también a Crespo y Ponteville (2006@5b) que situan la problemética de la
situacion en que el docente, por lo general, desmtas diferencias entre qué es demostrar, qué es
saber demostrar y qué es aprender a demostrar. Usitio a la falta de referencias explicitas en los
planes de estudio, conduce a que se confundarfaguenque deben tener las demostraciones en el
aulay se lleve a una excesiva formalizacion.

Por dltimo, mencionaremos a Martindn (2009) quesi®ra que para que las Matematicas
formen intelectualmente al alumno es imprescindihle se presenten de una forma racional y no
como un misterioso conjunto de reglas de obligadoptimiento. Entiende que la demostracién es la
cumbre de la argumentacion racional y por eso deber cabida de una forma explicita en los
curriculos escolares.

Nuestra opinidn en torno a esta cuestion esta ¢inda de las dltimas que hemos indicado.
Creemos que utilizando correctamente la demostragidlos procesos argumentativos y de
justificacion en el aula se pueden mejorar las cidpdes de los alumnos para resolver diversas
situaciones matematicas. Lo importante es como eanmorrectamente estos recursos. Para ello,
creemos que lo primero que habria que hacer edannde formacion de profesorado en el que se
expliquen los aspectos basicos de estos procedomigieomo introducirlos, qué proposiciones
demostrar, métodos, etc). Esta idea va en la tiada propuesto por Azcéarate (1997):

Si queremos transformar la escuela y las practiopasen ella se desarrollan
en torno al conocimiento matematico hacia formas wgherentes con el
desarrollo integral del individuo, es imprescindiponer en cuestiéon la
actual formacion de los profesores de Mateméatielss son los verdaderos
gestores del cambio. El problema fundamental gioa,tanto, en torno a las
formas de adecuar esa formacion a los cambios dadas por la sociedad
y la necesidad de afrontarlos con el rigor y funelat@cion necesarios.

Después, creemos que es de vital importancia lgrgsividad de todo este proceso. Se puede
empezar en los ultimos cursos de la Educacion Hema partir de conjeturas, elaborando simples
procesos elementales de justificacion y de prugiss, a partir de ahi, ir evolucionando en epie ti
de procedimientos. Por ultimo, también creemosegties procedimientos deben tener una cabida méas
explicita en los curriculos de Matematicas. Delperfearcar la progresividad que hemos indicado,
mostrando qué tipos de pruebas y qué métodos sempbacer en cada etapa educativa.

Para confirmar esta idea realizamos una experiemcé aula con dos grupos de alumnos de 3°
ESO que detallamos a continuacion.
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2. Experiencia de aula

2.1. Planteamiento del problema

El problema consisti6 en comprobar si aplicando ditkctica de las Matematicas para un
curso de 3° ESO en donde se le dé un papel retevaamds demostraciones y argumentaciones
matematicas se mejoran las habilidades de los alsi@n torno a tres variables: la calificacion final
de la asignatura, los resultados obtenidos poallosnos en la prueba de Conocimientos y Destrezas
Indispensablésy los resultados en una prueba de problemas quaskmos en la parte final del curso.

2.2. Proceso de la investigacion

La investigacion se realizo en el instituto publRafael Alberti de Coslada (Madrid) a lo largo
del curso académico 2011 — 2012. Utilizamos dopagude 3° ESO, los dos con 21 alumnos,
considerando uno como grupo de control y otro cerperimental.

En el grupo control aplicamos una metodologia aqudFipmos llamar mas tradicional basada en
explicaciones, realizacion de ejercicios, activeadIC, etc. Esto no quiere decir que no realizasam
argumentaciones y justificaciones de resultades) gue no hicimos tanto hincapié en este hecho
como en el otro grupo. En el grupo experimentdizatnos una metodologia en donde le dimos una
especial relevancia a argumentar y a justificanltedos a cambio de reducir el nUmero de ejerciios
realizar en cada unidad did4ctica y de suprimurédgactividad con las nuevas tecnologias.

Con el grupo experimental dejamos que trabajararallamnos con las demostraciones de una
forma independiente. La idea era que pensaran ripw ellos mismos si eran capaces de demostrar
un cierto resultado. Si no eran capaces, se legizemalgin documento donde se podria consultar
para que intentaran comprender los pasos o ergadaldirectamente por el profesor.

A lo largo del curso, ademas de priorizar proce€inds argumentativos, realizamos algunas
demostraciones. Estas fueron elegidas por esiaraimente ligadas al curriculo de 3° ESO para la
Comunidad de Madrid. De ellas, algunas suponenaumaliacion del curriculo y otras simplemente
son una justificacién de los procedimientos queaitdizan en este curso. En el grupo control solo
trabajamos las demostraciones que estuvieran imeémiz ligadas al curriculo de 3° ESO y que les
supusieran a los alumnos unas destrezas interegmreeresolver ejercicios de este curso.

A continuacién pasamos a comentar brevemente @®steaciones trabajadas a lo largo del
curso en el grupo experimental, indicando alguosentarios los resultados obtenidos en clase.

1. Demostrar la irracionalidad de /2 por reduccion al absurdo Esta demostracion clasica
se trabajo Unicamente en el grupo experimentalaetunidad Didactica déPrincipales
conjuntos numéricosuando tratamos los nameros irracionales y logcades. Al ser una
demostracion de cierta dificultad para el niveledmue estamos y que no esta relacionada
propiamente con ningun procedimiento del cursoes@i no trabajarla en el grupo control.

Como es légico, una vez propuesta la demostracdmingin alumno se le ocurrié
inicialmente hacerla por el método de reduccidéakeurdo, método desconocido para ellos

? La prueba de Conocimientos y Destrezas Indispees&BIDI) es una prueba externa que realiza la Ciotadn
de Madrid cada afio en el curso de 3° ESO en lariamte Matematicas y Lengua y Literatura.
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hasta la fecha. Lo que si se consiguié es que am gorcentaje de alumnos comprendiera y
expusiera la demostracion clasica una vez consuéadnedio digitales.

La principal dificultad que se encontro a la hoezedplicar esta demostracion y su método fue
el punto de partida, ya que al indicar que si sigoos que\/i era un namero racional,

. a. . . . .
entonces se podia expresar como una fracglorreduuble, algunos alumnos venian a decir

que la contradiccion se podia salvar suponiendosgupodia expresar como una fraccién
reducible.

A parte de la demostracién clasica, y con la intende que los alumnos entendieran bien el
método de reduccion al absurdo, se les presentgnt@stracion de este hecho de otra manera,
basandonos en las terminaciones de nimeros yspectiyos cuadrados.

Supongamos/i €s un namero racional. En este caso se podriaesmprx/z mediante una
o Loa . a
fraccion wredumbleB. Elevando al cuadrado la igualdad obtenemos c{_aez B:> P’ =a’.

Ahora vamos a hacer una tabla con las posiblesitexciones de ay 2i5.

a a b 5] pisy
0 0 0 0 0

1 1 1 1 2
2 4 2 4 8
3 9 3 9 8
4 6 4 6 2
5 5 5 5 0

6 6 6 6 2
7 9 7 9 8
8 4 8 4 8
9 1 9 1 2

Tabla 1. Terminaciones da’ y 2b® para demostrar la irracionalidad d/é .

Fijémonos en quezasélo puede acabar en 0, 1, 4, 9, 6 0 5, mientnas 26 sélo puede
acabar en 0, 2 u 8. Como ambos numeros deben sales) la Unica coincidencia que hay es
que acaben en 0, pero en ese caso a acabaria e 8cgbaria en 0 0 en 5, lo que es una

o . a . .
contradiccion con que la fraccmlg sea irreducible.

2. Demostrar las formulas de la suma de un nimero fith de términos de una progresion
aritmética y de la suma de un namero finito e infiito (cuando |r| <1) de una progresiéon
geomeétrica, asi como las obtenciones de los términgenerales de estos término&stas

demostraciones, al estar intimamente ligadas adotenidos que se estudian en la Unidad
DidacticaSucesioney ser de escasa dificultad, fueron trabajadasrdroa grupos.

La obtencion de la formula para la suma de doprimeros términos de una progresion
aritmética no presentd aparentemente dificultades pos alumnos. El hecho de hacer
primeros unas cuantas sumas concretas y que losnasu observaran el procedimiento
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primero en casos concretos hizo que el paso al gaseral no les supusiera una especial
dificultad. De hecho, luego haciendo ejercicios,aembos grupos hubo alumnos que para
realizar este tipo de sumas no utilizaban la foamnsino el procedimiento que utilizamos para
demostrar la formula.

En cuanto a la sumas de términos de una progrgsidmétrica, la principal dificultad que
encontramos fue el trabajar con “infinitos térmihdday que ser consciente de que los
alumnos de 3° ESO han oido hablar del infinitopgeasta este momento no han trabajado
verdaderamente con él. Cost6 hacer entender quel@oas un nimero muy grandesera

muy grande sir|>1y que serd muy pequefio|sj<1. Una vez superada esta dificultad, la

demostracion de la suma de los infinitos términ@s wh progresibn geométrica fue

comprendida por una buena parte de los alumnosoldétante, habia alumnos que aun
entendiendo la demostracibn no podian comprenderocéra posible que si sumamos

infinitos términos el resultado fuera finito. Pa@nvencerles de que si era posible tuvimos
gue recurrir a dos ejemplos “mas visuales”. El prioncon nimeros periédicos. Preguntamos
en clase cudl era el resultado de esta suma afinit

0,1+ Q 01+ Q 00% P 000%---

Practicamente todos los alumnos respondieron ra@idte que el resultado er@ 1,
convenciéndose asi que en ocasiones se pueden guindos términos. Posteriormente
utilizamos un ejemplo mas geométrico. Partiendardeuadrado de un | u de lado, dividimos
el cuadrado en dos partes iguales, después unsadepartes en dos partes iguales, después
una de las cuartas partes en dos partes igualesi ysucesivamente. Concluimos que

=t —4+—++...

3. Demostrar las formulas de las identidades notablede un modo algebraico y geométrico
Estas demostraciones se trabajaron a lo largo dénidad Didactica sobre dlenguaje
algebraico En ambos grupos los alumnos fueron capaces der Ipae ellos mismos las
demostraciones algebraicas de las identidadeslestsin dificultades apreciables al tratarse
de un procedimiento algebraico fécil y directo.

Al haber trabajado ya con las demostraciones ahid®, consideramos oportuno no trabajar

con las demostraciones geométricas en el grupeatodedicando mas tiempo en este grupo

a hacer ejercicios. En el grupo experimental, le bicimos es preparar una ficha con las

figuras realizadas para cada identidad, indicandddngitudes de cada lado del rectangulo.

Los alumnos debian completar las correspondiemées &n cada caso y de ahi demostrar las
identidades notables.

Practicamente todos los alumnos del grupo expetahsuapieron demostrar sin dificultades la
identidad notable del cuadrado de una suma, perodsté algo més la del cuadrado de una
diferencia y la de suma por diferencia, al tener lgaicer alguna manipulacion algebraica mas.

4. Demostrar, utilizando las identidades notables, I&rmula de resolucion de la ecuacién
de segundo gradoEsta demostracion se trabajé durante la Unidadddica deEcuaciones
A pesar de gue si que esta muy relacionada cocoltenidos curriculares del curso, no la
trabajamos en el grupo control debido a que coresigies que tiene una dificultad que puede
no ser superada por algunos alumnos y que el groiegdo en si luego realmente no lo van a
utilizar los alumnos.

En el grupo experimental, donde si la trabajanmguk hicimos fue resolver alguna ecuacién
de segundo grado concreta con el método de complgtalrados con el objetivo de luego

84 | Vol. 86 + julio de 2014 NUMEROS



Las demostraciones en la didactica de las Matemadis. Una experiencia con alumnos de 3° ESO
E. Sanchez, J.A. Gil

entendieran la solucion. Lo pasos de la demostrasgéentendieron. La mayor dificultad que
encontramos fue la de justificar cada paso. Lomiahis no acabaron de entender por qué
multiplicAbamos la ecuacién poa,duego sumabamd® en ambos lados, etc...

Como conclusion se puede decir que probablememntayaria de los alumnos no acabaron de
entender plenamente la demostracion, pero si geerron que la férmula de resolucion de
la ecuacién tiene un sentido.

5. Demostrar para una ecuacion de segundo grado las laeiones que hay entre sus
soluciones y los coeficientes de las ecuacionesr(fdlas de Cardano-Vieta) Al igual que
la anterior, estas demostraciones se trabajarola émidad Didactica dé=cuaciones Se
trabajaron en el grupo experimental y se propusi@mmo trabajo voluntario en el grupo
control al ser de escasa dificultad y ya que lesdpao servir a los alumnos para resolver
mentalmente algunas ecuaciones de segundo graddoaua 1.

En el grupo experimental un gran namero de alummhedujeron por si mismos estas
relaciones y practicamente todos las comprendievamdo se explicaron en clase. Tras las
demostraciones hicimos algunos ejemplos para aplstas férmulas en ecuaciones de
segundo grado coam= 1 con el objetivo de que los alumnos hallararstaluciones de forma
mental. Como suele suceder en estos casos, hubaadgue hallaban las soluciones de una
manera muy rapida y otros que les costaba bastarg¢iempo.

Este mismo trabajo se propuso como voluntario egrigdo control y hubo tres alumnos que
hicieron correctamente las demostraciones y quéersup aplicarlas a la resolucion de
ecuaciones de segundo grado eon 1. En clase, lo Unico que hicimos en este grfueo
explicar la relacion y la manera de aplicarla entg® de ecuaciones.

6. Localizar el vértice de una parabola En el grupo experimental intentamos justificarlan
Unidad Didéactica dd-unciones lineales y cuadraticamor qué el vértice una parabola esta

situado en el punto de abcisa= o8 Para esta justificacion utilizamos el programa
a

Geogebra y analizamos (en los casos en que awédeacurre al vértice de una parabolay a
su expresion algebraica cuando la trasladamogsakytihorizontalmente. Este procedimiento,
al ser muy visual y precisar de manipulacioneshaljeas elementales, fue entendido por
practicamente la totalidad de los alumnos. La Umpieguefia dificultad que le presenté a

algunos alumnos fue comprender por qué cuandossegma ejemplo de la paraboje= ax

alay= a(x—2)2 esta Ultima es el resultado de desplazar la paindexs unidades a la

derecha y no a la izquierda. Esta dificultad sgesub viendo algunos casos concretos en la
funcion.

En el grupo control decidimos no trabajar estafjoation ya que para los ejercicios que se
piden en este curso sobre la parabola, saberspistifiaacion no les supondria a los alumnos
una destreza que les ayudara de manera relevasteresolucion.

7. Demostrar que la suma de los tres angulos interiogede un tridngulo es 180°%sta es una
de las clasicas demostraciones de las denominattagpdlabras” ya que un dibujo explica
practicamente la demostracidn. Al tratarse de ueraodtracion facil, atractiva de ver y
mostrar un método que algunos alumnos no habido kissta el momento, la decidimos
trabajar en los dos grupos.

Una vez realizado el dibujo y explicada la demaesbra practicamente la totalidad de los
alumnos entendieron la demostracion, no presenséndonguna dificultad resefiable. De
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10.

11.

hecho utilizamos la demostracion de este hecho getacir sin excesiva dificultad la suma
de los angulos interiores de un poligonamdiezdos convexos.

Demostrar que las tres mediatrices de un tridngulse cortan en un punto (circuncentro)
que equidista de los tres vértices y que las tressbctrices de un tridngulo se cortan en un
punto (incentro) que equidista de los tres ladogstas demostraciones se trabajaron durante
la Unidad Didactica dBroblemas métricos en el planigste hecho lo justificamos en el grupo
experimental de forma intercativa con ayuda debfma Geogebra, tomando diferentes
medidas y viendo relaciones. Al ser un procedinsiantly visual y a la vez muy logico no
supuso ninguna dificultad a los alumnos.

El hecho de que saberse esta justificacion no &apaner una destreza especial para el tipo
de ejercicios que se hacen en Matematicas en @ste, clecidimos no trabajarla en el grupo
control.

Demostrar que dos triangulos en posicion de Tale®rs semejantes y que por tanto sus
lados son proporcionales Esta demostracion se trabajé durante la Unidathddica de
Problemas métricos en el plananicamente con el grupo experimental. Obtener la
proporcionalidad de sus lados no lo consiguieron giosolos los alumnos y Unicamente
algunos comprendieron la demostracion. ElI motivinggral no fue que se utilizaran
argumentos excesivamente complicados, sino quetikeanon procedimientos como la
descomposicion de triangulos o la igualdad de &ptae triangulos por tener la misma base y
altura a la que los alumnos no estan acostumbrados.

Dada la dificultad de la demostracion y que norereesaria para los ejercicios de este curso
se optd por no trabajarla en el grupo control.

Demostrar el teorema de Pitdgoras Esta demostracion se trabajo durante la Unidad
Didactica deProblemas métricos en el planies conocido que el Teorema de Pitagoras es el
resultado matematico que mas demostraciones distitiene. Aprovechando este hecho
solicitamos a los alumnos de ambos grupos que &xpnsen clase distintas demostraciones
del teorema de Pitagoras que encontraran, a loregmondieron de forma satisfactoria en
ambos grupos. En el grupo experimental distintosnabs consiguieron exponer en clase
cinco demostraciones distintas, mientras que ergrapo control se expusieron tres
demostraciones diferentes. A parte del rigor prajie aportan las demostraciones, esta
actividad propicié que los alumnos aprendieranirdest técnicas geométricas que pueden
luego servirles para resolver algunos problemasama glarse cuenta que en ocasiones la
demostracion de un enunciado se puede realizastietals maneras.

En esta actividad no se presentaron dificultadesfiables, salvo la de aclarar la justificacion
de alguna relacion geométrica concreta.

Justificar la relacién entre los volimenes de la &a, el cilindro recto y el cono recto Se
trabajo en el grupo experimental durante la UniDatfctica deProblemas métricos en el
plano,a partir de la idea original de Arquimedes.
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Fuente:
http://www.mat.ucm.es/catedramdeguzman/old/08saatexperimentgeometria/lamejor.htm
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Para trabajar estas relaciones utilizamos la @izdigital con el fin de aclarar lo mas posible
los procedimientos. Aprovechamos estas ideas pabdarhde Arquimedes y del papel
relevante que tuvo en las Matematicas.

Una principal dificultad que encontramos en estifjgacion fue convencer a los alumnos de
que como la seccion cilindro es igual a la sumdadesecciones de la esfera y el cono,
entoncesv, =V. +V .. Esta dificultad es logica, ya que los alumnoscaumabian

cilindro semiesfera

trabajado con anterioridad con ideas similareda es

cont*

Debido a que estos procedimientos tenian una edmbficultad por ser novedosa y que no
iba a ser utilizada posteriormente en ejercicidscdeso, se decidié no trabajarla en el grupo
control.

En la anterior lista hemos ido justificando por @lgunas de estas demostraciones las hemos
explicado también en el grupo control y otras nay ldue recordar que el objetivo principal de la
experiencia era ver si esta diferencia didactigalioca diferencias significativas en los resultades
una prueba de problemas efectuada a final de carsdps resultado de la prueba CDI y en los
resultados de la propia asignatura.

Demostracion Grupo Experimenta Grupo Control

X
v

Solo de forma
algebraica

Irracionalidad deJ/2

Formulas de progresiones

Identidades notables

Foérmula de la ecuacion de segundo grado

b ¢

Cardano - Vieta Trabajo voluntario

Vértice de una parabola

Suma de los angulos de un triangulo

Circuncentro - Incentro

Teorema de Tales

Teorema de Pitagoras

Volumen de la esfera

SONNNNANNNANININ
XXX X

Tabla 2. Cuadro resumen de las demostraciones realizadzsdargrupo.

Como dijimos anteriormente, en el grupo de corgtdlempo que no utilizamos en algunos de
estos procesos los utilizamos en alguna practi€aqlie no realizamos en grupo experimental (Wiris,
ThatQuiz, Geogebra y Excel) y en la realizacionatipunos ejercicios mas sobre los contenidos
fundamentales de las respectivas Unidades Did&ctica
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Posteriormente analizaremos e interpretaremosRsdtados obtenidos desde un punto de vista
evolutivo, comprobando si se han producido difdemsignificativas entre los resultados obtenidos
por los grupos en las variables antes mencionadas.

2.3. Poblacién y muestra
La ficha técnica del muestreo es la siguiente:

a) Poblacion Alumnos que en el curso 2011-2012 cursaron eceutro publico del término
municipal de Coslada (Madrid) el curriculo ordicade 3° ESO. Esta poblacion esta
compuesta por 458 individuos, segun datos propmacdios por la Direccién Territorial
Madrid-Este perteneciente a la Consejeria de Edutaduventud y Deporte de la
Comunidad de Madrid.

b) Muestra. Fueron los alumnos que en tal curso académicamm 3° ESO en los grupos B
(grupo control) y C (grupo experimental) en el IR&fael Alberti de Coslada. El tamafio de
la muestra fue de 42 individuos, 21 en cada urlosigrupos.

c) Error del muestreo. En las condiciones mas desfavorables del muegireq = 0,5) y con
un intervalo de confianza de amplitud &ndremos un error en el muestro del 15%.

d) Procedimiento de muestreoEs no probabilistico del tipo intencional. Takdoseleccion
de los individuos, como la asignacion de los misalagrupo experimental o de control no
ha sido aleatoria. Lo Unico aleatorio fue la eléc@ntre el grupo control y el experimental.

Esta claro, tal y como expondremos en el punténgigaciones, que la muestra tuvo un tamafio
escaso como para que los resultados pudieran ¢igaesa a una poblacion mas amplia como hubiera
sido nuestro deseo.

Por otro lado, debemos indicar que habia equililmicial entre los dos grupos de la muestra
entorno a ciertos indicadores:

a) Numero de alumnos por grupo En los dos grupos eran 21.

b) Distribucién por sexo en los gruposkn el grupo control habia 10 varones y 11 mujeres
mientras que en el grupo experimental habia 11nesrg 10 mujeres.

c¢) Numero de repetidores En el grupo control habia seis repetidores, masngue el
experimental habia ocho.

2.4. Hipétesis planteadas

En nuestra experiencia utilizamos dos momentosiainiy final. En el momento inicial
comprobamos que entre los dos grupos no habi@ddies significativas en las medias en torno a dos
variables, las calificaciones en la asignatura ddelaticas en el curso anterior y las calificacgone
obtenidas por los alumnos en la preceptiva evalandoicial. Por tanto, las hipétesis nulas fueroe g
no existian diferencias significativas en las mediatre los dos grupos en torno a estas variables,
mientras que las hipétesis alternativas fueronsijeistian esas diferencias significativas.

En el momento final planteamos la misma situacidrtozno a tres variables: la calificacion
final de la asignatura, los resultados obtenidasIp® alumnos en la prueba CDI en la parte de
Matematicas y los resultados en la prueba de r@solude problemas que realizaron los alumnos.
Nuevamente, las hipotesis nulas fueron que noiaristiferencias significativas en las medias entre
los dos grupos en torno a estas tres variableqitrageque las hipotesis alternativas fueron que si
existian diferencias significativas.
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2.5. Técnicas e instrumentos de recogida de la imfisacion
Los instrumentos que utilizamos en nuestra expaadneron:

a) Una prueba de evaluacion inicial con contenidasui@s el curso anterior que se realiz6 el
26 de septiembre de 2011. Esta prueba estaba cetapde ocho ejercicios sobre los
contenidos minimos de 2° ESO: uno de operaciormegracciones y nimeros enteros, uno
de propiedades de las potencias, un problema deidres, uno de resolucion de
ecuaciones de primer grado, uno de resolucion dsigtema de ecuaciones lineales, un
problema para resolver con una ecuacion, uno degeptar funciones lineales y uno de
aplicar el Teorema de Pitagoras.

b) Prueba CDI que se realiz6 el 17 de abril de 201 é&nunciados de los ejercicios y

problemas propuestos se pueden consultar en lag&igeb Oficial de la Comunidad de
Madrid http://www.madrid.org.

C) Una prueba de resoluciéon de problemas que sedeslli28 de mayo de 2012. Esta prueba
consto de los ocho problemas que se indican eneta\1.

2.6. Disefio de la experiencia

Utilizaremos un enfoque experimental, ya que airpadet una experimentacion buscaremos una
ley general estableciendo relaciones causales emtigbles utilizando técnicas estadisticas. Dehido
gue trabajamos con muestras y no tuvimos por &intontrol absoluto de las variables, el disefio de
la investigacion fue del tipo cuasi-experimental.

2.7. Andlisis estadistico a realizar

En esta experiencia nos basaremos en hacer unocestiiddistico inferencial. Comprobaremos
mediante la técnica del analisis de la varianza@®N) si se han producido diferencias significativas
en las medias de las variables que mencionamosicamente. Para los calculos utilizamos el
programa de software libre R y como es habitudbenrabajos estadisticos rechazaremos la hipétesis
de igualdad de medias cuando el nivel critico astucial estadistico sea menor que 0,05, no
rechazando la igualdad de medias en caso contrario.

2.8. Resultados

En el momento inicial teniamos que comprobar sst@aa diferencias significativas en las
medias entre los dos grupos en torno a dos vasiallds calificaciones en la asignatura de
Mateméticas el curso anterior y los resultadosgrlieba de evaluacidn inicial. Los resultadosde |
andlisis de la varianza se muestran en las sigsig¢ablas, en donde los datos ausentes que aparecen
en la evaluacion inicial se debieron a alumnossgui@corporaron con posterioridad al centro:

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados | cuadratica Valor de F P(>F)
Grupo 1 0,38 0,381 0,059 0,809
Residuales 40 258,10 6,452

Tabla 3. Analisis de la varianza de los resultados del cargerior en Matematicas en funcién de los grupos
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. Desviacion | Nimero de Datos
Media e
tipica datos ausentes
Experimental 5,619 2,889 21 0
Control 5,429 2,135 21 0

Tabla 4. Descriptivos de los resultados del curso anteridviatematicas

Grados de Suma de Media

libertad cuadrados | cuadratica Valor de F P(>F)

Grupo 1 0,01 0,005 0 0,967
Residuales 38 121,21 3,190

Tabla 5. Analisis de la varianza de los resultados de léuac#n inicial en funcion de los grupos

. Desviacion | Namero de Datos
Media -
tipica datos ausentes
Experimental 2,671 1,806 19 2
Control 2,648 1,768 21 0

Tabla 6. Descriptivos de la evaluacion inicial

Si observamos los valores criticos obtenidos, mngie los dos son menores que 0,05, con lo
cual podemos afirmar qu® existian diferencias significativas en las mediaentre los dos grupos
inicialmente en estas dos variabledo cual es satisfactorio para la experienciaya lgs resultados
indican un equilibrio inicial entre los grupos.

Ahora vamos a comparar estos datos con los resslfathles en la asignatura, los resultados
de la prueba CDI y los resultados la prueba delueism de problemas. Sobre esos datos hemos
vuelto a realizar un andlisis de la varianza paasi en torno a alguna de las variables existian
diferencias significativas. Podremos ver que hagslausentes que se deben a bajas que se producen
a lo largo del curso por cambios de domicilio oidela la no asistencia a realizar la prueba Cdial
que tuvo lugar. Los resultados los podemos observias siguientes tablas:

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados | cuadratica Valor de F P(>F)
Grupo 1 27,02 27,019 7,268 0,0104*
Residuales 38 141,27 3,718

Nota. * valores significativop<.05; ** valores muy significativop<.01; *** valores altamente significativgs<.001.

Tabla 7. Analisis de la varianza de los resultados de lalpaude problemas en funcién de los grupos

. Desviacion | NUimero de Datos
Media .
tipica datos ausentes
Experimental 3,129 2,422 20 1
Control 1,485 1,253 20 1

Tabla 8. Descriptivos de los resultados de la prueba delgmuds.

90 | Vol. 86 + julio de 2014

NUMEROS



Las demostraciones en la didactica de las Matemasis. Una experiencia con alumnos de 3° ESO

E. Sanchez, J.A. Gil

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados | cuadratica Valor de F P(>F)
Grupo 1 41,44 41,44 6,52 0,0149*
Residuales 37 235,17 6,36

Nota. * valores significativop<.05; ** valores muy significativop<.01; *** valores altamente significativgs<.001.

Tabla 9. Analisis de la varianza de los resultados en la @DMateméticas en funcion de los grupos

. Desviacion | Nimero de Datos
Media L.
tipica datos ausentes
Experimental 5,467 3,060 20 1
Control 3,404 1,785 19 2

Tabla 10.Descriptivos de los resultados en la CDI de Materast

Grados de Suma de Media
libertad cuadrados | cuadratica Valor de F P(>F)
Grupo 1 65,03 65,03 9,277 0,0042**
Residuales 38 266,35 7,01

Nota. * valores significativop<.05; ** valores muy significativop<.01; *** valores altamente significativgs<.001.

Tabla 11.Andlisis de la varianza de los resultados en Matieagdel tercer trimestre en funcién de los grupos

. Desviacion | Nimero de Datos
Media "
tipica datos ausentes
Experimental 5,90 3,076 20 1
Control 3,35 2,134 20 1

Tabla 12.Descriptivos de los resultados en Matematicasaleét trimestre

Si observamos los tres valores criticos obtenidesios que se han obtenido diferencias
significativas tanto en los resultados de la prugbaesolucion de problemas, como en los resultados
de la prueba CDI, y que se han producido diferengiay significativas en las calificaciones de la
asignatura de Matematicas, siendo estas diferepoidgs resultados favorables en los tres casos al
grupo experimental.

3. Conclusiones y limitaciones de la experiencia

Los resultados obtenidos han confirmado amplianmiastexpectativas que teniamos antes de la
investigacion y han corroborado que, con un uscwat®, las argumentaciones y las demostraciones
suponen una mejoria en los resultados de ciertables.

Si comparamos los datos finales con los inicialedemos observar que la mejoria del grupo
experimental se debe principalmente a un aumentdaewariabilidad de los resultados como
consecuencia del incremento en las calificacioedsslalumnos con mas aptitudes matematicas, mas
gue por una mejoria general. Estos resultados e#epucorresponder en parte con los obtenidos por
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Luengo y Gonzalez (2005) cuando concluyeron meeliantestudio cuasi-experimental centrado en la

influencia de los resultados en Matematicas en mdgsimde 4° ESO en funcidn de las asignaturas

optativas elegidas que el perfil del alumno queeokt mejores resultados en la asignatura es el que
tiene predominancias altas en los estilos teori@dlgxivo y moderadas en el activo y pragmaético.

No obstante, no podemos tener la idea de que ésedifia entre los resultados se deba en
exclusiva a la diferencia de los métodos utilizaddanque los datos iniciales demuestran un
equilibrio inicial entre los dos grupos, es obviday una multitud de factores que pueden indir
los resultados académicos de los grupos, a pattesdeétodos utilizados con ellos. De hecho, en las
demds asignaturas del curso pudimos observar congereral el grupo experimental evoluciond
mejor que el grupo control, aunque si es ciertolgsigliferencias mas significativas se produjemn e
la asignatura de Matematicas.

También hay que ser consciente de que esta esxpmgiemcia puntual, con dos grupos
concretos y que se podria extender a otros costepdoa ver si los resultados siguen la misma
tendencia. De este modo, proponemos hacer la exp&iadaptandola convenientemente en otros
cursos, otras localidades, en centros de difetiméogia (privados y concertados), extendiendo la
duracion de la experiencia, etc.

Esta experiencia refuerza nuestra opinion iniaaks el uso de la demostracién. Consideramos
gue la forma ideal no es la que hemos utilizadesa investigacion ya que los alumnos de los dos
grupos eran desconocidos para el profesor de ¢matsia y en cursos anteriores no se habian
acostumbrado a trabajar con estos procedimientagpgée hemos intentado actuar en el grupo
experimental de la manera mas progresiva posibipezando con simples pruebas y comprobando
algunas conjeturas, estd claro que este proceseridebaber comenzado en cursos anteriores,
introduciendo a los alumnos estos procedimientasogtumbrandolos a justificar afirmaciones y a ser
criticos con las que se les presentan.

En resumen, proponemos que, tras una formaciémuadadel profesorado sobre cdmo, cuando
y qué demostrar, estos procedimientos se introdueoael curriculo de una forma més explicita de la
que aparecen en la actualidad y que se utilicesl anla como una herramienta que sirva para mejorar
los procesos matematicos generales, en espedaresolucion de problemas, sin que sea un objetivo
primordial la evaluacién propia de estos proceditas.
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Anexo

1. En la figura de la derecha vemos un molinillo dente formado por un cuadrado y cuatro
triangulos rectangulos isésceles, que esté inseritan octégono. Si el area del octégono es
de 42 A, hallar el area del molinillo.

2.Un camionero presupuesta cierta cantidad de dipara el gasto de carburante en un
recorrido de 600 Km. Sin embargo, una rebaja répeern el precio del gasoleo le supuso
una rebaja de 0,14 € por Kilébmetro, lo que le pariaihacer un recorrido de 750 Km con el
mismo gasto. Calcular la cantidad que fue presuadasnicialmente para el carburante.

3.Un torneo de tenis se juega por el sistemaeatieninatoria directd que quiere decir que el
perdedor de un partido queda eliminado del torBeen el torneo participan 130 jugadores,
¢écuantos partidos deberan disputarse para corlagamador?

4. En otro torneo de tenis participaron Unicamentagddores. Cada jugador juega un partido
con cada uno de los restantes. Alicia gan6 4 metiBeatriz 3, Carlos 2, David 2 y Emilio
solo 1. ¢ Cuantos partidos gan6 Félix?

5. Un vendedor ambulante encuentra una oferta y copgméalones a un precio de 126 € la
docena y camisetas a un precio 105 € cada caj@ dei@ades. Decide comprar 3 docenas de
pantalones y 2 cajas de camisetas. En su puestenéecada pantalén a 14 € y cada camiseta
a 8 €. Si consigue vender toda la mercancia, getdlel beneficio que obtenga?

6. Como ya sabes, un nimero es primo si tiene Unidenars divisores. Por ejemplo, son
nameros primos el 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, etc. Alterpregunto:

a) ¢Cual es el primer nimero primo mayor que 200?

b) Pon cinco ejemplos de nimeros que tenga Unicanrestelivisores. ¢ Qué caracteristicas
cumplen estos numeros?

7. Completa las casillas que faltan de todas las feqoaibles:

Oas
<[]
(12 76

8. Intenta, utilizando Unicamente cuatro cuatros yopsraciones fundamentales (suma, resta,
multiplicacion, division, raiz cuadrada, potenciparéntesis), formar todos los nimeros de 0
al 10. El primero te lo doy hecho de cuatro formiigtintas: 0 =4 +4 -4 -4=44-44=44

_ 44 =~NAh-J4amn
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