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Resumen

En este trabajo generalizamos la funcién asociada de Rathie e introduci-
mos una v.a X definida con base en esta funcién asociada de Rathie genera-
lizada. Se procede asf mismo a calcular E(X ™), su funcién de distribucién,
la funcién generadora de momentos y la distribucién que sigue X /Y cuando
ambas son v.a de Rathie generalizadas e independientes.

Palabras claves : variable aleatoria, funcién de Rathie y Kdmpe de Fériet

The Rathie’s Distribution - (p,q)

In this work we generalize the function associated of Rathie and we in-
troduce an random variable defined with base in this function. We proceed
likewise to calculate E(X ™), the distribution function, the generating func-
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tion of moments and the X/Y distribution, for X and Y being random
variable of widespread and independent Rathie.

Introduccion

En este trabajo generalizamos los resultados obtenidos por Sarabia, en
[11], para la distribucién de Rathie de pardmetros - (a, B; A, p4; v,7). Asfen
[11] se define a la variable aleatoria de Rathie de pardmetros - (a, 8; A, p; v, )
como aquella v.a de funcién de densidad :

Ae %P 1Qa() : p,v;yt) para t>0
0 €.0.C

fa,B; A pv,7;t) ={ (1)

Donde & > 0; 8,7 > 0; A, u,v > —1 (2) y 1Q2(\ : p,v;2) es la funcién
asociada de Rathie, definida asf :

. A+1 A+2
N: gy} = 2P 2 ' 2 4| (3a
1Qe(A: p, v 2) T+ DTE+1) "\ i1 g1, v+1 g

iversitaria, 2017

-ca Uni:

2
H
S
J
i<l
£
=
3
H
£
B
E

A+1 A+2
B+1 T 1 4
a=Tet DI+ Dl o0 o o gm| 22 P 3
rg+1)s A+l,p+l,v+1 @

Sean p,q € N con p>2 y p<g, alafuncién :
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p—-qu-—l(’\; ’\l) we ',Ap—-2 R,V :Bl) R ’ﬂq'3;$)

A+l A+2
=B- ,F, g g bt ) @)

A+1, P+1; V+17 ﬁh---:ﬂq—.’i

1
T(p+ 1w+ D)I(B) - -T(By-3) ’

Donde B = 2<p<3;

A v > —1; Ayeeey Ap=2,P1y- -0y Bg-3 > 0 (5); la denominaremos
funcién - (p,q) asociada generalizada de Rathie o simplemente R*-(p,q),
la que es una evidente generalizacién de Q en [10], cuando p =2, ¢ =3

De acuerdo a (14) y (15) en [4,p.p. 174 - 175], (4) se puede escribir en
términos de la funcién G de Meijer (Vea [5])

Asi, usando la férmula de duplicacién para la funcién gamma, tenemos
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2A
TT(A) - - T(Apz)

1I-2 A
" ,_5,1_,\,,...,1—)‘?4 i 4z (6)
0,°A7'—l‘)_”71-ﬂ1!""1-ﬂq~3

p—qu-—l(A; )‘1’ ceay )‘p~2 1y /7R 4 ﬂ‘l, L] 1ﬂq—-3; 23) =

G;::+1 ( —4z

Usando (6) podemos tener una aproximacién asintética para la funcién

R-(p,q), la cual es de utilidad en el estudio de la existencia de la moda para
la v.a de Rathie-(p,q).

En efecto de (3), (4) y (16) en [4,p.p. 207 - 209] tenemos :

p-1Qq—1(/\; Ay, ’\p—2 TR 7Y T A -’E)
2)«

e ﬂ'l/’F(Al) ... F()\p_z) 'Kpull(4z) (7)
cuando 2 — oco. Donde f =p+q—1; B =/\+g+/\1+...+/\p_2;
-1
Cl=A+ﬂ+U+3+ﬂ1+---+ﬂq—3;7=é§—+Bl-‘Cl, y
(-8)/2
Kpa(2) = ZL 2 exp(pro).27 ®)

/31/:

Finalmente utilizando el teorema 28 en [7,p.p. 85 - 86] tenemos una
representacién integral de la funcién R*-(p,q), por tener las condiciones
dadas en (5)

1
QX A, ..., Ap—2 & 4, V; Bi,--- ;ﬂq—S; x) = L_/ t(A-—l)/ﬁ(l _ t)(x+1)/2.
0

A+2
Y ( 2 Aty s A2 ;4:ct) dt (9a)

[t+1,l/+1, ﬂh"'rﬂq—3

1
T T(p+ DO + DT(By) - - T(Bes)B(AEL, 2£0)

Donde: L (95)

La variable aleatoria R-(p,q)

Denominamos variable aleatoria R-(p,q) de pardmetros-(A; A,...,Ap—2:
VB, ..., Be-3;a, B,7) alav.acuya funcién de densidad viene dada por :

11
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Ae P, Qg1 (A, vt) para t>0

0 €.0.C

FIAENBmt) = { (10a)

Donde A = (MA, ..., p2); Q = (mv;Bi,---,Bg-3); @ >0,
B,v>0; A,y > —1; By, Bg-3 > 0; AlyeeyAp—2 > 0;

2 < p < ¢ (10b) ( En adelante suponemos que (10b) se cumple y (10a) lo
abreviaremos por f(t)). Claramente cuando p = 2, ¢ = 3, (10a) se reduce
a (11) en [11], por lo que (10a) también constituye una generalizacién de la
v.a gamma - (a, )

Por ser f(t) funcién de densidad, ya que la integral :
/ e~ tﬁ p—qu-al (K,ﬁ;'yt)dt
0

converge para las condiciones (105), y por el teorema 14.31 en [1], tenemos

por intercambio de la integral con la serie y propiedades de la funcién gamma

que :

D(p+ DIy + 1)T(B) - - - T(By-3) P! (11)
A+1 A+2 A\ Mgy B+1 4
DB+1)- puFy | 2 02 P
A+1,[£+1,I/+1,Bl,..., q—3

A=

De acuerdo a (9a) y (9b), tenemos :

abftl

F(/B+1)' qu—l (A;)‘lv-'wAp—?aﬁ'{”l:u’V;ﬁl"'qu—S; 7)

23

A

(11a)

Relacién de la variable aleatoria R*-( p,q) con otras v.a

Ya dijimos que si p=2, ¢ =3, 7 =0 entonces (10a) se reduce a

aﬂ+1

—at 4 B
——_F(ﬂ+1)e t?, t>0 y 0 e.oc

fla,Bit) =
Otra relacién viene expresada en el teorema siguiente :

Teorema 1 . Sea X una v.a cuya distribucion condicional con respecto a
una v.a de Rathie generalizada - (X Ay,..., Ap—2 : i, v; B, ..., By-3;6,68,7)

12
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es una distribucion gamma - (o, B), entonces la v.a X es (p+ 1,¢) - hiper-

geométrica.

Demostracion:

Sea h(z) la funcién de densidad de X, y sea g(c) la funcién de densidad
de Rathie generalizada, es decir :

gla) = Ae ™ a’ - , 1Qu 1 (M, Aozt 1,5 B, - -, By-3i YY)

Entonces, para z > 0:

hz) = /o“’f(m)g(a)da

T(B+1)
De acuerdo a (4) e intercambiando la integral con la serie nos queda :

O gb+1 8 P
h(.’l:) = / e zP Ae 0l p—qu—l()dh,-~-,t\p—2=#,v;ﬁl,---yﬂq—a;‘ﬂ!)da
0 .

h(z) = Azx? -
B+ 1)I'(p+ 1)I(v+ 1I(B) -+ - T'(Bg-3)
ZS(A’ Ala' .. 1’\11—27”‘1 v; ﬂl’ *e "ﬁq—S;n)'
n=0
(ay)" f B (2 +E)a 4 (12a)
0
Donde :

S(’\yAla"'7’\p-—-25”41”;ﬁ15'"):Bq—3;n)

(’\+1)n ("+1)n (U+1)n (ﬁl )n"'(ﬂq"f’)n n!

Luego de (12a), tenemos

AT(B+0+2) zf _
LB+ 1) (u+ HI(v + DI(B1) - - -T(By-3) (z +£)A+o+2

A+1 A+2
_7—_1,A1:'-':Ap—2a6+/3+2_ 4y
p+1fy 2 2 ; (13)
)‘+1)ﬂ+lyu+1aﬂly'--yﬁq——3 I+§

h(z) =

13
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Paraz > 0; y h(z) =0 para z < 0. Bajo la condicién (5), y donde 4
viene dada por (11) o (11a).

Expresando (13) por medio de @ tenemos al usar (4) :
I'(B+06+2) ¢4 zh

@) = FET TG T D G F o
qu—l (A;Al)---vAp~2,,B+6+2 : “1”;ﬂh"-) q—3;;3__—g)
(13a)
pQg-1 (t\;)\b---,/\p—z,ts“f'l SV By ey Be-si :EY-)

Teorema 2 . Sea X unav.aRice-(a,a,u), cona>0, a>1y u>0
~1 v 1 atr-1 a?

7 '3 2 16)

entonces Y = X? es una v.a de Rathie - (v :

Demostracién:

Vea teorema 1 en [11], donde AU, v,a,f y vy son respectivamente
v—-1 v 1 a+v-1 a?

"o ey T2 Ve

Momento de orden m

Teorema 3 . Sea X una v.a generalizada de Rathie de pardmetros - (\; Ay, . ..,
v B, ..., Be-s; @, B,7), bajo la condicion (5) ym > — (8+1). Entonces
E(X™) eziste y :

I'm+pB+1)
m = ettt &
EREAT) = r'(B+1)am
Q ()\ A X
pYg-1 19 - p—Z:m +.B +1: K, v 1:611 )ﬁq—3; '& (14)
Qg1 (/\;/\1,---,/\p~2,/9+ Lopa 5 Bsseey q—a;% )
Demostracién:

Bajo las condiciones de los pardmetros, y de acuerdo a (7) y (8), tenemos
que :

o0
E(Xm) = A/ tﬂ+me—atp—IQq—l ( A, ’\11 .. ')Ap'—2 e ﬁh .. .,ﬁq_;;;')lt)dt (15)
0

converge pues :

. tm+ﬂe-—atp_1Qq_1(/\; Alv"'aAp—Q:I-‘,”;ﬂb--'! q—3;7t) -
lim [ e-attm+ﬂe4\/i = :'é 0

t—o0

14
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e ]
y / thtme—t(a-47%) gt converge, luego E (X™) existe para
0
m>—(8+1)
Por intercambio de la integral con la serie, de (15) tenemos :

Al'(m+ B +1) _
T(a + DT + DI(B) - T(Bys) aBH1

A+1 A+2
A M e miBEl 4y
18y R

E(X™) =

2 72 ;
)‘+1,l‘+1:”+1,ﬂ17--‘,ﬂq—3 =

Y recordando (4),(11) y (11a), tenemos

m _ L(m+B+1)
Bx™) = r'(B+1)am™

qu—l (A;’\ly"',Ap—2’m+ﬂ+1 Iﬂ;y;ﬁh"'vﬁq-—fi;l)
L (19

qu—l (A;Ab"'iAp—-%ﬁ"‘l :uyy;ﬂl"'-aﬂq—3;%)

Funcién generadora de momentos y de distribucién

Teorema 4 La funcidn generadora de momentos para la v.a generalizada de
Rathie, del teorema 3 tiene funcidn generadora de momentos para z < a, y

myx (z) = ( = )w-

a— T

4
M(A;Aly-.-,’\p-27“7uiﬁh"" 4—3;ﬂ+1;(_a-:—$—5)

=22 qs)
M (Ndu dpa i B siB4 1S )

donde M viene dada por (15b).

Demostracién:

De acuerdo a (10a), tenemos :

00
my (z) = A/0 ee ™ tPQ (XA, .., Ap2 i 1, U5 Bry - -, Byz; vt )dt  (15a)

De acuerdo a (7) y (8), y como

00
/ e~ @ 248 gt converge, para z < a,
0

15
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tenemos que my (z) existe para z < a.

Asf mismo por el intercambio de la integral con la serie en (15a), tenemos
que :

AT(B+1) -
T(p+ DT+ T(B1) - T(Bys) (o — 2) P+

A+1 A+2
p-HFq( T) '_2—)A17"'$AP-27ﬂ+1' 47 ) (lsb)

)‘+1,ﬂ'+1’ V+17.611-"7ﬂq—3 @z

my (z) =

Finalmente, usando (11) y (11a), resulta :

my (z) = (afm)ﬂﬂ.

A+1 A+2
_t—v'_t—,’\lj'--,)‘p—%ﬁ"f'l 47
p+1fy 2 2 g e
A+1,ll:+1,l/+1,ﬂ1,...,ﬁq_3 a—-2z (15)
C
A+1 A+2
p+1-F;;( T’!T)Al""!’\p—%ﬂ"’l;ﬂ)

’\+17”’+15V+1;,BI)"'7.BQ—3 o

y finalmente

mx (z) = (afx)ﬂﬂ.

qu—l(A;Alr"’Aﬂ—?’ﬁ“}'l:p"u;ﬂh"wﬂqv%ﬂ“}'l e )
: (15)

-
qu-—l(’\;Ah"':Ap—-Z)‘B“"lzﬂyy;ﬂly :ﬂq—3’ﬁ+1 ~')

Teorema 5 . Sea X una v.a de Rathie generalizada del teorema 3, entonces
su funcién de distribucién para w > 0, viene dada por : ( En este caso en
lugar de vy usamos & )

_ Aa~(6+1)
“T(u+ I+ DI(B) - T(Bes)

Z (331). (332). Gue- 0,
1e

+1), (#+1) (v+1), (B1)n - (Bg3)p

a) Fx (w)

(%)n Y(B+n+1,aw) (16)

16
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Donde v(t,z) = / utle du ( funcién gamma incompleta )
0

b) Fy () = AwP™! f: (—aw)® rr(f +n+1)

n=0

PQq(’\;’\la"'v’\p—Ziﬁ+n+l 1#:”?31,---, q~3;ﬁ+n+2;6w) (17)

. AwfH
c) Fx (“’) —P(ﬂ +1)I(v + I)F(ﬂl) ks ‘P(.Bq-3)(ﬁ + 1) .
1 £k
A+1 A+2
Rl %P TiTp Ty e e | a9
1 B+2
0,¢ | —; A4+1, p+1,v+1, Bi,..., By

Donde Fy es la primera funcion generalizada de Kdmpe de Fériet
( Ves [3] o [9])
Demostracidn:
a) Recordemos que :
W
Fe() = [ f(t)ae
0

:‘A[ e_attﬂQ(A;’\b---:’\p—2:“1V;ﬂl’---1ﬂq~3;5t)dt
0

De acuerdo a (3a,b,c), desarrollando ,Fy, intercambiando la integral con
la serie y recordando que

W
—a n 1
‘/‘; e ttﬂ+ dt = Emﬁ'y(ﬂ+n+1,aw) (160)
tenemos :
Aa—(ﬂ"‘])
Fy(w) = .
) =IO + DIG) - T(Bes)

A+1 A+2
o () (5) oo
(A+1), (p+1), (v+1), (B1)n--(Bg3), 0!

(;)n Y(B+n+1,aw) (16)

17
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b) Desarrollando e, y usando el teorema 14.31 de [1], tenemos :

A
=r(u FOT(w+ DI(B) - T(Bes)

,,-0 /‘“ ey

A4+1 A+2
,,F,,( 7 Ty e ;46t)-dt

’\+1) P-'*‘l; V+1aﬂ‘b---7ﬁq-—3

Fy (w)

Usando el teorema 28 en [7,p. 85)], ya que p < g, tenemos:

Awht? (— aw)®
Fx(w) = T+ )@+ )I(B) - T'(Be-3) Z (B+n+)n!

n=0

A+1 A+2

_ ceey Ape 1

p+1Fq+1 2 ! 2 ’ Al, Ay 2’ﬂ+n+ ,46(4) (170)
A+1 ) Il+1, V+11 ﬁ17"'7ﬂq—31ﬂ+n+2

De acuerdo a (4), resulta :

Frw) = A 3 (S0 TG +n+])

|
n=0 n

Qg XA, A, BHn+1: p, 158, ..., Be3; B+ 1+ 2;6w) (17)

¢) En (17a), desarrollando p41F,41 en serie, y como :

1 (B+L.
B+n+1 (B+1(B+2).’

(ﬂ + 1)n+m = (ﬂ + 1)1!(/3 +1+ n)m

resulta :

AwbH ‘
B+ DT (p+ HI(v + DT (B1) - - -T(By-3)

2= (57) (32) 00nOrada6+ Deim
ZZ(,\+1) (r+1), (v+1), (B1)n- -~ (Bi-3)p (B+2ntmnim!

n=0 m=0

(—ow)" (4dw)™

Fy(w) =

luego :
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Awftt

F, (w) = .
W) = PN A DTG - TG B+
1 p+1
A+1 A+2
r| Y| T et | o e | (8)
L B+2
0,9 _";’\+1’l‘+1)1’+1;ﬁ17---,5q—3

Distribucién de la v.a X/Y, para X e Y
R*-(p,q) independientes

Sea X v.ade Rathie generalizada de pardmetros - (A; Ay, ..., Ap—2 : 4, V;
Biy..-yBe-3;0,8,7) e Y v.adel mismo tipo con pardmetros - (N; A}, ... ,
Apz P V5B, By, B',7'), ambas bajo la condicién (5) y con a =
o'. Ademds son independientes.

00
Como E(X™1) = / z™ ' f(z)dz = M[f(z),m], donde M
0
es la transformada de Mellin, es claro que si E (X™ ') cumple condiciones
para la existencia de M~1[E (X™ 1);z], ( Vea [12,p.p. 272 - 274] ).

En nuestro caso recordando (14) y como :

E((X/Y)™1) = E(X™1).E(Y"™) (19)

tenemos :
E(x/Y)™") =
[ AT(m + B)

T(u+ D(v+ DI(B1) - - T (Bys) @™*P

(43

5 (), (34), (M)a Qpz)o (m+ B)s (4—”)
A+ 1), (1), (v + 1), (B1)n--(Be-3), !

AT1-m+ 8 '
I'(e + )T + D)I(BY) - - - T( ;_3) al-mip

5 () (F2), K (%2) (1 -m+8'), (g)*}
k=0(’\’+1)k (b +1), (V""l)k(ﬂ{)k"'( ,’1_3)"’6! o

Para m cumpliendo con f'+1>m > —f4. (19a)
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Luego :
E((x/Y)»1) =

AA
[ P+1)r@+1)0(81)~T(Be-3) | [ P +1)P0 +1)T(8))-T(8;_g) | @PHAF1

S (M), (22), (M), (Mp2),T(m+ B +n)
g; (A+1), (p+1), (v+1), (b)), (Bg-3),

(X—éﬂ)k (&;_2)1: (’\'1)1:"'(";-z)kr(l‘m'i'ﬂ"i-k)_
N F 1), W+ 1)y (P 1), (Bpe (Boa), R

(é)v&k 7'.7/’:

o4

iversitaria, 2017

Luego, por la apraximacién de Stirling y criterios de convergencia uniforme,

-ca Uni:

tenemos :
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AA
[ P4 1)T(p41)0(B1)-T(Be—8) ] [ T +1)0(/ +1)0(8})-T(B,_y) | P HF' 1

o (L\il)n(w)n(A1)n'“(AP‘”2)n
ZZ(A+1),,2(;;+1)2,, (v+1), (B1)n " (Be-3)n

n=0 k=0
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(A_’éﬂ)k(%ﬂ)k (’\'1)1:"‘(’\;—2);; .
(N+1), (B +1) (V+1), (B )+ (Bos), k!

(i‘-)m oyt (19%)

(47

M T(m+B+n)IT(1—m+pB +k)u]

Usando 5.36 en [6,p.196], tenemos que :

M Tm+B+n)T(1—m+ B +k);ul

M axd
= T(B+A +n+k+1) (1 + u) BB +ntht (19¢)

20



ya que se cumple (1Ya).
Luego :

fxiv(u) =

A A T(B+8'+1)ub (1+u) ~ B+8"+1)
[F(M+1)r‘(u+l)l‘(ﬂ, )T (Bg-3) ] [F(I"+1)P(v’+l)!‘(ﬂ;)...r(p:'_z) ] pore.

i i (B8 +1)ara(28), (282), O1)a(-2)a(352), (X£2), (M), (%),

=0 o0 Ot 1) (1) (041), (B1) (B3 ) N+ )i (W 41D (V+1)4 (B ), ( B—s ), itk

(%) (=i%a)

Finalmente, tenemos :

B
u
fxyy(u) =C- Arupra
1 B+8'+1
pp | A2, Apa A X33 N '
Bl T st aits | (20)

9,9 A+1I“+li”+1)ﬂli'")ﬂq-3; A"f'lul""‘la"l‘"lyﬂ!l:--wﬂ,’,_s
Donde

_ A A rp+p+1)

[P+ @A) (B1)~T(Be—s) | [ T +1)T (v +1)1(B)) T (B, _5) | P HF'+1
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