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DETERMINACION DE ARBOLES GENERADORES MINIMALES EN REDES 

CON ARCOS DE DOBLE PESO ALEA TORI 0 

J. Sicilia, M.T. Ramos y R.M. Ramos 

Deoartamento de Estadistica e I.0., Un1versidad de La Laquna 
38204-La Laguna. Esoa~a 

ABSTRACT 

This pacer develaos a method far the determination 
of the spanninq trees in a undirected network, where 
each arc is double-weighted and the weights of the arcs 
are indeoendent and continue random variables. 

F'alabras Claves: Graf as biab .ieti VOS estoc~.st i co·s, 
~rbales generadores m1nimales. 

INTRODUCCION 

El problema del .irbol qenerador minimal en redes deterministas es una 

cuest10n va clAsica v bien resuelta desde mediados de los a~os cincuenta. 

cuanda se obtuv1eron adecuados alqaritmos computacionalmente efic1entes, 

par parte de Kruskal (4) y F'rim<6l. 

Dicha problema permite dos t1oos de generalizaciones: Primero, 

considerar aue no hay un Qn1co peso asoc1ado a cada area, esto es, se permite 

varias ponderaciones, lo que lleva a trabajar can diversas funciones 

obJetivo. Segundo, admitir que el peso no sea una variable determinista sine 

estac.istica. 

Para la primera generalizaci6n, los m~todos de resoluci6n de proDlemas 

multiobJetivos deben ser bastante Qtiles: mientras que para la segunoa, el 

c.ilculo de probab1lidades v los procesos estocAst1cos ofrecen herram1entas 

teOricds ae induoable inter~s. 

La e~t ensi~n al caso b1o~JetivG, dance en general no es oos1ble 

encontrar un Gn1cG Arbol 9eneraoor m1n1mal, s1no un conJunto ae ~rDoles 

generadores no dom1nadas extremes resoecto a ~m~ as fu~c1ones 00Jet1 vo f ~e 

estud1ac:o en Sicilia, F:amas v Gor, :::~::.ez \7l. 

m1n1mal estoc~st1co ha sido aboraado oar di versos a~tores: Frieze ( l ! . 

H1 ro<.fri votros (2) . Ichimon 11otr-as (3 1, ykuik:'lr-m (5) . 

El oresente trabaJo recoge las ioeas expuestas en S1c1l1a y Ramos CB>. 
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abordanao el problema del ~rbol generador minimal b1obJet1 vo con pesos 

estocAsticos, v el m1smo pretence adaptar el estud10 de las redes 

es t ocAst1cas al caso b1ob J etivo. 

PLANTEA~IE~TO DEL PROB~EMA 

Sea G = IV.A l un grafo no dir1gico. s1enao V el conJunto oe v ~rt1ces 

ln = !Vi l v A e l con Junt a de ar1stas (m = IAI >. Lln Arbol generador T es un 

grafo oarc1al cone ~rn de G, sin ciclos v oue t1ene e :< actamente n--1 a1-cos. 

Denotemos par T el conjunto de ~r ooles qeneradores del qrafo G. 

Cons1 de1-emos dos va1-1 abl es aleatorias continua::; no negat1vas 

m-dimens1onales' y n definidas soore el conjunto de aristas A. de forma cue 

cualqu1er aris ta a= ( i,j) e A tendr~ como pesos las variables 

' ( i,JJ y n l1 , j), Supondremos indeoendencia entre las variables 

aleatorias 

al ea ton as. 

Toda ~rbol T e T tiene asociado la var1acle aleatoria bi dimensional 

l'<T>.n<Tll que representa el valor del ~rbol T con respecto a dos objet1 vos 

' (TJ v n n l , donde ' (TJ E ~ ( 1. _i> 

<L J leT 

* cons1stlr~ en determinar el T tal cue 

v nn> E n<i.j ) , El prob l e .:;a 
( i, j leT 

<~n*>.nn*» = min <~ <Tl .n <Tl > donde 
TET 

par min se ent1ende la operaci6n del minima extendida a las dos variables 

aleatorias ' <Tl y n<Tl. 

Obv1amente r* serA una variable que tomarA valores en T de la forma 

si 9u1 ente: r* = T +-+ ~ n' l = ~ <T l y n n* > = n n l. Sin emoarqo, o::>curre en 
o o * a · 

general~ que r* T0 ~ si elegimos t<Tl y T = T
1

, cons1derando n<T>. Esta es, 

el ~rbol obtenido por la variable r*tomando el primer obj~tivo es distinto al 

obten100 para el segundo ob j et1vo; se llega asi a un confl1cto de intereses 

lo cual nos obliga a queen lugar de determinar una ~n1ca variable r* que me 

d~ los oos1oles ~rooles qeneradores min1mos, neces1temos dar a camb10 Lln 

cc1n_iunto de pos1bles variables aleatorias no oom1nadas oue me oermitan 

obtener Arboles qeneradores m1n1ma:es. 

Antes ce e ~ ooner el proced1m1ento segu1do para ia construcc10n eel 

conJunto C2 v . a . T~ no dom1nada5, 

obtenc16 ~ de la d15tr 1b uc10n de 

func1on ob_iet1 vo aleator1a ' <Tl . 

veamos l~ metoaoloqia segu1da para 

la v . a . r• corrresoo~o1ente a una 
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OBTENCION DEL ARBOL GENERADOR MINIMAL ALEATORIO PARA UN DBJETIVO 

Al cons1oerar un Qn1co ob_ietivo. tendremos que la v.a. r* toma valores 

en T de fonr1a tal au.e T~ = T +-+ i:n*l '<Tl. El problema consist1ra en 

determ1nar ia distr1buci6n con_iunta oe la v. a. <T*.t <T*>>. es decir F<T.tl = 

p<T*=T, t CT
1
lStl. con t~O v TeT. Conoc1da ~sta. es pos1nle determ1nar 

d1str1buc1ones marg1nales de r*. ' !Til y la cond1cionada t: <T*> IT* = T. 

r' .. ulf:: ar-n1 (5) da un procea1m1ento. sencillo en sus funda.mentos oer-o r,o 

falto de com~leJidad en sus calculos, para ootener exores1ones de d1cnas 

distr1buciones. Comienza construvendo un oroceso estocast1co que servir~ de 

base para el desarrollo posterior. Para ello. cons1dera que en cada area 

( i, J) e~{ i ste un cm-r-eoar aue va de un e .:; tr-emo a otro del area, tardando en 

completar el v1aJe un t1empo aleator10 dado oar' !1,jl. Cuanda un carredor-

al can:.: a su dest1 no es cons1 derado coma '' corredor e:·: i toso" y al area 

carresponaiente se le coloca en un conJunto B de "areas exitosos". Al m1smo 

tiempo, todos los corredores asociados a areas pertenecientes al can_iunto 

C<Bl = {(i,_il e A-BIB u (i,jl contier.e un c1clo} son considerados "no 

exitosos'' y paran, dejando de correr: m1entras tanta los otros corredores 

s1guen su carrera sin interrupci6n. El proceso term1na tan pronto hayan n-1 

corredores e x1tosos. 

El proceso estocastico {X<tl t~O} representara al conjunta de areas 

ex1tosos en el tiempo t. El espacio de estadas E del proceso estarA formado 

oar tacos los subcon_iuntos aciclicos de A. incluvendo el vacio <X<o> 0 1. 

Los subcon_iuntos aciclicos de cardinalidad n-1 reoresentan los ~rboles 

generadores de G y par tanto T c E. Ademas. todos los estados en T son 

absor-ventes v los de E-T son tr-ansitorios. El proceso CX<t> I t~O} sera una 

cadena de markov en tiempo continua~ con matr1z de tr-ansici6n P<tl 

oeoend1ente de las distribuciones de las v.a. ~<al, V aeA. 

Si B = {a,o} v B'= {a.b.c} son dos estaoos eel croceso, entonces de la 

indeoendenc1a de las variables aieator1as asoc1adas a los areas, la 

orobab1licao ce trans1c10n en el t1emoo t ser~ 

= F" • - \ '. t) nE u-· Cl-;:--" ', i} ( t) J 
<, ,._,. v ' <, 

D = {;- (B' UC (8; l 

La van.o;.bie aleatona t
0

= min Ct ~cp: : t:eT} oe1-m1t 1ra v1sua~1:ar- J.i.s 

travector1as del oroceso con sus res~ect 1vas ~rcoao1l1o~~es. En b~se a d1c h~s 

travector1as ~coremos determ1 nar las d1str1cuc1ones oe T~ v ( <T ~>. 
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ARBOLES GENERADORES MINIMALES B~OBJETIVOS ESTOCASTICOS 

Como comentamos en el planteam1ento del problema. cuando cada area ael 

grafo lleva asociado dos variaoles aleator1as, la determ1nac16n aei ~rooi 

generador minimal es un oroblema comole_io deb1da a que. salvo en raras 

ocas1ones, el Arbol generador minimal oara un 00Jet1 vo es diferente ai que se 

obt1ene para el otro obJet1~0 y asi! las variables aleator1as obten1das no 

tendrian la m1sma d1stribuc16n. Tamooco oedemas af1rmar que una de eilas sea 

la soluci6n adecuada va que al carecer de nueva informac16n que me perm1ta 

decidir~ debemos conformarnos con dar un conjunto de oos1bles var iables r' 
que nos ofrezcan Ar-Doles generadares m1n1males estocAsticos resoecto a los 

obJetivos considerados. 

Para aoordar el desarrollo posterior es necesar10 comenzar dando alqunas 

defin1c1ones. Asi, Dadas dos v.a. 8 y ( defin1das soore un m1smo es~ac10 0. 

diremos que la variable 8 es meJor- que ( (se denota oar 8 <(> s1 e coincide 

casi seguro con la variable aleatoria ~ = min ce,(>. Tal condici6n es alga 

restrictiva, por lo que se podria eleair cualquier otra med1da coma la media! 

moda, mediana, coeficiente de variaciOn, etc. que me perm1tiria comparar las 

variables, oero dichas medidas podrian llevarnos a oescu1dar soluc1ones 

factibles del problema. Una v.a. 8 pertenec1ente a un con Jun to de variables 

aleatorias se dice no dominada si no existe otra v.a. ( de dicho conjunto tal 

qL1e (<B. 

Un .!rbol T'ET se dice eficiente o no dominado si V TET cumoliendo 

('(T>.n<T>> S ('(T'),T)(T'll se s1que que <'n>.n<T>> (' (T') ,T)(T')). 

Obviamente, los Arboles generadores m1nimales oertenecen al conJunto de 

Arboles efic1entes. El alqor1tmo que desarrollaremos nos oerm1tir~ ootener 

los correspond1entes Arboles ef 1cientes. 

En principio, y antes de exponer el m~todo para obtener d1chos ~rboles, 

5e deben constru1r dos procesos estoc~sticos indeoendientes {X (t) I t~O} e 

{Y<t> I t2:0} por- el or-ocedimiento comentado en el eoigrafe anter-1or-, los 

cL1ales nos perm1t1r~n caracterizar 

b1d1mensionalES <T*,, (T*>I y (Tl 1 ,T)CT.~)) 
la d1str1buci on 

corresoondient es 

de las v.a. 

a 1 os arbol es 

generadores m1n1ma l es para caoa obJet1vo car separado. Sin o~rd1da oe 

general1dad, podemos cons1derar aue ambos procesos t1enen un m1smo e~Dac 10 de 

estados E en com~n! el cual pL1ede oartic1onarse en n subconjuntos 

I BI =i. Par tanto, E = {0} y E = T. 
o n-t 
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Alqor1tmo 

F'e;so Q.: Car-acterizar la v.a. T* respecto al or1mer obietivo ' med1ante la 

utilizac16n del or-oceso ~X<tl I t~O} descrito en el ec;iq;-,;:de anterior. Junta 

con la v.a. T* tendrernos el oar oe variables <'<T*>.ntT*> ) . 

Determ1nar par igual procedimiento la v.a. T** para el segundo obJetivo 

n ut1lizando ahora el proceso {Y(t) I t~O}. Sean las variables asoc1adc.s 

<' n '*> .nn** l >. 
Almacenar T* y T** en una lista L de v.a. con-esoond i entes a :wool es 

generadores eficientes. Considerar dichas variables coma fiJas en L. 

Paso !_: Si las variables n<T*> y nn**> son iquales, entonces la terna 

<T*,, 11*>.n<T*>l nos ofrece la soluciOn 6otima de nuestro oroblema. F'arar. 

En otro caso, sea p=l y TP = r*. Ir al paso 2. 

Paso~: En relaci6n con la v.a. TP, se definen n v.a. yP,yP •..•• yP donde yp 
o ._ . · n-i. 1. 

toma valores en el subconjunto E. del espacio de estados E. La variable yp 
I. I. 

la sum a de las 

probabil1dades de aquellas travector1as del proceso utilizado para determinar 

TP, cuvos pr1meros i areas coinc1dan con {a ,a , •.• ,a}, 
.. 2 I. 

Ademas, la variable yP lleva asociada otras dos v.a. <' (ypl .n<r~>), 
I. I. I. 

i 

oefinidas par ''r~> =I: {<ak> Y 
k=i. 

Consideremas T=TP v r=2. 

Paso l: Si r=n+l v en L hay variables no fi jadas, elegir una variable T cuva 

variable asoc1ada '(T) sea no dominada de entre las variables pertenecientes 

a L y que no han sido fiJadas. Poner p=p+l, llamar a dicna variable TP v 

hacerla f1 Ja en L. Ir al paso 2. 

51 r=n+l y todas las variables en L estan fljadas, parar. La 11sta L 

forma el conjunto de arboles estocast1cos no oom1nados. 

51 r~n+l, ir al paso 4. 

Paso 1_: A oartir de la v.a. yp y su corresoondiente par- de variables 
n-r 

<'<yp l~ncyP )) definu- t = min {t~OIXCtlEE } y cor:stt-u1r un nuevo 
n-r n-r t n-r 

proceso C'. ( tllt~t,} de la for-ma s1qu1e11te: Z<t,l=y~-r y Z l tl~ oar-a t >t,, sera 

el con .wnto oe areas que se forman al unu- los aue habian en la vanable yp 
n-r 

~unto con el area cuvo corredor ha llegado segundo en el t1emoo t, de entre 
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los que siguen en carrera. <El con 1unto de estaaos estara formado pm-

con.1untos B correspond1entes a estados de yp y nuevos conJuntos B'=Bu{al}, 
1"1-r 

aleA-<BUC<B>l. Los primeros seran estados trans1torios v los sequndos 

absm-ventesl. 

F'aso ~: Cuando el proceso Z<tl alcance el est ado B' =BuCa } 
l 

con Bet: y 
1"1-r 

aleA-<BUCiB)), entonces definit- t
2
=t,+ min {t~OIZ<tlEEn-r+t} v a partu- de 

aoui, seou1r con el proceso {Xltl lt~t } hasta comoletar una nueva v .a. TP que 
· - 2 r 

me ofrezca Arboles generadores minimales. Determinar las corresponnd1entes 

v.a. {ITP) y l')ITP). 
r r 

Paso ~: lfaiste alquna vanable T' de la lista L, cumoliendo que 

<{<T'>,nlT'» < <{ITPl,l')ITP))?. En caso de e :-: istir tal vanable . poner r=t-+1 y 
r r 

volver al paso 3. En case negative, ir al paso 7. 

Paso ?_: lE:dste alquna variable T' de la lista L tal que 

<{<T'l,nlT'>> ><{ITP>.n<TP))?. Si la respuesta es afirmat iva, auitar T' de Ly 
r r 

repetir la pregunta. En otro caso, almacenar TP en la lista L coma no fija~ 
r 

poner r=r+l y volver al paso· 3. 

CONCLUSIONES 

Hemos vista un procedimiento para caracter1zar los ~rboles generadores 

m1nimales en grafos cuvos areas estan ponaeraoos par dos funciones 

estocasticas. Tal procedimiento se basa fundamentalmente en la construcciOn 

de dos procesos estocasticos Xltl e Y<tl que reoresentan los conJuntos de 

areas ex1tosos en el tiempo t para cad a func10n ob_ieti vo; pero tambi~n 

requiere de otras variables coma y~ Cpaso 2 del aqori tmol t (pa so 4). t 
\. t 2 

Cpaso 5l y del proceso z (t) aue recoge al corredor qde ha 11 egado segundo en 

el ti empo t. 

En virtud de todo ello, se puede pensar cue la metodologia e ~ ouesta es 

alga compl1cada~ aunaue la m1sma podria _iustif1carse cesce aos ~ersoect1vas: 

F'rimera, el hecno de awe el problema planteado es un p roblem~ de t1po 

enumerative (hay aue aar todas las soluc1ones fact1bles v no basta con 

esoecificar unal: y segunda, la de ser un problema oue par su naturaleza 

cuece ser conven1ente su model1zac16n par media oe procesos estocAsticos. 

Par otro laoo, la ordenaciOn de var iables def1n1da - , 
dl 

epigrafe cuarto v ut1l1zada en el algoritmo, es bastante restr1ct1va lo aue 
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nos lleva a aue se amolie cons1derablemente la 11sta L ae so~uc1ones eel 

pt-oblema. F·er:s-o<mos m1e oa1-a reduc1r d1cr-.a. l1sta~ podria set- conven1ente f1 ;.::n­

un umbral c nivel ce manera que rechazemos aouellas soluc1ones cuya 

frecuenc1a de oc urrenc 1a, s1gu1endo un ~roc2so de s1mulac1G n , auedarA par 

debd .10 ael umb1-~l f?ie910 0. 
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