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ABSTRACT

This paper develops a method for the determination
of the spanning trees in a undirected network, where
each arc 1s double-weighted and the weights of the arcs
are independent and continue random variables.

Faiabras Claves: Grafos biobietivos estocdsticos.
4rboles generadores minimales.

INTRODUCCION

El problema del arbol generador minimal en redes deterministas es una
cuesti1dn va cldsica v bien resuelta desde mediados de los afos cincuenta,
cuando se obtuvieron adecuados algoritmos computacionalmente eficientes,
por parte de Kruskal (4) v Frim(é).

Dicho problema permite dos tipos de generalizaciones: Primero.
considerar gue no hay un dnico peso asociado a cada arco, esto es, se permite
varias ponderaciones, lo que lleva a trabajar con diversas funciones
obietivo. Segundo, admitir gue el peso no sea una variabie determinista sino
estocdstica.

Fara la primera generalizacién, los métodos de resolucién de proolemas
multiobietivos deben ser bastante atiles: mientras cgue para la segunga, el
calculo de probabilidades y los procescs estocdsticos ofrecen herramientas
tedricas de i1ndudable interés.

La extensién al caso biosjetivc, deohde en general no es posible
encontrar un (nico 4rbcl ceneragor minimai., S1N0 un  conaunto age Arboles
generadores no dominados e<tremos resoectc a amdas  funciones ooietivo  fue
estudiaco en Sicilia., Ramos v Gornzdlez (7).

Ffor otro lado, en los ditimos afcs. el estudio o2l 4&rool generacor
minimal estocastico ha sS1do aborcdado oer  diversos avtores: Frieze (i,
Hiroakl y otros (2), Ichimori y otros (Z:,y Eulkarni (3).

El presente trabaio recoge las 1geas expuestas en Sicilia y FRamos (8).
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abordandc el problema del 4Arbol generador minimal biobietivo con pesos
estocdsticos, v el mismo preternce adaptar el estudio de las reges

estocasticas al caso biobietivo.

FLANTEAMIENTD DEL PROBLEMA

Sea 6 = (V.A) un arafo no dirigico. siengo V el coniunto ce vértices
(n = |V]) v A el coniunto de aristas (m = |A|). uUn &rbol generador T es un
arafo parcial conexo de G, sin ciclos v gue tiene exactamente n-1 arcos.
Denotemos por T €l conjunto de &rbolies generadores dal grafo G.

Consideremos dos variacles aieatorias continuas no negativas
m-dimensionales & y n definidas soore el conjunto de aristas A, de forma aue
cualaguier arista a=(i.1) € A tendr& como pesos las variadles aleatorias
E(1.1) v nl1.1). Supondremos i1ndependencia entre las variaples aleatorias.
Todo &rbol T € 7T tiene asociado la variaple aleatoria bidimensional
(E(T) (7)) que representa el valor del &rbol T con respecto a dos obietivos

Z(T) v n(T), donde &(T) = § Z(1.1) vy n(M = § mnli.i). El problema
(1.1)eT (1.1)eT

consistird en determinar el T* tal aque (((T').n(T*)) =min (Z(T).n(T)) donde
Ter
por min se entiende la operacién del minimo extendida a las dos variables

aleatorias &(T) y n(T).

Obviamente T‘ serd una variable que tomard valores en T de la forma
siguiente: T' = TD 4 {(T,) = t(To) \ n(T') = n(To). Sin embargo, ocurre en
general, gue T‘ = To' si elegimos Z(T) vy T* = Tx. considerando n(T). Esto es.
el arbol obtenido por la variable T‘tomando el primer objetivo es distinto al
obtenido para el segundo obietivo: se llega asi a un conflicto de 1ntereses
lo cual rnos obliga a gque en lugar de determinar una dnica variable T‘ que me
dé los posiples 4&rpboles generadores minimos, necesitemos dar a camblo un
coniunto de posibles variables aleatorias no dominadas que me permitan
obtener &r-bocles generadores minimalies.

Antes ce exponer el procedimiento seguido para ia construccién cel

o

¥ y ’ .
conjunta ¢z v.a. T no dominadas., veamos 13 metooologia ssguida para  la

-

obtenci1én de la di1stripucidén de la v.a. T corrrespondglente a una sola

funcion coretivo aleatoria (7).
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OBTENCION DEL AREOL GEMERADCR MINIMAL ALEATORIO FARA UN OBJETIVO

§ 3
Al consicerar un unico obietivo. tendremos gue la v.a. T toma valores

. X ¥ &
en T de forma tal aue T =T = E(T) = ¥(T). El problema consistird en

determinar i1a distribucién coniunta de la v. a. (T'.((T‘)). es decir F(T.t}
D(T*=T. ((T')St). con t20 v Ter. Conocida ézta. es posiole determinar las
distribucicnes marginales de T*. {iT*) y la condiclionada ((T‘)lT* =T.

rulkarni (3) da un proceaimiento, sencilio en sus fundamentos pero ro
falto de complelidad en sus cé&lcuios, opara ootener expresiones de dichas
distribuciones. Comienza construvendo un proceso estocastico gque servird ae
base para el desarrollo posterior. Fara eilo. consicdera que en cada arco
(1,1) existe un corredor que va de un e:xtremoc a otro cel arco, tardando en
completar el viale un tiempo aleatorio cado por ¥(1,1). Cuando un corredor
alcanza su destino es considerado como ‘'corredor exitoso" v al  arco
correspondiente se le coloca en un conjunto B de "arcos exitosos". Al mismo
tiempo. todos los corredores asociados a arcos pertenecientes al coniunto
C(B) = {(1,1) e A-B | B U (i,]) contierne un ciclo’ son considerados "no
ex1tosos" y paran, dejando de correr; mientras tanto los otros corredores
siguen su carrera sin interrupcién. El proceso termina tan pronto havan n-1
corredores ex1tosos.

El proceso estocdstico {X(t) | t20) representar& al conjunto de arcos
exi1tosos en el tiempo t. El espacio de estados E del proceso estard formado
por todos los subconiuntos aciclicos de A, incluvendo el vacio (X(o) = @).
Los subconiuntos aciclicos de cardinalidad n-1 representan los 4rboles
generadores de 6 y por tanto T < E. Adem&s. todos los estados en T son
absorventes v los de E-7 son transitorios. El proceso {X(t) | t20} serd una
cadena de markov en tiempo continuo., con matriz de transicién Fit)
cependiente de las distribuciones de las v.a. & (a), V aeA.

Si B = {a.0}) v B'= {a.b.c) scn dos estaccs oel proceso., entonces de la
independencia de las variaples aieatoriaz asociadas a los  arcos, la

profabiiidad ce transicidn en el tiempo t sera

3 (t; = &, L1-F (t)] si1anda = A-{BE UC(E))
EBE. t FE-C> n" L1 El' ; 31 c D =} a) B
v € D
La variabie aieatoria t°= min {t2C|Xx(t;er}y cermitird ViSuailzar 1as
travectorias dsl proceso con SUS resSdectivas Srooabliloades. €n base a dichas
. £ %
Lravectorias gcoremos determinar ias districuciones ae 1 v E4(7 ).

195

© Del documento, de los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017



ARBOLES GEMERADORES MINIMALES BIOBJETIVIS ESTOCASTICOS

Como comentamos en el planteamiento del problema. cuando cada arco cdel
grafo lleva asociado dos variaples aleatorias, la determinacién ad2i  &rool
generador minimal es un problema compleio debido a gque. salvo en raras
ocasiones, el &rbol generador minimal para un objetivo es diferente ai gque ze
obtiene para el otro obietivo vy asi, las variables aleatorias obtenigcas no
tendrian la misma distribucién. Tampoco podemos afirmar gQue una de eilas sea
la solucién adecuada va gue al carecer de nueva informacidén gue me permita
decidir, debemos conformarnos con dar un coniunto de posibles variables T'
que nos ofrezcan &rboles generadores minimales estocasticos respecto a los
obletivos considerados.

Para abordar el desarrollo posterior es necesario comenzar dando a:gQunas
definiciones. Asi, Dadas dos v.a. @ y { definidas soore un mismo esoacio Q.
diremos que la variable 6@ es mejor que { (se denota por 8:[) s1 6 coincide
casi seguro con la variable aleatoria y = min {8,{}. Tal condicién es algo
restrictiva, por lo que se podria elegir cualquier otra medida como la media,
moda, mediana, coeficiente de variacién, etc. que me permitiria comparar las
variables, pero dichas medidas podrian llevarnos a descuidar soluciones
factibles del problema. Una v.a. @ perteneciente a un coniunto de variables
aleatorias se dice no dominada si1 no existe otra v.a. { de dicho coniunto tal
que [<8.

Un 4rbol T'er se dice eficiente o no dominado si V¥V Ter cumpliendo
(Z(TM) (7)) € (Z(TH.n(T’)) se sigue que E(M.n(M)) = (E(TH.n(T)).
Obviamente, los 4rboles ageneradores minimales pertenecen al coniunto de
arboles eficientes. El algoritmo que desarrollaremos nos permitird obtener
los correspondientes drboles eficientes,

En principio, y antes de exponer el método para obtener dichos drboles,
se deben construir dos procesos estocdsticos independientes X(t) | 20} e
{Y(t)| t=0) por el procedimiento comentado en el epigrafe anterior, los
cuales nos permitiran caracterizar la distribucion de las V.a.
bidimensionales (T',((T')) % (T".n(T“)) corresoondientes a los  arboles
generadores minimaies para cada obietivo por separadc. Sin  pérdida de
generalidad, podemos considerar GuUE ambos procesos tienen un mismc espacio de
estados E en comin, el cual puece particicnarse en n subconiuntos

E +E yevuank . de forma gue BeE =1 |B| = 1. For tanto, E = (@) v E =T,
(=] L 3 n-1 1 o n-1
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Algoritmo

m

N ¥
aso Q: Caracterizar la v.a. T respecto al primer obietivo & mediante la

utilizacién del proceso {X(t)| t20) descritoc en el ecigrafe anterior. Junto
con la v.a. T' tendremos el par de variables (l(**).n(T¥)>.

Determinar por i1gual procedimiento la v.a. T" para el segundo obaetivo
n utilizando ahora el proceso {Y(t)| t20)., Sean las variables asocladas
@& ™ .

Almacenar T‘ % T*‘ en una lista L de v.a. correspondientes a arboles

generadores eficientes. Considerar dichas variables como fijlas en L.

Faso 1: S1 las variables n(T') 2 n(T") son 1guales, entonces la terna
(T*,t(T'

).n(T*)) nos ofrece la solucién éptima de nuestro problema. Farar.

En otro caso, sea p=1 vy ™= T‘. Ir al paso 2.

Faso 2: En relacién con la v.a. TP, se definen n v.a. r:.y:,...,r:_‘ donde r?
toma valores en el subconiunto E,l del espacio de estados E. La variable rf
alcanza el estado (a‘.az,...,ai} con probabilidad la Suma de las

probabilidades de agquellas travectorias del proceso utilizado para determinar
TP. Cuyos primeros i arcos coincidan con (a‘.a:,....ai}.

Ademas, la variable r? lleva asociada otras dos v.a. (((rf).n(yf)).

i ¥
definidas por t(y?) =F {(ak) v n(r?) =¥ n(ak).
t k=1 t k=1

Consideremos T=TP v r=2.

Faso 3: S1 r=n+l y en L hay variables no f1jadas, elegir una variable T cuya

variable asociada ¥ (T) sea no dominada de entre las variables pertenecientes
a L y que no han sido fijadas. Poner p=p+l, llamar a dicha variable TP v
hacerla fija en L. Ir al paso 2.

S1 r=n+l1 y todas las variables en L estan f1jadas, parar. La lista L
forma el coniunto de Arboles estocdsticos no cominados.

S1 r=n+l, 1r al paso 4.
Faso 4: A partir de la v.a. r:_ry su corresoondiente par de variables
(((r:_r).n(r:_r)) definir tl= min {tZD|X(t)e£n_r} y construir un  nuevo
proceso {Z’t)|t2t‘} de la forma siguente: Z(tl)=r":_r y Z{t). para t>t‘, sera
€l coniuntoc ce arcos gque se forman al unir los aue habian en la variable r:_

r
sunto con el arco cuvo correcor ha llegado segundo en el tiempo t, de entre
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los que siguen en carrera. (El coniunto de estacos estard formado por

coniuntos B correspondientes a estados de rp y nuevos coniuntos B’=Butal}.
n-r

aleA—(BLE(B)). Los primeros seré&n estados transitorios y los sequndos

absorventes).

Faso 5: Cuando el proceso IZ(t) alcance el estado B’=Bu(al} con BeE"_rv

aleA—(BLE(E)). entonces definir t2=t‘+ min {(t2C|Z{t)et §1} y & partir de
n-r
agui, seguir con el proceso {X(t)ltth} hasta compietar una nueva v.a. TP que
r
me ofrezca 4rboles generadores minimales. Determinar las corresponndientes

P P
v.a. {(Tr) % n(Tr).

Pasao &: <Existe alguna variaple T° de la lista L, cumoliendo  que
(t(T’).n(T’))<(z(Tf).n(T:))?. En caso de existir tal variable . poner r=r+l y

volver al paso 3. En caso neagativo, ir al paso 7.

Paso 7: cExiste  alguna variable T de la lista L tal que
(t(T’).n(T’)))(((T:).n(T:))?. Si la respuesta es afirmativa, quitar 7" de L v
repetir la pregunta. En otro caso, almacenar Tf en la lista L como no fiia.

poner r=r+1 y volver al paso 3.

CONCLUSIONES

Hemos visto un procedimiento para caracterizar los drboles generadores
minimales en grafos cuyos arcos estdn pondarados por dos funciones
estocdsticas. Tal procedimiento se basa fundamentalmente en la construccion
de dos procesos estocasticos X(t) e Y(t) gue representan los coniuntos de
arcos exi1tosos en el tiempo t para cada funcién oboetivo: pero también
requiere de otras variables como yf (paso 2 del agoritmo) t‘ (paso 4). tz
(paso S) y del proceso Z(t) que recoge al corredor gue ha liegaco segundo en
el tiempo t.

En virtud de todo ello, se puede pensar aue la metodologia expussta es
algo compiicada, aungue la misma podria Justificarse cesce oos oerspectivas:
Frimera. el hecno de cue el problema planteado es un probiema de tipo
enumerativo (hay aque dar todas las soluciones factibles vy no basta con
especificar wunal): y segunda, la de ser un problema aue por su  naturaleza
puede ser conveniente su modelizacién por medio de procesos estocdstlcos.

Por otro lado. la ordenacidén de variables definida ali principioc del

epigrafe cuarto v utilizada en el algoritmo, es bastante restrictiva 1o aque
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nos llieva a gue se amplie conslderabiemente ia lista L g©e sciuciones ael
probiema. Fernzamos cue para reducir diche lista, podria ser conveniente fiiar
un  umbral o rnivel ce manera Que rechazemds aquellas so0luClones cuva
frecuencla de ocwrencla. sigulendo un groceso de  simuiaclén, auedard par

debalo oel umbral eiegico.
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