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Resumen

En este articulo analizaremos dos perspectivas geométricas de la diferencia de cuadrados tomando en cuenta los distintos
procesos cognitivos que involucra el campo de la Didactica de la Matematica, las cuales nos pueden servir como recursos
didacticos en el proceso de ensefianza-aprendizaje de esta materia tan importante para el desarrollo cognitivo e intelectual de
nuestros estudiantes, teniendo presente los diferentes cambios que actualmente nos impone la sociedad. Se pretende que el
estudiante construya su conocimiento a partir de algunos procesos cognitivos de caracter geométrico y que son propios del
pensamiento geométrico. Usando estos procesos en un aula de clase a un nivel de Educacién Media de octavo grado en
adelante, el estudiante podra deducir este producto notable de la diferencia de cuadrados geométricamente, a partir del area

de dos cuadrados de lados a y b, con los cuales se pueden hacer configuraciones geométricas mediante la diferencia de sus
areas, encontrandose asi con dos rectangulos que tienen como longitudes a y (a—5), b y (a —b). Luego, tendremos

presente que, tanto geométrica como algebraicamente, podemos usar la teoria desarrollada por Barreto [7, 2, 2, 4, 5y 6] en
relacion con las formulas para el célculo de las areas de figuras geométricas poligonales, asi como la aditividad que cumplen
éstas de acuerdo a un axioma (el area de un conjunto elemental es aditiva), lo cual puede verse como una especie de
factorizacion por factor comun en un ambito distributivo que implica la propiedad simétrica de las igualdades. Por tanto, al
manipularlas como si fueran piezas de un rompecabezas, basandonos en el proceso cognitivo de reconfiguracién, podemos

obtener que se cumple que a-b = (a — b)(a + b). Méas adelante, aplicaremos el Teorema de Pitdgoras en un nivel de

Educacién Media a partir de noveno grado en una acepcion geomeétrica, teniendo presente que si partimos de dos cuadrados
de diferentes areas, siempre se puede construir un cuadrado cuya area sea la diferencia entre las areas de los cuadrados
dados. Para ello, seguiremos un procedimiento diferente del usado por Barreto [1, 2, 3, 4, 5 y £], que construye los cuadrados
sobre las longitudes de los catetos de un triangulo rectangulo para conseguir el cuadrado que se forma sobre la longitud de la
hipotenusa. En este caso, el cuadrado denominado “diferencia” se construye sobre un cateto, es decir, tomando la longitud de
cualquiera de los catetos del triangulo rectangulo como x 6 y, y la longitud de la hipotenusa como z. Asi, lo visto

e . . . 2 2 2 . 2 2 2
geométricamente puede ser expresado algebraicamente de alguna de las formas siguientes: x” =z —y" 6 y =z —x,

probando que la diferencia de cuadrados es efectivamente un cuadrado, y reforzando asi lo estudiado en el afio anterior. Para
advertir esta “dualidad” entre el rectangulo obtenido en el producto notable y el cuadrado obtenido mediante el Teorema de
Pitagoras podemos apoyarnos en la cuadratura del rectangulo y ver que, efectivamente, ambas figuras tienen la misma area; o,
dicho de otra manera, que podemos cuadrar el rectangulo.

1. Introduccién

J. Piaget (1896-1980) destacd lo siguiente: en la etapa de las operaciones formales (de los 11 afos
en adelante), los adolescentes pasan de las experiencias concretas reales a pensar en términos
I6gicos mas abstractos. Son capaces de utilizar la I6gica propositiva para la solucion de problemas
hipotéticos y para derivar conclusiones. Son capaces de emplear el razonamiento inductivo para
sistematizar sus ideas y construir teorias sobre ellas; pueden usar el razonamiento deductivo para
jugar el papel de cientificos en la construccién y comprobacion de teorias. Pueden usar un lenguaje
metaférico y simbolos algebraicos como simbolos de simbolos. Son capaces de pasar de lo que es
real a lo que es posible, pueden pensar en lo que podria ser, proyectandose en el futuro, haciendo
planes en teorias cognoscitivas en la etapa de desarrollos formales.
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El dominio cognitivo que deben realizar nuestros estudiantes en el proceso de ensefianza-aprendizaje
tiene que ver con el “qué”, el cual es conocido como el contenido programatico de la instruccion, y se
expresa mediante cogniciones e informaciones expuestas en términos de competencias y
desempefios cognitivos tendentes a formar el hombre que piensa e imagina. Este dominio cognitivo le
permite hallar una imagen conceptualmente representativa de la geometria y, a la vez, una expresion
algebraica de la misma, desde la cual se puede adquirir e inferir una visiéon fisica del mundo
circundante en forma global. Esto permitira, ademas, situar estratégicamente a nuestros estudiantes
en términos cognitivos de forma tal que puedan abarcar lo mas convenientemente posible un amplio
espectro de oportunidades en diversos topicos, tanto de la matematica como cientificos, en el nivel
superior siguiente (noveno grado de educacion basica).

El campo de la Didactica de la Matematica ha tomado un gran auge en los ultimos afos, debido al
estudio que ella ha realizado en relacién con los procesos cognitivos que deben desarrollar nuestros
estudiantes al resolver los problemas de geometria en los cuales estén envueltos. En este articulo
usaremos el modelo propuesto por Duval [2], desarrollado por Torregrosa y Quesada [Y] y
ampliamente utilizado por Barreto [1, 2, 2, 4, 5 y ©], en el cual se restringe un poco el concepto de
visualizacion al de aprehension, en el cual “concebimos las especies de las cosas sin hacer juicio de
ellas o sin negar o afirmar”, segun el Diccionario de la Real Academia Espafiola (2001). En estas
aprehensiones, nos desplazaremos de la llamada aprehension perceptiva, que empieza cuando el
estudiante ve intuitivamente el producto notable de una suma de dos términos por su diferencia
(binomio conjugado) o, en su defecto, la factorizacion de la misma denominada diferencia de
cuadrados, e iremos hacia otra que conlleva modificar la configuracién inicial y es llamada
aprehensién operativa. Esto nos llevara de un razonamiento configural de un anclaje visual (ver los
cuadrados o rectangulos involucrados) a un anclaje discursivo (tedrico: usar el Teorema de Pitagoras
o las cuadraturas).

En este articulo usaremos la teoria acerca de las deducciones de las formulas para calcular las areas
de figuras geométricas a través de procesos cognitivos desarrollada en Barreto [1] y la percepcion
geométrica de los productos notables y de la media geométrica desarrollada por Barreto [5] para
formalizar los siguientes temas, a utilizar durante toda la teoria.

El resultado de multiplicar un binomio a+b por un término ¢ se obtiene
algebraicamente aplicando la propiedad distributiva:

c(a+b)=ca+ch.

Geométricamente, veamos la

a b

. Percepcién geométrica de factor comun.

Esta operacion tiene una interpretacion geométrica ilustrada en dicha figura. El area del rectangulo es
c(a +b) (el producto de la base por la altura), que también puede obtenerse como la suma de las
dos areas de los rectangulos de colores verde y marrdn, los cuales, de acuerdo con Barreto [1],
tienen por érea ca y cb respectivamente.
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Ejemplo. 3x(4x + 6y) =12x7 +18xy.

Ejercicio. Representar geométricamente el ejemplo anterior.

Frecuentemente estamos interesados en realizar operaciones en forma rapida sin efectuar los
procesos. Para ello necesitamos un patron o regla que simplifique cada proceso. Hay ciertos
productos para los cuales esto es posible, y son los denominados productos notables, como es el
caso siguiente.

Producto notable de la suma de dos términos por su diferencia (binomio conjugado). Son
aquellos que solo se diferencian en el signo de la operacion. Para multiplicar binomios conjugados,
basta elevar los monomios al cuadrado y restarlos, obteniendo una diferencia de cuadrados:

(a+b)a—b)=a® -b>.

Veamos mediante el siguiente ejemplo como se realiza el producto, tomando en cuenta la distribucion
anterior:

(3x + 5y)(3x - 5y) = (3x)(3x) + (3x)(—5y) + (5y)(3x) + (Sy)(—Sy)
=9x? —15xy +15xy — 25)°.

Agrupando términos (cancelando):
(3x + 5y)(3x —Sy) =9x* —25)°.

A este producto notable se le conoce como suma por la diferencia o binomio conjugado y da como
resultado una diferencia de cuadrados. Una configuracion geométrica aparece en la secuencia de la

, donde a la izquierda se tiene un rectangulo de lados a+b y a-b, cuya area es
(a+b)(a—b), yen el centro le colocamos o adicionamos un cuadrado de lado b, cuya area es b”.
Mediante una aprehensiéon operativa de reconfiguracion, con las figuras geométricas del centro
podemos formar el cuadrado de la derecha, al que le sobra exactamente un cuadrado de lado b al

hacer la diferencia de areas. Es importante notar que, efectivamente, en la configuracion de la
derecha estan los rectangulos de la izquierda ( ).

e ct+ b —= e t+hb—s g =

T T
I:I_b- I:I_b
1 1
E— g == h —
eyl ey

. . . e 2 2
. Configuraciones que nos permiten ver geométricamente que se cumple (a + b)(a - b) =a” —b". Notemos que el
cuadrado que se adiciona en la configuracién del centro es el que sobra al final en la configuracién de la derecha.

ey —=

ey

. Aplicacion de una aprehension operativa de cambio figural a la imagen de la derecha en la figura 2.
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“Si un fenémeno admite una explicacién, admitira también cierto nimero de explicaciones, todas tan
capaces como la primera de elucidar la naturaleza del fenébmeno en cuestion.”

HENRY POINCARE, matematico francés (1854-1912).

Ahora veamos que desde la perspectiva geométrica de la diferencia de cuadrados, que no es un
producto notable, obtenemos como resultado el producto notable de la suma de dos términos por la
diferencia, el también llamado binomio conjugado. Es por ello que la diferencia de cuadrados se
denomina factorizacién' del producto notable del binomio conjugado.

Sean los dos cuadrados de lados cy b de la

w

. Un cuadrado amarillo de lado ¢ y otro cuadrado azul de lado b.

De acuerdo con lo deducido en Barreto [1], tenemos:

Area del cuadrado de lado c: Area del cuadrado de lado b :
A = 2. AB :bz.

Luego, si al area del cuadrado de lado ¢ le quitamos el area del cuadrado de lado b, se tiene la
imagen de la

c-be— b —m

e o—=

-b

]

o-bEe— b —

Percepcion geométrica de la diferencia de cuadrados & -b. La figura amarilla que sobra del
cuadrado amarillo al quitarle un area del tamafio del cuadrado azul es llamado “gnomon” desde la antigiedad
griega, y es la figura que queda después de quitar de la esquina de un cuadrado otro cuadrado mas pequefio
(o, segun Aristételes, es la figura que, afadida a un cuadrado, aumenta sus lados pero no altera su forma).

Euclides amplia el significado del gnomon aplicandolo a paralelogramos en general.

Podemos hacer la configuracion que se muestra en la

Factorizaciéon es el proceso mediante el cual, dado un polinomio, se determinan los polinomios que lo originan. En este caso
geomeétrico se determina el producto de binomios conjugados.



l
}_

. Otra configuracion geométrica de la figura 2, pero ahora teniendo presente que el gnomon de color

b

e-he— b —=i

amarillo se convierte en dos rectangulos de color rojo, denominados 4, y 4,.
Ahora bien, tenemos que sobran dos rectangulos rojos:

e Uno de ancho ¢—b y de largo ¢. De acuerdo con lo deducido en Barreto [1], si denotamos
esta area como 4, entonces 4, =c(c—b).

e Otro de ancho ¢—b y de largo b. De acuerdo con lo deducido en Barreto [1], si denotamos
esta area como 4,, entonces 4, =b(c—b).

Recordemos a continuacion la definicion siguiente.

Un conjunto se llama elemental si se puede expresar como union
finita de triangulos y rectangulos.

Cualquier poligono es un buen ejemplo de un conjunto elemental ( ).

. Conjunto elemental.

Asi, tenemos el siguiente axioma®:

El area de un conjunto elemental es aditiva.
Esto quiere decir que si A y B son conjuntos elementales tales que A intersectado con B es vacio,

un punto o un segmento, entonces el area de AU B es igual a la suma del a&rea de 4 mas el area de
B. Con lo que, denotando el area de estos rectangulos rojos como A4, obtenemos:

A=A +4,=c(c—b)+b(c-D). (1)

Luego, notemos que podemos formar la configuracién de la . En los rectangulos rojos se
cumple que su area es también igual a

A=(c—b)(c+b). )

2 . . .
Afirmacion que se acepta sin ser demostrada.



— b —c-}
. Otra configuracion donde podemos usar el cuadrado amarillo de area e y el cuadrado azul de area

b” pero de una forma aditiva, notando que aqui intervienen los rectangulos amarillos de la diferencia de
cuadrados mostrada en la figura 6.

Por tanto, se cumple la factorizacion sacando factor comun. Es decir, de (1) y (2) nos queda que:
c(c=b)+b(c—b)=(c—b)(c+b).

. . . . 2 2
Retomando todo lo anterior notamos que, como partimos de una diferencia de cuadrados ¢” —b~,
entonces se cumple:

c? —b* =(c—b)c+b)

Por lo tanto:

Otra forma de analizar la figura 8 es ver que, de acuerdo con Barreto [1]:

e El area del rectangulo blanco es cb.
e El area del cuadrado azul es b’.
e Y las éreas de los rectangulos rojos son 4, =(c—b)cy 4, =(c—b)b.

Luego, de acuerdo con el Axioma 1, el area total A4 es:
A=ch+b’ +(c—b)c+(c—b)b.
Usando nuevamente el Axioma 1, podemos sumar las areas de los rectangulos rojos:
A=ch+b’ +(c—b)(c+b).
Y trasponiendo términos (restando areas) encontramos que:

A—cb-b’ :(c—b)(c+b).



Podemos verificar que efectivamente =4 —cb, ya que podemos formar el cuadrado de la figura 6
que tiene lado c. Asi, obtenemos que se satisface:

¢ —b* =(c—b)(c+b). (2)

Sugerir la configuracion geométrica de la a fin de que nuestros estudiantes hagan
una aprehensiéon operativa de cambio figural y coloquen una linea donde sea necesario para
demostrar lo anteriormente deducido, es decir, que se cumple (3).

= 1} = b |

cle —&) Ble — &)

b

==
!

. Configuracién geométrica sugerida.

Dados dos cuadrados de diferentes areas, se puede construir un cuadrado cuya area sea la
diferencia entre las areas de los cuadrados dados ( ).

. Acepcién geométrica del Teorema de Pitagoras para cuadrados
colocados sobre las longitudes del triangulo rectangulo.

Este procedimiento difiere del que construye los cuadrados sobre las hipotenusas, ampliamente
discutido por Barreto en [1] (para mas resultados, revisar la referencia del mismo autor [/]), pues el
cuadrado “diferencia” se construye ahora sobre un cateto, tal como se muestra en la figura 10.

De acuerdo con Barreto [4], del Teorema de Pitagoras se cumple geométricamente que:

A+ Ay = A (%)

Es decir, algebraicamente (en términos de longitudes):

a’ +b* =% ()
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Notemos que de la ecuacion (4) tenemos las siguientes sustracciones de areas:

Ay =A-—A4, 4" y también, Ay=A- — 4. (4"
Y de la ecuacion (5) tenemos las siguientes sustracciones de longitudes:

b*=c’-a’ () y también, a’=c* -b. (5%

En nuestro caso nos conciernen las ecuaciones (4") y (5), aunque pudimos haber partido del
cuadrado de color rojo y hallar el area del rectangulo azul.

Evidentemente, este procedimiento permitiria cuadrar figuras que pueden obtenerse por
“sustraccion”, como, por ejemplo, un trapecio isésceles. Ahora bien, ;cémo podemos ver que
efectivamente los rectangulos rojos se pueden transformar en un cuadrado como el del Teorema de
Pitagoras? La respuesta a este interrogante se obtiene en el apartado siguiente.

5. Usando la cuadratura del rectangulo

Este problema es el mas sencillo de plantear, ya que consiste en encontrar un cuadrado equivalente
a un rectangulo dado. La solucion de este problema esta en la Proposicion 13 del Sexto Libro de los
Elementos, en la que se muestra como construir un segmento que sea media geométrica entre otros
dos. Veamos la

Media Geomdtrica

Cruadrade
Fguivealente ol

Reclingulo

Ancho

Liarge

. Percepciéon geométrica de la cuadratura del rectangulo o media geomeétrica.

Media Geomélrica

Cruadriado

FEguivalenie al

Reciingulo

Anche = o-h

Large = 0+

. Cuadratura del rectangulo rojo.

La construccion en cuestion la haremos de acuerdo con la figura 11. Trazamos una circunferencia
cuyo diametro es la suma de los lados del rectangulo, y en el punto de enlace de ambas longitudes
dibujamos una perpendicular al diametro hasta la circunferencia; el segmento asi generado es el lado
del cuadrado buscado. Luego, mediante la configuracion de la transformamos los
rectangulos rojos de la figura 8 en un cuadrado rojo que tiene su misma area, como el de la figura 10.
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La diferencia de cuadrados tiene multiples usos y nuestros estudiantes pueden ver su importancia
haciendo un simple calculo como el siguiente. De acuerdo a lo deducido mas arriba, el producto de
los digitos 12 y 8 se puede expresar como

12:8=(10+2)(10-2)=10> -2°
=100 -4 =96.

También es posible efectuar una racionalizacién de binomios de indice dos, como por ejemplo

2 .
—— =, o0 bien

2
NI RN S -
por 2—\/§:

2 2 or, (B2) (-2
G2 BB (B ()

Para calcular el primero multiplicamos el numerador y el denominador

=2(\B3-2).

De esta forma comparece el producto notable de los binomios conjugados. Notese finalmente que su
uso es imprescindible para calcular limites indeterminados en donde intervengan ecuaciones
racionales que contengan raices cuadradas en binomios de indice dos.
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