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El articulo glosa las contribuciones cientificas del matematico galardonado con el premio Abel 2011.

John W. Milnor ( ) nacio6 el 20 de febrero de 1931 en Orange, Nueva Jersey. El 23 de marzo
de 2011 fue galardonado con el premio Abel en su edicion de 2011, posiblemente el galardon mas
importante en matematicas. La ceremonia de entrega del premio se realizé en Oslo el pasado 24 de
mayo y en ella se destacé que el premio habia sido concedido por sus descubrimientos pioneros en
topologia, geometria y algebra.

No es dificil encontrar biografias de J.W. Milnor en internet. Se gradud en 1951 por la Universidad de
Princeton, donde también se doctoré en 1954. Su tesis Isofopy of Links fue dirigida por Ralph Fox,
reputado especialista en teoria de nudos. Su primer puesto académico fue en Princeton en 1953
(antes de doctorarse), donde fue nombrado profesor en 1960 y obtuvo la Catedra Henry Putman en
1962. Dejo la Universidad de Princeton en 1967 y tras un breve paso por UCLA y el MIT, se incorporé
en 1970 al Institute for Advanced Study at Princeton. En 1989 fue nombrado director del Institute for
Mathematical Sciences at Stony Brook University en Nueva York, del que ahora es codirector.

. John Milnor.
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Su contribucion en matematicas es impresionante. Obtuvo su primer gran resultado, el teorema de
Fary-Milnor [4], antes de terminar el grado, en 1950 (Fary lo demostré independientemente en 1949):
si la curvatura total de un nudo es menor o igual que 47 , entonces el nudo es trivial. Cuentan las
leyendas urbanas que tras faltar a una clase, Milnor encontré unos enunciados en la pizarra que
interpreté como problemas del curso. No parece que sean ciertas, pero eso no disminuye la sorpresa
de su profesor, A. Tucker, al comprobar que la demostracion de su estudiante era correcta. A partir de
ahi los resultados de Milnor son apabullantes: existencia [5] y posterior clasificacién [2] (junto con
M. Kervaire) de estructuras exoticas en la esfera de dimension 7, contragjemplo al
Hauptvermutung [©] (existencia de complejos simpliciales homeomorfos pero combinatorialmente
distintos), el teorema de la bola peluda mediante métodos elementales [11] (sélo las esferas de
dimensién 1, 3 y 7 se pueden paralelizar o “peinar”), el teorema de Milnor-Wolf [2] (los grupos
resolubles de crecimiento polinomial son virtualmente nilpotentes, resultado generalizado
posteriormente por M. Gromov [“]). Las contribuciones importantes no acaban aqui y destacan
notablemente las que realizé en K -teoria [1(], sistemas dinamicos [1~] o teoria de singularidades [“].
Como consecuencia, en la vida diaria de muchos matematicos el nombre de Milnor aparece
continuamente: numero de Milnor, fibracién de Milnor, bola de Milnor, esferas exoéticas de Milnor,
torsién de Milnor y muchos mas.

La actividad investigadora de Milnor es espectacular. Se encuentran mas de 150 entradas en
MathSciNet (la ultima, de 2010). Ademas de sus articulos de investigacion hay que destacar sus
libros rojos de Princeton University Press (singularidades, teoria de Morse[/], clases

caracteristicas [12], K -teoria, dinamica compleja).

Todas estas contribuciones y actividades se han traducido en un buen niumero de premios, del que
destaca la medalla Fields de 1962. Posteriormente, recibi6 la US National Medal of Science en 1967,
el premio Steele de la AMS (en 1982, 2004 y 2011) y el premio Wolf en 1989.

La existencia de variedades diferenciables (es decir, objetos que localmente son como el espacio
euclideo n-dimensional y en los que podemos hacer célculo diferencial) que fueran homeomorfas
(para hacernos una idea, que se puedan deformar continuamente), pero no difeomorfas (que la
deformacion no pueda ser suave), fue un hecho sorprendente para la comunidad matematica,
incluyendo el propio autor del resultado. Su consecucién fue uno de los factores que supuso la
obtencién de la medalla Fields por John Milnor. Un resultado clasico afirma que dos n -variedades
diferenciables, n <3, que son homeomorfas son también difeomorfas, por lo que no era
descabellado pensar que dos variedades diferenciables homeomorfas fueran también difeomorfas. El

ejemplo de Milnor sorprendié por dos razones: la existencia de un contraejemplo y que este ocurriera
en variedades tan sencillas como las esferas.
n
2
x; =1,
Jj=0

es decir, el conjunto de puntos de R™! gue se encuentran a distancia 1 del origen de coordenadas;
este espacio se llama la 7 -esfera estandar. De manera mas general, en matematicas se dice que un
espacio topolégico es una n -esfera si es homeormorfo al espacio anterior. Por supuesto, las esferas
de cualquier centro y radio lo son, pero también los elipsoides y muchos otros espacios.

La esfera de dimensién 7n es el conjunto

S" = {(xo,xl,...,xn) e R™!

Milnor construyé en [5] una familia de variedades diferenciables y sobre ellas trabaja en dos vias. Por
una parte, va a probar que son todas homeormorfas a la n -esfera estandar y, por otra, que no son
difeomorfas. Vamos a explicar sucintamente la construccion de la familia y las dos vias sobre las que
reposa la demostracion.



Vamos a describir los ejemplos de Milnor. Se trata de fibrados localmente triviales de base S* y fibra

S’. De manera informal, los fibrados localmente triviales son productos torcidos. Hagamos una
descripcion topologica. La n-esfera estandar se puede obtener como el pegado de sus dos
hemisferios (norte y sur) a lo largo del ecuador; los hemisferios son homeomorfos a un bola cerrada
n -dimensional, y el ecuador es homeomorfo a una (n—1)-esfera. La teoria de homotopia nos

garantiza que un fibrado sobre una bola cerrada es homeomorfo al poducto de la bola por la fibra.

Un fibrado 7 : M — S* como el anterior se obtiene, por tanto, como el pegado de dos copias de
B*xS’ alo largo de sus bordes, donde B* es la bola unidad cerrada en R*. Este pegado viene
determinado por un homeomorfismo de S’ xS’ en si mismo que cumple

(p,q) = (p,o(p,q)).

Podemos interpretar este homeomorfismo como una aplicacién de S’ en los homeomorfismos
(orientados) de S’. En realidad, es suficiente considerar aplicaciones S° — SO(4;R), donde

SO(4;R) es el grupo de isometrias orientadas de R*, que actuan naturalmente sobre S°.

Dos aplicaciones S* — SO(4;R) homotdpicamente equivalentes dan lugar a fibrados difeomorfos,
por lo que el espacio de los fibrados que nos interesan viene medido por 7, (SO(4;R)) = Z?, el

grupo de clases de homotopia de S’ en SO(4;R).

Para explicar el isomorfismo, recordemos la definiciéon de los cuaterniones de Hamilton. Se trata de
. 4 . . 4 . .
un cuerpo no conmutativo H = R*; identificamos R* como la suma directa R @ R*; consideramos

el espacio R® con el producto escalar estandar y con una orientacién determinada por una base
ortonormal i, j,k . Dado p € H, la descomposicién anterior se escribe R(p)+ 3(p) (partes real e
imaginaria). El producto viene determinado por las propiedades siguientes:

e R escentral y actua en R® como el producto por un escalar.
o =/ =-1,ij=—ji=k.

. 3
Con estos datos podemos ver que si u,v € R”, entonces
uv=—u-v+uAnv,
donde - es el producto escalary A es el vectorial.

Es facil ver que si consideramos el producto escalar estandar en R4, en el que (1,4, j,k) es una
base ortonormal positiva, los productos a izquierda y derecha producen isometrias positivas de
H = R*, es decir, elementos de SO(4;R).

Volvamos al isomorfismo 7,(SO(4;R)) = Z*. Dados (i, j) € Z* se construye una aplicacion

gpi,/.:SS—>SO(4;R) de manera que para cada peS’, su imagen es la isometria

@, (p): R* — R* definida por @, (p)q) = pap’.



Todos estos prolegdbmenos nos permiten definir las variedades buscadas mediante técnicas de
pegado. Sea k €Z, impar. Vamos a construir el fibrado ﬂi,j:Mi,j_)S4’ en el que

(i,7/)=((1—=k)/2,(1+k)/2). Tomamos dos copias A,S de R* xS’ y las pegamos mediante el

siguiente difeomorfismo. Sean N,S, copias de ]R4\{O}><S3 en N,S respectivamente.
Entonces:

v, Ny =8

i J
(p.g) = (p.q") = [%’p 4 j
p D

Esdecir, M, =N'uU, S.

l//[,/’
La razén de los nombres AN/, S proviene de la proyeccién estereografica. Gracias a ella podemos
identificar S* con Nwu, §,donde N,S son dos copias de R*, N,,S, son dos copias de R* \ {0}

en N,S, respectivamente, y y: N> S, estd definida por w(p) :=p/||p||2. La proyeccion

M, —> S* esta definida por las proyecciones al primer factor N >N yS—S.

Es relativamente sencillo probar que una 7 -variedad es homeomorfa a la 7 -esfera estandar; la
palabra relativamente es lo suficientemente vaga para que uno pueda aceptar la afirmacion anterior.
En cualquier caso, lo es si tenemos la fortuna de encontrar una funcién de Morse con pocos puntos

criticos. Una funcion de Morse f : M — R de una variedad diferenciable M es una funcién

diferenciable de manera que sus puntos criticos (donde se anulan todas las derivadas) son no
degenerados (es decir, el hessiano o determinante de las derivadas segundas es no nulo).

Si proyectamos la esfera estdndar sobre una variable, tenemos una funcién de Morse con solo dos
puntos criticos, el maximo y el minimo. Este tipo de funciones de Morse se llaman funciones altura.
No es dificil ver que si una funcién de Morse sobre una variedad cerrada sélo tiene dos puntos, ésta

debe ser homeomorfa a S” (Milnor adjudica la paternidad del resultado a Reeb). Milnor va mas alla y
demuestra que existe un homeomorfismo que es un difeomorfismo salvo en a o mas un punto. La
técnica de demostracion es ya clasica en topologia diferencial: construir un campo vectorial apropiado
y definir un difeormorfismo a partir de la integracion de dicho campo.

Consideremos la funcién

R(q)

Vi+plP

Rp'(a))

VI[P

siz=(pq eN,
M =R, flz):=
siz=(p,q)eds.

Esta funcion solo tiene dos puntos criticos en (0,£q) € N/ que son no degenerados; demuestra que

M, k impar, es homeomorfa a S’.



Para ver que estas esferas no son difeomorfas hay que acudir a invariantes mas finos y dominar la
teoria de cobordismo y de clases caracteristicas. Sea M una variedad diferenciable compacta sin
borde y orientada tal que H°’(M’;Z)=H*(M’;Z)=0. Por la sucesion exacta larga de

homotopia, las variedades M, satisfacen esta hipétesis. Un resultado de Thom garantiza que existe
una variedad orientada B® de dimensién 8 tal que OB® = M’ . Estas hipétesis determinan una clase
veH,(B',M";Z). Con esta clase se determina una forma bilineal simétrica y en

H*(B*,M’;Z) (modulo torsién) dada por (&, B) > (arw S)(V). Sea 7(B*) la signatura de esta
forma.

Consideremos ahora p,(B*) € H*(B®;Z), la primera clase caracteristica de Pontrjagin de B°,

invariante salvo difeomorfismo. La hipétesis sobre M’ permite comprobar que la aplicacion natural
z:H4(BS;Z)—>H4(Bg,M7;Z) es un isomorfismo, usando la sucesidn exacta larga de pares.
Definimos:

q(B*) =y (" (p(B*), " (p(BY))).

Milnor demuestra que la clase de congruencia de 2¢(B*)—7(B®) no depende de la variedad M*
elegida modulo 7, por lo que este valor define un invariante A(M')eZ/7Z. Es mas,

posteriormente calcula el invariante y obtiene A(M, ) = k* —1mod7.

Posteriormente Milnor y Kervaire, siguiendo de nuevo técnicas de cobordismo, describieron el
espacio de estructuras exdticas de n-esferas (n #3,4). En particular, obtuvieron 28 estructuras

exoticas para n =7 . El uso de técnicas de / -cobordismo dificulta su empleo en dimension baja. En

~ . , P 4 . e s
los afios 80 se obtuvieron resultados todavia mas sorprendentes: RR® admite una infinidad de
estructuras exaticas.

La teoria de singularidades de hipersuperficies complejas tiene una fuerte relacién con la topologia
diferencial y con la teoria de nudos. A principios del siglo XX se estudiaron los llamados nudos vy
enlaces algebraicos.

Esta teoria se puede generalizar a cualquier dimension. El gran salto de calidad se produce con el
libro de Milnor [“] en el que resuelve de manera elegante un buen numero de problemas sobre la
topologia de las singularidades de hipersuperficie. Explicaremos los avances de Milnor y como su
nombre ha quedado ligado a la teoria.

Consideremos una funcion holomorfa f :U — C, donde U es un abierto de C", 0€U.
Supondremos que f(0)=0. Estamos interesados en el estudio de f en un entorno del origen, por
lo que U puede ser restringido si es necesario. Por ejemplo, si la diferencial

df (0) := (%""’%J 20,
1 [x=0

n



el teorema de la funcion implicita nos garantiza la existencia de un cambio de variable tal que f = X,
Cuando la diferencial df se anula (en 0) se dice que 0 es un punto singular. A partir de ahora
supondremos que 0 es un punto singular aislado, es decir, df (x) #0 si x e U \ {0} .

En particular, S := f_l(O) es una hipersuperficie lisa (con excepcion del origen) de dimensién
compleja n—1. Una de las primeras aportaciones de Milnor en su libro es la siguiente.

Existe &, >0 tal que para todo ¢ €(0,&,], se tiene que la interseccion de S y Si”_l es
transversa.

. e 2 . 2 2n-1 1
En este lema se identifica C" = R™; se denotan mediante B." y S_" las bolas y esferas euclideas
de centro el origen y radio &. Observemos que si el lema fuera falso, encontrariamos una sucesion
x"eU,con lim, . x" =0, de puntos criticos para la funcion

n
(X500 x,) Z| X, 2,
j=1

restringida a .S . Una de las grandes o pequefias maravillas técnicas del libro es el llamado lema de
selecciéon de caminos, que garantiza en circunstancias como esta la existencia no sélo de una
sucesion sino de un camino analitico, lo que permite llegar a contradiccion.

Como consecuencia del lema y de los resultados clasicos de topologia diferencial, se puede definir el
link de la singularidad (el autor de este texto ha tratado de traducir este término al castellano como
halo, con escaso éxito).

El tipo de difeomorfismo de la variedad diferenciable del link M := M, :=S NS>, de

dimensién 2n—3, no depende de ¢ €(0,¢&,].

Al valor &, se le llama radio de Milnor de f vy las bolas de radio a lo mas ¢, se dice que son bolas
de Milnorde | .

En el caso clasico, n =2, el link es una unién de circunferencias. Lo interesante es entender como

estas circunferencias viven en la esfera, que en este caso es una esfera de dimension 3. Como
hemos sefialado al principio de la seccion, los nudos y enlaces asi obtenidos son algebraicos. Los
enlaces algebraicos tienen una propiedad particular: son fibrados sobre la circunferencia, y ademas lo
son en libro abierto. Describamos lo que significa.

Sea L un enlace algebraico. Existe una aplicacion diferenciable 7 : S® \L —S' que es un fibrado
localmente frivial, cuyas fibras son superficies de Riemann. Si observamos esta fibracién en un
entorno de L, adquiere la estructura de un libro abierto: la clausura de las fibras son superficies
compactas y lo que se afade es el borde, que es siempre L ( ). Analiticamente significa que

para cada componente conexa K de L podemos encontrar un entorno regular 7 de K (un toro
solido) tal que existe un difeomorfismo

o:S'xB; > T, o(S'x{0})=K,



satisfaciendo
z
mreoo(d,z)=—.
|z

Volvamos al caso general con la notacion ya introducida. Milnor logra generalizar este resultado a
cualquier dimension de manera espectacular.

La aplicacion

?, =S g \M —S'
| /]

es un fibrado localmente trivial en libro abierto cerca de M .

La manera de atacar el problema es la siguiente. Aplicando topologia diferencial cléasica es facil ver lo
siguiente:

Existe 7 >0, n<¢&,, tal que para todo t € C, |t|<1, se tiene que la interseccién de

() y Si:fl es transversa.
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Como consecuencia del Lema, si X, , :=B." N f7(S,), larestriccién

@, :=L:XW7 — S
| /]

es una fibracion localmente trivial. Integrando campos vectoriales, Milnor es capaz de conectar ¢,

con ¢, mediante una isotopia, lo que le permite demostrar el Teorema. Estas ideas se esquematizan
en la , que aparece en practicamente todas las conferencias dedicadas a singularidades de

hipersuperficie.
Las fibraciones anteriores se conocen en la literatura como fibraciones de Milnor. Las fibras de ¢, ¢,

son difeomorfas: se trata de variedades complejas de dimension n —1; para no desentonar reciben el
nombre de fibra de Milnor, y se denotan F . Sus clausuras se obtienen afiadiendo M (para ¢,) o

una subvariedad difeomorfaa M (para ¢, ).

Los amplios conocimientos de teoria de homotopia permitieron a Milnor ir mas lejos.

La fibra de Minor F tiene el tipo de homotopia de un ramo de esferas de
dimension n—1. En particular, su homologia reducida ff,(F;Z) es trivial si k #n.

El numero de esferas del ramo se llama ndmero de Milnor y se denota tradicionalmente por la letra
M. Un hecho notable es que este invariante topolégico se puede obtener algebraicamente. Sea

R:=C{x,,...,x,} el anillo de series convergentes cerca del origen en n variables. Como s6lo nos
interesa el comportamiento de f en un entorno lo suficientemente pequefio del origen, podemos
identificar / con un elemento de R. Sea J(f) el ideal jacobiano de R, engendrado por las n
derivadas parciales. Es conocido que f define una singularidad aislada en el origen si, y solo si ,
dim. R/J(f) <. De hecho, en esa situacion

u=dim, R/ J(f).

Terminamos este apartado con un ejemplo que liga las dos secciones. Brieskorn [1] demostré que los
links de las singularidades en C’ definidas por:

x,2 +x22 er32 +xi +x¥ =0, k=1,..,28,

Ly 7
son las 28 estructuras exéticas de S .

Las contribuciones originales e importantes de John Milnor al conocimiento matematico permiten
poder escribir varios trabajos similares a este en el que se traten temas relevantes, distintos a
aquellos en los que hemos incidido. John Milnor es un digno ganador del premio Abel 2011.



Este trabajo de divulgaciéon forma parte de las actividades de investigacién financiadas por el proyecto
MTM2010-21740-C02-02 del Ministerio de Ciencia e Innovacion del Gobierno de Espana.
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