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El presente articulo recoge el contenido de una serie de conferencias/conciertos que se organizaron en Mallorca y Menorca
durante el afio 2010 con ocasién del 200 aniversario del nacimiento de Fryderyk Chopin, muy vinculado a Mallorca por su
estancia en Valldemossa durante el invierno de 1838-1839. En él se relacionan las lineas musicales de cinco preludios del
musico polaco con sendas funciones matematicas.

Las efemérides son una buena ocasiéon para mirar al pasado y establecer relacién con él. EI 2010
tiene en Mallorca una especial significacién, ya que se celebra el segundo centenario del
nacimiento de F. Chopin, el poeta del piano. Porque Chopin pasé en el pueblo de Valldemosa el
invierno de 1838-1839. Antes de llegar, el compositor se expresaba de la siguiente manera:

“Sequramente iré a vivir a una encantadora cartuja situada en el pais mas bello del
mundo; el mar, montafias, palmeras, un cementerio, una iglesia del tiempo de los
cruzados, una mezquita en ruinas, olivos milenarios...”

Y como Pere Puig Adam afirmaba que “tal vez sea la musica la matematica de los sentidos y las
matematicas la musica de la razén”, jqué mejor ocasion para relacionar musica y matematicas!

Hace algunos meses, con ocasion de su ochenta cumpleafios, afirmaba Lorin Maazel que de no
haber sido musico, le hubiera gustado ser escritor o matematico. El mismo Dan Brown, el
aclamado autor del best-seller El cédigo da Vinci, cita en el capitulo de agradecimientos a su
padre, matematico, y a su madre, musico. El veneciano Alessandro Marcello fue a la par
matematico y musico de reconocido prestigio...

Pero, anécdotas aparte, la relaciéon entre musica y matematicas se remonta a mas de dos milenios
atras, cuando Pitagoras (o alguno de sus discipulos) ya descubrié la relacion entre los tonos
musicales de los acordes y las razones sencillas de enteros. En efecto, tal y como se muestra en
un grabado medieval ( ), los pitagéricos descubrieron que los sonidos simultaneos que
producian dos cuerdas tensadas por sendos pesos eran agradables si los pesos correspondientes
se encontraban en razén sencilla de enteros (lo mismo pasaba con los sonidos de tubos sonoros
de diferentes longitudes).

Estamos hablando nada menos que del siglo VI antes de nuestra era. Hoy sabemos, con la ayuda
de instrumentos electrénicos, que Pitagoras habia establecido correctamente la relaciéon entre las
frecuencias de las diferentes notas musicales. Asi, cuando suenan dos notas con una relacion 1/2
de frecuencias (por ejemplo el /a estandar de 440 vibraciones por segundo (Hz) y su octava alta de
880 Hz) nuestro oido nos dice —sin educacion musical- que son la misma nota. O bien, que
cuando suena un do simultdneamente con un do# (con una relacién extrana de frecuencias 554,36
/ 523,25), aquello suena horrible. Ya lo decia Puig Adam: matematicas que entran por los oidos.
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Otro hecho importante que da cuenta de la secular relacion histérica de la musica con las
matematicas lo encontramos en el quadrivium de Arquites. En efecto, durante muchos siglos, la
educacion de unos pocos privilegiados estaba integrada por las llamadas siete artes liberales. Tres
de lengua, el trivium, y cuatro de ciencias, mas exactamente de matematicas. Encontramos una
hermosa alegoria escultérica en la tumba de Ramon Llull, en la iglesia de Sant Francesc de Palma
( ). Bajo su sepulcro de alabastro, cuatro alegorias nos dan cuenta de la aritmética, la
geometria, la astronomia (que entonces era llamada astrologia) y la musica.

. Grabado medieval que representa a Pitagoras ilustrando la relacion entre la musica y las matematicas.

Es interesante destacar las cifras que representan la aritmética esculpidas ya en caracteres indo-
arabicos (Francesc Sagrera, finales del XV) y la alegoria que representa la geometria a partir de la
llamada “figura plena” de Ramon Llull, que el pensador mallorquin trazé estudiando el problema de
la cuadratura y la triangulatura del circulo.

Pero, quizas, uno de los paralelismos mas bonitos entre musica y mateméaticas sea el de la
representacion grafica. Podriamos decir que la musica se sirvié de los ejes coordenados 600 afios
antes de que el genial Descartes los implantara definitivamente. Porque, ¢qué es la escritura
musical sino una representacion plana de dos variables, a saber, la frecuencia en funcion del
tiempo?

. Alegorias del quadrivium en el sepulcro de Ramon Llull (Sant Francesc, Palma, Mallorca).

Guido d’Arezzo, monje italiano al que se atribuye el establecimiento mas o menos definitivo de la
escritura musical asi como del nombre de las notas ( ), propuso en efecto un sistema plano
en el que cuatro ejes horizontales (tetragrama) servian de matriz para insertar en ella la linea tonal
y temporal de las notas musicales. René Descartes haria lo propio en el siglo XVII con todos los
puntos del espacio.
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Busquemos entonces ese paralelismo entre las funciones matematicas y la musica de Chopin.
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. Himno a San Juan Bautista que Guido d’Arezzo habria utilizado para dar nombre a las notas musicales.

Es habitual, en un tema clasico de funciones, empezar presentando a los alumnos de 1° 6 2° de
ESO las funciones analiticas mas simples. Entre ellas, la funcion constante (aquella de y = ¢) es
una buena candidata para descorchar la botella. Podriamos preguntarnos entonces si algun
musico tendria la osadia de utilizar este tipo de funcién para componer musica, ya que no parece
plausible repetir indefinidamente una nota y pretender que el publico inicial se mantenga también
constante.

Pero Chopin nos sorprende. Cuentan que, un dia de ese frio invierno que pasoé en la sierra de
Tramuntana de Mallorca, una gota de lluvia golpeaba ritmica y obstinadamente la ventana de su
celda cartujana. Y el musico quiso recoger en un preludio ese insistente goteo melancdlico. De ahi
que el es conocido desde siempre como el de “la gota de agua”. Fijémonos en la
partitura ( ).

Prelude Opus 28 No. 15

by Fraderic Chepin
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. Primeros compases del preludio n° 15 de la op. 28.

Incluso para aquellos que no tengan conocimientos musicales, es facil localizar ya en estos
primeros compases una nota que se repite con una frecuencia muy superior a las demas (

). Se trata de la nota que ocupa la linea superior de los segundos pentagramas de cada sistema
(que en el piano ejecutaria la mano izquierda): el la bemol (ya que el pentagrama esta en clave de
fa).

Asi pues, si los musicos llaman a este preludio el de la gota de agua, bien pudieran los

matematicos llamarlo el preludio de y = lab. (Encontrariamos algunos otros ejemplos conocidos de

uso de la funcién constante en la musica clasica como serian algunos fragmentos de la famosa
de Bach, o la pieza para piano de Albéniz).


http://www.youtube.com/watch?v=BczgDb9-ctQ
http://www.youtube.com/watch?v=NEKF08t3mW4
http://www.youtube.com/watch?v=Z1jQ3o718ls
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. Primer sistema del preludio n° 15 donde se aprecia la constante pulsacion sobre el la bemol.

Cortemos ahora una funcion constante en pedacitos y vayamos alterando el valor de las
ordenadas de cada fracciébn de manera progresiva, obteniendo asi las llamadas funciones
escalonadas. Es el caso de las tarifas de muchos servicios que abarcan intervalos mas o menos
amplios. El ejemplo clasico era el del precio en sellos de un paquete postal en funcién de su peso,
aunque este caso no es muy significativo para gran parte de la juventud que quizas se sorprenda
al descubrir que se pueden enviar cosas sin echar mano de un gestor de correo electronico.

En el caso de las funciones escalonadas, contemplamos naturalmente las posibilidades de una
funcion creciente o decreciente. Es curioso comprobar cémo la gente coincide en asociar
crecimiento con algo positivo, dinamico, vivo, alegre... y decrecimiento con todo lo contrario:
negativo, lento, ftriste... Y, efectivamente, Chopin combina este tipo de funciones con otros
recursos musicales (tempo, tonalidad, tesitura...) para acentuar el caracter emocional de una
funcion escalonada, creciente o decreciente segun el caso.

ito —

. Funcién escalonada creciente en los primeros compases del preludio n® 12 op. 28.

Examinemos los preludios n® 12 y n°® 4, creciente uno, decreciente el otro. El marca
un tempo Presto. La repeticion de notas se produce aqui a pares con intervalos continuos de
medio tono. Es decir, estamos delante de una escalera de peldafios muy cortos y ejecutada en
sentido ascendente, uniforme y muy rapidamente. La audicidon de la pieza nos confirma estos
aspectos. Podemos visualizarlo en los primeros compases de la partitura cuando unimos cada par
de notas iguales con un pequefio segmento ( ).

Prelude Opus 28 No. 4
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. Funcion escalonada decreciente en los acordes de la mano izquierda del preludio n° 4 de la op. 28.

Por el contrario, el viene encabezado por una indicacion de tempo Largo. Aqui la
escalera viene reservada a la mano izquierda, en su tesitura mas grave, con mayor niumero de
repeticiones por cada acorde ( ). Es decir, estamos delante de una escalera de peldafos

sensiblemente mas largos, no tan uniformes, ejecutados lentamente y en sentido descendente.


http://www.youtube.com/watch?v=rkRiiGfly4E&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=ef-4Bv5Ng0w

Una representacion sobre tabla y en colores puede ayudarnos a visualizar esta situacion ( )-
La audicién de la pieza nos confirma una vez mas estos extremos.

. Representacion de los acordes de la mano izquierda (eliminando las repeticiones de acordes completos).

Veamos ahora la funcion que representa seguramente el recurso mas significativo en la estructura
musical: la periodicidad. (Para encontrar una pieza musical que carezca de repeticiones
deberiamos buscar con tenacidad en el bosque de la musica experimental de la primera mitad del
siglo XX, en lo que algunos han venido a llamar la dictadura de los ‘“ismos”™ serialismo,
dodecafonismo, etc.)

Ademas, la propagaciéon del sonido es intrinsecamente una funcién periddica, perfectamente
estudiada desde la aportacion de las series de Fourier, que son aplicadas a técnicas como la
resonancia magnética o los TAC (tomografia axial computerizada), entre muchas otras.

La repeticion es extremadamente humana, nos da seguridad, nos permite ir conociendo la pieza.
Asi pues, desde las repeticiones de temas en todo tipo de mdusica, hasta los canones o
sofisticadas fugas (que alcanzaron la plenitud en Bach), pasando por las estrofas y estribillos de la
musica popular, la repeticién es omnipresente en el universo musical.

Y los preludios de Chopin no son una excepcion.

Fijémonos en el . En este preludio observamos una linea melddica ejecutada por la
mano izquierda que, mas arriba o mas abajo en la tesitura, va repitiendo —compas a compas— el
mismo dibujo. Su perfil bien puede recordarnos el ir y venir de las olas del mar ( ). La
audicion de la pieza no deja lugar a dudas.

Prelude Opus 28 No. 3

by Fraderic Chogin
Op. 28, No. 3
Brown-Index 107
1836-39

. Funcion periddica de la mano izquierda presente durante todo el preludio n° 3 de la op. 28.


http://www.youtube.com/watch?v=ymVOA22YHEY&NR=1&feature=fvwp

Finalmente, el nos permite hablar de funciones exponenciales y logaritmicas.
Fijémonos en el compas n°® 14 de éste ( ).
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. Notacion original y significado de la notacién “8--+--+- ” en el compas 14 del preludio 24 de la op. 28.

Aparece en él una magnifica funcion practicamente lineal si solucionamos la notacion del “8-------
(notacion que se utiliza en la escritura musical para no tener que escribir las notas en su verdadera
posicion cuando ésta podria alcanzar e interferir el pentagrama superior). Diriamos entonces que
este fragmento musical corresponderia a una funcién polinémica de primer grado. Pero vayamos a
la realidad fisica de una escala musical, concretamente la de aquella que abarque todos los
semitonos posibles consecutivos y que se conoce con el nombre de escala cromatica.

Desde Juan Sebastian Bach y a partir del primer volumen de su imprescindible Clave bien
temperado (que, por cierto, también contiene 24 preludios), los semitonos musicales de cualquier
instrumento se afinan en progresion geométrica de frecuencias. Es decir, que para pasar de una
nota a la inmediatamente superior, debemos multiplicar su frecuencia de vibraciéon por un factor
constante, en concreto, 2""2. De esta manera, cuando hayamos recorrido los doce intervalos de
medio tono que separan dos notas consecutivas del mismo nombre, habremos duplicado la
frecuencia. Por ejemplo, si partiamos del /a estandar de 440 Hz, el proximo /a vibrara a 880 Hz
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. Frecuencias de las notas musicales por semitonos en progresion geométrica de razon 2"'%

Vemos pues cémo la representacion musical nos muestra una recta donde realmente existe una
funcion exponencial, en concreto y = 440 x 27", Luego la escritura musical es en realidad una
escala logaritmica.

Pero ¢ qué nos dice el oido al respecto? Por una parte, al escuchar una sucesion de semitonos, ya
sea en una tesitura grave (donde la diferencia de frecuencias no es muy grande) o en una tesitura
aguda (donde la diferencia de frecuencias llega a ser mayor que 100 Hz), el oido los reconoce
como tales. Es decir, reconocemos los mismos peldafios de semitono en semitono, ya sea en la


http://www.youtube.com/watch?v=EHvDKalsdsY
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parte baja como en la parte alta del piano. Esto nos conduce a hablar de una percepcion
logaritmica de las notas musicales cuya frecuencias se hallan realmente en progresion
geomeétrica. (De hecho, la percepcion de la intensidad sonora medida en decibelios es también
una escala logaritmica.)

Pero lo maravilloso del caso es que, incluso asi, el oido nos da pistas sobre la verdadera relacion
entre las frecuencias de las notas. En este caso, cuando el pianista ejecuta a gran velocidad el
compas referido, uno tiene la sensacién que se encuentra delante de un latigazo musical que da
cuenta realmente de una linea cuyo pendiente aumenta hasta dispararse. Y a la inversa: cuando
en compases posteriores la escala es ejecutada en direccion opuesta, en sentido descendente,
uno tiene la sensacion que la musica tiende a un rellano. Ya lo deciamos al principio: matematicas
a partir de la musica y musica desde las matematicas.

Finalmente, anotaremos que los preludios de Chopin (al igual que los de Bach o Rachmaninov)
abarcan la totalidad de las 24 tonalidades posibles que presenta la musica clasica. Son algo asi
como la Alhambra de Granada respecto de los grupos de simetria.

Es sabido que el lenguaje musical no es condicién necesaria para disfrutar de la musica. ¢ Por qué
entonces parece que la notacién algebraica es condicién suficiente para que muchas personas
aborrezcan las matematicas? Quizas en la busqueda de puentes entre las matematicas y la
musica, entre las matematicas y el arte, entre las matematicas y la literatura... podamos encontrar
algunos caminos para paliar este lastre.
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http://www.youtube.com/watch?v=74ffaYCmWdc
http://www.youtube.com/watch?v=7kbnRdVs7M8&feature=related
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