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Resumen

El articulo expone algunas de las aparentes paradojas geométricas que surgen al considerar la distancia del taxista y otras
distancias no euclideas.
1. Introduccién

Nuestra tendencia a lo euclideo nos diria que el camino mas corto es siempre ir todo derecho, lo cual
esta bien en lugares abiertos y sin obstaculos. Es lo que llamariamos /a distancia de la naturaleza.

En una ciudad, en cambio, el movernos a la Euclides nos podria llevar a estrellarnos contra un edificio
0 a caernos en un estanque. Seria mas saludable que imaginemos a la ciudad como un plano donde
s6lo podamos movernos a lo largo de lineas horizontales o verticales, emulando a las torres en el
juego de ajedrez o a los taxistas en Manhattan. Lo interesante es que si transplantamos a este
escenario urbano las propiedades archiconocidas del plano euclideo, nos llevaremos muchas
sorpresas. Ya en el , vimos algunas propiedades
inesperadas de esta nueva manera de medir distancias. Lo que haremos en este articulo es tomarnos
mas tiempo para comparar las dos distancias, la euclidea y la del taxista, y entender el porqué de las
diferencias entre ellas. Veremos, entre otras cosas, que puede haber circulos cuadrados y que =
puede ser igual a 2 ¢ igual a 4. Si, todos estos absurdos aparentes son posibles, si nos los
planteamos en el terreno apropiado. Como dice el poeta: Nada es verdad ni es mentira, que todo es
del color del cristal con que se mira.

2. ;Cual es el camino mas corto para llegar a...?

La Plaza de la Constitucion, mas comunmente llamada Zécalo, esta en el centro histérico de la ciudad
de Méjico y es un cuadrado de unos 240 metros de lado, flanqueado por la catedral y varios edificios
publicos. Frecuentes conciertos, danzas, exposiciones y festividades religiosas atraen a miles de
residentes y turistas de esta gran ciudad, continuando una tradicion que precede a la conquista
espafola. El nombre oficial de la plaza se refiere, no a la Constitucion mejicana, sino a la constitucion
promulgada en Cadiz en 1812. Afos mas tarde, el proyecto de levantar un monumento
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conmemorando la independencia de Méjico fue abandonado después de construir la base, o zdcalo.
Con el tiempo, esta base desaparecié, quedando sdélo el nombre. Otras ciudades mejicanas han
seguido el ejemplo de la capital y han dado el nombre de Zécalo a sus plazas principales.

Pero no es del Zécalo mismo de lo que quiero hablar, sino de una visitante, a quien encontramos en
este dia particular en el lugar marcado con la letra A. Parece que su intencion es llegar al punto B, lo
que me inspira a preguntar: jcual sera el camino mas corto que pueda elegir?

e -

Nuestra mente euclidea nos dira inmediatamente que el camino mas corto es el segmento que va de
un lugar al otro, lo cual es exactamente el trayecto que nuestra visitante recorrera, suponiendo que
esté caminando. En este caso tendra que caminar el ancho de la plaza, unos 240 metros.

i n

Pero ¢qué pasaria si anduviera en coche o en un autobls? La respuesta entonces tendra que ser
diferente, y la distancia entre A y B sera mucho mayor.

Es decir, que no siempre es posible el ir a la Euclides. La distancia euclidea es la distancia “a vuelo
de pajaro” que, como muchos pajaros han descubierto, puede ser una experiencia dolorosa en una
ciudad. Alli es mejor tener en cuenta sus limitaciones y moverse de acuerdo al disefio. Por ejemplo,
este plano muestra una porcién de la ciudad de Méjico alrededor del zécalo.

H ==

II -l-
- . H E
I O -
I Im I B
I
‘.I-

2| Vol. 7, nim. 1 (marzo 2011) matematicalia



(Cuadl es el camino mas corto para llegar a...?
J. Alvarez

El camino mas corto dependera, cada dia, de si vamos a pie o en coche, de si hay calles o aceras
cerradas al transito, etcétera.

Para simplificar la presentacion de nuestro articulo, no vamos a pensar aqui en una ciudad concreta,
sino que consideraremos una idealizacion urbana, en la que podremos movernos a lo largo de
cualquier linea vertical u horizontal.

kel
S I

El libro citado en la referencia [2] propone y estudia otras posibilidades muy interesantes, como por
ejemplo el permitir un cierto niumero de direcciones transversales.

3. Pongamos algunas férmulas

Es bien conocida la formula

\/(xz —x1)2 + (0, _)"1)2 )

que da la distancia euclidea entre dos puntos de coordenadas (x;,),) vy (x;,¥,)-

La formula

|x2 —x1|+|y2 _J’1|

da en cambio la distancia del taxista entre los mismos puntos. Cada término es la longitud de uno de
los segmentos de extremos x,,x, € y,,),.

o --
P
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La distancia del taxista es siempre mayor o igual que la distancia euclidea. En efecto:

|x2 —x1|+|y2 _J’1|:\/(xz _x1)2 +\/(yz _J’1)2
2\/()62 _xl)z +(», _yl)z'

Las referencias [Y] y [10] ofrecen una introducciéon muy amena a esta distancia del taxista.

Por convenio, en el plano del taxista se usaran los mismos puntos, rectas y angulos, medidos en
grados, del plano euclideo.

4. Empiezan las cosas raras

Observemos que en el plano euclideo hay un solo trayecto, la linea recta, correspondiendo a la
distancia entre dos puntos. En cambio, en el plano del taxista no hay unicidad. Por ejemplo, todos los
recorridos, el negro, el rojo y el verde, tienen una longitud de 12 unidades, que es la distancia entre
los puntos marcados.

Por otra parte, la palabra “circunferencia” evoca en nuestra mente euclidea la figura siguiente:

que puede describirse como el conjunto de todos los puntos que estan a una distancia dada de un
punto fijo llamado centro. Por supuesto, la clave para obtener esta figura es usar la distancia
euclidea. Por ejemplo, si centramos nuestra circunferencia en el origen de coordenadas y elegimos el
radio igual a 1,
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tendremos que esa circunferencia es la curva descrita por la ecuacién

¢, Qué pasaria si usaramos la distancia del taxista? En ese caso, la circunferencia se vera diferente:

y estara dada por la ecuacion
|x| +|y| =1.

Es un hecho bien conocido que la circunferencia euclidea unitaria tiene longitud 2w, donde m es el
numero irracional aproximadamente igual a 3,1416. El area del circulo euclideo unitario es =
unidades cuadradas.

En cambio, la longitud de la circunferencia del taxista unitaria es igual a 8 unidades, puesto que cada
lado del cuadrado mide 2 unidades, usando la distancia del taxista.

Si nos preguntamos cuadl es el area del circulo del taxista unitario, veremos que no podremos dar una
respuesta definitiva. En efecto, si usamos la férmula

area del cuadrado = lado x lado,
entonces obtendremos
area = 2 unidades x 2 unidades = 4 unidades cuadradas.
Sin embargo, nuestra experiencia euclidea nos dice que el area del cuadrado también deberia poder

obtenerse multiplicando por cuatro el area del triangulo A0B,

¥

o W

la cual podriamos calcular como
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%( Iongitud(O_A) x longitud (O_B )) = % ( 1 unidad x 1 unidad ) ,
es decir,

4x drea (A(A)Bj =4 x% unidades cuadradas = 2 unidades cuadradas.

Pero también podriamos haber calculado el area del triangulo usando la altura correspondiente al

lado AB. En este caso, el lado AB mide 2 unidades, mientras que la altura, que es el radio del
circulo, mide 1 unidad. Es decir, que el area del triangulo ahora parece ser igual a 1 unidad cuadrada.
Por lo tanto,

4 x drea (AOB] =4 x 1 unidades cuadradas
= 4 unidades cuadradas.
Lo que esto nos esta diciendo es que en el plano del taxista no hay una nocion de area con las
propiedades que estamos acostumbrados a ver y a usar en el caso euclideo. Estas propiedades del
area euclidea se pueden resumir asi [0, p. 65]:

1. El area de una figura no cambia cuando la deslizamos a otra posicion.

2. Si una figura estd completamente contenida en otra, el area de la primera no puede ser
mayor que el area de la segunda.

3. El area de un rectangulo se obtiene multiplicando el ancho por el largo.

4. Si cortamos una figura en varios trozos, el area de la figura es la suma de las areas de los
trozos.

Nuestro intento de calcular el area del circulo del taxista unitario, nos ha mostrado ya que no
podemos contar con varias de estas propiedades. Sin embargo, no todo esta perdido en este terreno

del area. Como se muestra en [Z], es posible establecer algunas propiedades de un concepto limitado
de area.

El numero m que definimos hace poco, aparece de varias maneras en el plano euclideo. En efecto,
T es:

1. Lalongitud de cualquier circunferencia dividida por el diametro.
2. El area de cualquier circulo dividida por el cuadrado del radio.
3. Lalongitud de la semicircunferencia unitaria superior, o inferior.

La tercera propiedad puede formularse en términos de angulos diciendo que m es la medida, en
radianes, del angulo de 180 grados.

Sin embargo, en el plano del taxista no se puede definir un nimero Pi, de manera que se cumplan las
tres propiedades que m cumple en el caso euclideo. La referencia [11] ofrece una interesante
discusion de este hecho.
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Una desafortunada consecuencia de esto es que cualquier intento de establecer una trigonometria
del taxista nos llevara a férmulas bien complicadas. Las referencias [1], [2], [2], [11] y [14] muestran
algunos de estos intentos.

¢ Qué tal si hablamos de triangulos en el plano del taxista? Pues aqui les presento un triangulo que es
a la vez recto y equilatero. En efecto, cada lado mide dos unidades y el angulo con vértice en el
origen de coordenadas es de 90 grados.

W

Aunque no lo parezca, este otro triangulo

es isosceles, pues los dos lados que se encuentran en el origen de coordenadas miden 3 unidades.

Por cierto, podemos usar el primer triangulo para convencernos de que las formulas trigonométricas
bien conocidas en el caso euclideo pueden no ser ciertas en el plano del taxista. Por ejemplo,

W

si usamos las formulas euclideas para el coseno y el seno del angulo A4 tendremos

matematicalia Vol. 7, num. 1 (marzo 2011) | 7



;Cuadl es el camino mas corto para llegar a...?
J. Alvarez

con lo cual
2 7 2
cos“ A+sen” 4A=2.

Creo que ya los habré convencido de que si hay muchas diferencias entre el plano euclideo y el plano
del taxista. Sin embargo, lo que no he hecho todavia es explicar el porqué de estas diferencias. Para
ello, necesitamos repasar antes la nocion de geometria.

6. Los elementos de una geometria en el plano

Como nos interesa trabajar en el plano, hablaremos sélo de una geometria plana, cuyos elementos
seran los puntos, las rectas y los angulos del plano, éstos ultimos medidos en grados, juntamente con
una manera de medir la distancia entre dos puntos. Cambiando la distancia, tendremos diferentes
geometrias planas, es decir, se cumpliran diferentes propiedades. Comencemos por ver la mas
familiar de todas las geometrias, la euclidea.

7. La geometria euclidea en el plano [15]

Atribuida al matematico alejandrino Euclides, esta geometria, junto con su version espacial, ha
servido para describir nuestra percepcién del universo por mas de dos mil afnos.

Euclides.

Ni siquiera el adjetivo euclidea seria necesario en todo ese tiempo, pues la posibilidad de otras
geometrias fue inconcebible. Desde un punto de vista matematico, la estructura que Euclides
presenta en sus Elementos (siglo Il A.C.), es el estudio sisteméatico mas antiguo que se conoce.
Euclides formula cinco postulados, o axiomas, de los cuales deduce muchas propiedades, o
teoremas. También incluye cinco nociones comunes. Por ejemplo: Dos entidades que son iguales a
una tercera deben ser iguales entre si, Si cantidades iguales se suman a cantidades iguales los
resultados deben de ser iguales, etc.

La manera en que Euclides organizé sus Elementos, parece indicar que vio al quinto postulado de
una manera especial. Este postulado de las paralelas puede formularse asi. Dada una recta y dado
un punto fuera de la recta, hay una Unica recta que pasa por el punto y es paralela a la recta dada.
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No es exagerado el decir que la geometria de Euclides permaneceria inalterada durante los
siguientes dos mil afos. Pero en el siglo XVII aparecen la geometria analitica de Descartes, como un
nuevo método de formalizar la geometria, y la geometria proyectiva de Desargues, que permite
simplificar las demostraciones de algunos de los teoremas euclideos. En la geometria analitica se da
una definicion de distancia via coordenadas y a partir de ella se verifican los axiomas de la geometria
euclidea. El siglo XVIII es un periodo de prueba, con muchos intentos fallidos de demostrar que el
quinto postulado es una consecuencia de los otros. Finalmente, los matematicos J. Bolya en 1830 y
N. Lobachevsky en 1832, prueban independientemente la existencia de una geometria que no
satisface el quinto axioma. Nace asi la geometria hiperbdlica, el primer ejemplo de una geometria no
euclidea. En esta geometria, lo que falla es la unicidad supuesta en el postulado de las paralelas. En
efecto, dada una recta L y dado un punto p fuera de L, hay mas de una recta que pasa por p yes

paralelaa L.

También en el siglo XIX se prueba que los axiomas de Euclides no son suficientes para demostrar
todos los resultados que aparecen en los Elementos.

En 1899, David Hilbert publica los Fundamentos de la Geometria Euclidea. El propésito de Hilbert es
dar una formulacion moderna y completa de la geometria euclidea en el plano y en el espacio,
basada en veintiun axiomas. En 1902, R.L. Moore demuestra que uno de los axiomas de Hilbert es
redundante. El libro de E.F. Krause [Y] incluye una formulacién, en diecisiete axiomas, de los
postulados de la geometria euclidea. Aunque hay otras formulaciones equivalentes debidas a A.
Tarski y a G. Birkhoff, el trabajo de Hilbert es valorado por la metodologia que propone, que sirvio de
inspiracion a los muchos sistemas axiomaticos formales desarrollados en el siglo XX.

David Hilbert. Hermann Minkowski.

8. Nace la geometria del taxista [7, 17]

En 1900 David Hilbert es invitado a dar una conferencia plenaria en el segundo Congreso
Internacional de Matematicos, en Paris. Dudando si debe dar una charla panoramica o una
presentacion de resultados en una cierta area, Hilbert consulta a varios colegas, entre ellos a su
amigo Hermann Minkowski (1864-1909). Minkowski le aconseja dar una charla panoramica, con estas
palabras proféticas:

Lo mas interesante seria mirar al futuro, es decir, presentar una caracterizacion de los
problemas que deberian preocupar a los matematicos en el futuro. Con tal tema, lo mas
probable es que la gente continuara hablando de tu charla por décadas.
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Asi Hilbert se embarca en su extraordinaria enumeracion de problemas, que podemos decir, sin
peligro a exagerar, que marco el rumbo de la matematica del siglo XX. Hilbert impartié a su charla un
optimismo inspirador y dio muy buenas razones para justificar el interés de cada problema. El moto
de su charla fue Podemos saber y sabremos, palabras que estan grabadas en su tumba. Hilbert no
s6lo enumerd vy justificd una serie de problemas, sino que esbozo su filosofia de la matematica y
propuso problemas importantes en este marco filosoéfico.

En su problema numero cuatro, Hilbert sugiere que se busquen otras geometrias casi euclideas, que
sean mas faciles de visualizar y de estudiar que la hiperbdlica. Con el nombre.casi euclideas, Hilbert
se refiere a geometrias que satisfacen todos los axiomas euclideos, menos uno. Mas concretamente,
Hilbert se refiere al problema de la linea recta como la distancia mas corta entre dos puntos y habla
de geometrias alternativas.

En el estilo de la geometria analitica, Minkowski define en el plano una familia infinita de distancias
dependiente de un parametro p:
1

(|x2—x1|p+|y2—yl|p); para 1< p<oo,

max {|x, —x,|.|y, — |} para p=co.

b

Tal plano suele indicarse fp. Es claro que [, es el plano del taxista, mientras que (, es el plano

euclideo. Ademas, Minkowski observa que todas las distancias correspondientes a p#2 son no
euclideas, aunque satisfacen el quinto postulado de Euclides.

Minkowski ya habia desarrollado una nueva formulacion de espacio y tiempo, construyendo la
fundacion matematica de la teoria de la relatividad. Hacia 1907, Minkowski concluyé que un espacio
no euclideo daria el mejor contexto para los resultados de A. Einstein. Este espacio seria no euclideo
porque no cumpliria el quinto postulado. Hilbert menciona el trabajo de Minkowski en su enunciacion
del cuarto problema.

Einstein us6 la formulacion de Minkowski en su teoria general de la relatividad, lo que le llevé a
apreciar a la matematica como una verdadera fuente de creatividad cientifica. En los primeros afios
de su carrera, Einstein habia considerado a la matematica s6lo como una herramienta al servicio de
la intuicion fisica.

Desafortunadamente, Minkowski muere de apendicitis en 1909 a la temprana edad de 44 afios. En
reconocimiento a su trabajo, se llama plano de Minkowski al plano usual con cualquier definicion de
distancia [”]. Es natural que nos preguntemos en qué sentido son no euclideas las distancias
definidas por Minkowski. Como veremos enseguida, la palabra clave es congruencia.

Dos figuras son congruentes si se las puede hacer coincidir usando repetidamente traslaciones,
rotaciones o reflexiones. La nocién de congruencia se puede pensar como una forma de igualdad

entre figuras:

Son congruentes. No son congruentes.

En términos de la distancia, todas las composiciones posibles de traslaciones, rotaciones y
reflexiones constituyen exactamente las transformaciones del plano que dejan invariante a la
distancia euclidea. Por ello, estas transformaciones se llaman isometrias.
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En el volumen | de sus Elementos, Euclides prueba varios teoremas que dan la congruencia de dos
triangulos. Por ejemplo, dos triangulos son congruentes si:

1. Todos los lados son iguales.
2. Unlado y dos angulos son iguales.
3. Dos lados y el angulo comprendido son iguales.
En la geometria del taxista, sin embargo, no todos estos resultados siguen siendo ciertos. En efecto,

dos triangulos que tienen iguales dos lados y el angulo comprendido entre ellos pueden no ser
congruentes, como se ve en la figura que sigue.

(22)

)

Esto ocurre porque no todas las isometrias euclideas son isometrias en la geometria del taxista. Este
es precisamente el tema del , donde vimos que algunas
rotaciones no son isometrias en el plano del taxista. En efecto, consideremos la siguiente figura.

k@ V2 I 2

El segmento de longitud 1 que se ve en la grafica de la izquierda, se transforma por una rotacién de
45° centrada en el origen de coordenadas, en un segmento de longitud \/5

En cambio, una rotacién en cualquier multiplo de 90° es una isometria.

900 1

En otras palabras, la geometria euclidea es isotrdpica, es decir, todas las direcciones tienen la misma
naturaleza, mientras que la geometria del taxista no lo es. Ambas geometrias son homogéneas, es
decir, todos los puntos tienen el mismo estado. En efecto, las traslaciones son isometrias del plano
del taxista.
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En realidad, hay muy pocas isometrias en ese plano. La matematica D. Schattschneider ha
identificado en su articulo [1 2] a todas las isometrias del taxista.

Cada una de las distancias definidas por Minkowski con p #2 son no euclideas porque no cumplen
todos los postulados de congruencia.

Nos queda por hacer una ultima observacién muy importante sobre la comparacion de la distancia
euclidea con la del taxista.

Dos distancias d, y d, que supondremos definidas en el plano se llaman equivalentes si hay
nimeros a,b > 0 tales que

adl(P’Q) Sd2(P’Q) del(P,Q),
para todos los puntos P,Q del plano.

La distancia euclidea y la distancia del taxista son equivalentes. En efecto, ya habiamos observado
que la distancia euclidea nunca es mayor que la distancia del taxista. Usando coordenadas,

\l(xz —x1)2 +(, _J’1)2 £|x2 —x1|+|y2 _y1|-

Ademas,

|x2 —xl|+|y2 _J’1| =\/(x2 _x1)2 +\/()’2 _y1)2
22\/(962 _x1)2 +(» _yl)z'

Es decir,

\/(xz —x1)2 +(», _)’1)2 S|x2 —x1|+|y2 _J’1|
SZ\/()C2 —xl)2 +(», —yl)z.

Desigualdades muy parecidas prueban que todas las distancias en la familia definida por Minkowski
son equivalentes.

Esto implica que propiedades tales como la convergencia de sucesiones, la continuidad de funciones,
las nociones de conjunto abierto y conjunto cerrado, son exactamente las mismas en cualquiera de

los planos ¢, de Minkowski.

Por lo tanto, a este nivel bastante técnico, no podemos encontrar ninguna diferencia.
Paraddjicamente, para ver y entender las diferencias, tenemos que analizar las geometrias al nivel
mas basico posible.

No quisiera dejarles con la idea de que esta distancia del taxista sdélo tiene un interés tedrico. Nada
mas lejos de la verdad. Su identificacién como una distancia urbana nos da la pista de una primera



aplicacion en el disefio de rutas y paradas de transporte publico y en la planificacion urbana en
general.

En ecologia se habla de una distancia ecolégica, que consiste en medir las diferencias entre
poblaciones de una misma especie que viven en lugares diferentes. La distancia ecolégica es
simplemente la distancia del taxista calculada en puntos de un cierto espacio cuyas coordenadas
representan caracteristicas de la poblacion.

También se habla en ecologia de nichos ecolégicos. Es importante cuantificar la interseccion entre
esos nichos, considerando los factores que intervienen en la interaccion entre individuos de diferentes
especies que comparten un cierto nicho.

En teoria de la informacion, la distancia del taxista toma el nombre de distancia de Hamming, en
reconocimiento a R. Hamming (1915-1998), uno de los creadores de la teoria. La distancia de
Hamming se usa en la transmision de informacién digitalizada. Por ejemplo, la distancia de Hamming
entre las cadenas 01011110 y 10010010 es 4, indicando que hay diferencias en cuatro posiciones. En
general, si dos cadenas de la misma longitud estan a una distancia d, se necesitaran d errores para
convertir una cadena en la otra. Cuanto mayor sea la distancia, menor sera la posibilidad de cambiar
una cadena por otra, por error.

La distancia del taxista también aparece en contextos mas frivolos, como por ejemplo en el
rompecabezas de quince numeros.

™
1 le2 L3 jed
5 W6 M7 (8
9 |10} 11 12
13 115 | 14
|\

En este rompecabezas el objetivo es, comenzando con cualquier configuracion, el mover las fichas en
direccion vertical u horizontal, usando el lugar vacio, hasta llegar a la configuracién final, que se
muestra en la figura. Observemos que las posiciones de los dos ultimos numeros, 14 y 15, estan
intercambiadas, pues el rompecabezas no tendria siempre solucion si insistiéramos en tener todos los
numeros, desde el 1 al 15, en orden. En la referencia [2] se puede leer una prueba sencilla de esta
afirmacién, mientras que la referencia [15] cuenta la historia del rompecabezas y de su relacion con
Sam Lloyd, un exitoso fabricante de rompecabezas, a veces, un poco tramposo.

La referencia [2] sugiere muchas posibilidades. Por ejemplo, el identificar a todos los puntos que
equidistan de dos puntos dados, o de dos rectas dadas, el ver como sera una elipse del taxista, o una
parabola, etcétera.

Si rotaramos una recta, ¢ obtendremos otra recta? En la referencia [4] se muestra por medio de un
ejemplo que la respuesta puede ser negativa. También podriamos experimentar con otras distancias
de Minkowski y encontrar versiones de las “cosas raras” que hemos visto en el plano del taxista... En
fin, jque si que hay mucho por hacer!

Este articulo se basa en la charla que di en marzo de 2010 en el BoschFest que tuvo lugar en el
Instituto Tecnoldgico Auténomo de la ciudad de Méjico, para celebrar los sesenta afios del profesor



Carlos Bosch, matematico y educador por excelencia. Mucho agradezco su invitacion a los
organizadores, profesores César Luis Garcia y Claudia Gomez.

La imagen representando a Euclides y las fotografias de Hilbert y Minkowski provienen de The
MacTutor History of Mathematics archive | ], que también me
ayudo con datos biograficos e histéricos. La fotografia de la Plaza Mayor en la ciudad de Méjico fue
tomada del archivo de imagenes en Google, mientras que la imagen del rompecabezas de quince
numeros proviene de
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