NUMEROS. Revista de diddctica de las matemdticas
Volumen 37, marzo de 1999, pdginas 37-55

Comprension de la idea de juego equitativo en los nifios

M. Jests Caiiizares, Carmen Batanero, Luis Serrano y
Juan J. Ortiz

Resumen

En este trabajo analizamos las respuestas a dos items que plantean la idea
de juego equitativo, y han sido tomados de Green (1983) y Fishcbein y Gazit
(1984), en dos muestras de nifios entre 10 y 14 afios (n=320; n=147). Estudia-
mos la influencia de la edad y rendimiento matematico sobre el porcentaje de
respuestas correctas. Completamos el estudio con entrevistas a una muestra
reducida de alumnos que sirven para describir diferentes concepciones de los
nifios participantes sobre la idea de juego equitativo.

Abstract

In this research work we analyse the responses given by children in two
samples (n=320; n=147) to two test items taken from Green (1983) and Fischbein
and Gazit (1984) concerning the fairness of a chance game. We study the
influence of age and mathematical ability on the percentage of correct responses.
The study is complemented with interviews to a reduced sample of students,
which serve to describe children’s conceptions of fair games.

Introduccion
Los juegos de azar han tenido una gran importancia en el desarrollo de
la teoria de probabilidades, desde sus origenes, y aun mucho antes, ya que su
practica es tan antigua como el hombre y se ha encontrado en las mas diversas
culturas. Podemos ver esta influencia en el desarrollo formal del tema, en
tratados como el Liber De Ludo Aleé, escrito por Cardano y publicado en
1663, después de su muerte. La correspondencia mantenida entre Pascal y
Fermat, en 1654, en relacion a problemas de juegos, propuestos por el caballe-
ro de Meré, puede considerarse como el inicio de un verdadero céalculo de
Probabilidades. En cualquier caso, la preocupacion por la equitatividad de los
juegos, el volumen de las apuestas y el reparto de las ganancias han sido los
grandes motivadores e impulsores en el desarrollo de esta teoria.
Los juegos de azar son también uno de los principales contextos en el que
los nifios toman contacto con las situaciones aleatorias, tomando conciencia de
la impredecibilidad de sus resultados y de la necesidad de realizar estimacio-
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El estudio de Lidster y cols. (1995) trataba de identificar las consecuencias de
las experiencias extraescolares en el desarrollo de la idea de equitatividad y
codmo esta idea se relaciona con la de probabilidad. Para ello realizaron entre-
vistas a nifios de 12 a 14 afios, utilizando juegos de azar, y a partir de la recogi-
da de datos, representacion, interpretacion y prediccion sobre los mismos. En
Lidster y cols. (1996) describen otros dos estudios con alumnos de 8 a 14 afios
que también trata de relacionar las experiencias dentro y fuera de la escuela
con el desarrollo de la nocién de equitatividad. Se pregunt6 a los alumnos cua-
les, entre una serie de dados, eran o no sesgados (la coleccidon contenia dados
sesgados y no sesgados). Los autores creen que la nocion de equitatividad y
sesgo se desarrolla antes del comienzo de la escuela y se preguntan si hay un
desajuste entre el aprendizaje previsto por el profesor y el conocimiento cons-
truido por el alumno. También cuestionan si la comprension de la idea de sesgo
y equitatividad implica la apreciacion del significado que tiene el muestreo para
determinar si un dado es o no sesgado. -

Aunque las investigaciones han mostrado una serie de sesgos en el razona-
miento probabilistico, también se han encontrado muchas ideas productivas de
los nifios y adolescentes sobre la probabilidad. Vahey y cols. (1997) examina-
ron el razonamiento probabilistico de alumnos de secundaria dentro de un en-
torno de aprendizaje, basado en la tecnologia, que conceptualizaba e implicaba
a los alumnos en el analisis de la equitatividad de los juegos de azar. Su inves-
tigacion mostr6 que los alumnos empleaban el razonamiento probabilistico en
forma productiva en esa tarea y también sugiere que algunas heuristicas cita-
das frecuentemente, como la representatividad, no describen adecuadamente
los razonamientos de los estudiantes.

La equitatividad de un juego puede establecerse, bien si en cada partida
todos los jugadores tiene la misma probabilidad de ganar, obteniendo la misma
cantidad en caso de salir premiados, o bien igualando las esperanzas de ganan-
cia, silas probabilidades de todos los jugadores no son iguales, que viene dada
por el producto entre el premio otorgado y la probabilidad de ganar de cada
jugador. Scholttmann y Anderson (1994) han estudiado las intuiciones de los
nifios de 5 a 10 afios sobre la esperanza matematica, utilizando para ello dos
tipos de juegos con un solo jugador (el nifio): a) Juegos con un solo premio,
donde el nifio puede obtener 0 no un premio en caso de resultado uno entre los
dos sucesos de un experimento aleatorio; b) En el juego de dos premios el nifio
siempre obtiene un premio de diferente valor, segtin el resultado de un experi-
mento aleatorio con dos resultados posibles. Los autores concluyen que, inclui-
do los nifios mas jovenes, tienen una intuicion correcta sobre la idea de espe-
ranza matematica, teniendo en cuenta, tanto la probabilidad, como el valor del
premio para tomar sus decisiones. Sin embargo, tanto la asignacion de proba-
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bilidad, como la puesta en relacion del premio y la probabilidad de ganar sigue,
con frecuencia, estrategias aditivas.

Descripcion del estudio experimental

Los resultados se han obtenido a partir de las respuestas escritas de dos
muestras de alumnos de edades comprendidas entre 10 y 14 afios, sin instruc-
cién en probabilidad, a dos cuestiones sobre la equitatividad de sendos juegos
tomadas de las investigaciones de Green (1983) y Fischbein y Gazit (1984). En
la primera muestra participaron 320 nifios y nifias de tres colegios ptiblicos de
la ciudad de Jaén. Dos de los centros eran mixtos, mientras el tercero era
masculino, por lo que la proporcién de nifios fue ligeramente superior a la de
nifias. Al analizar los datos de esta primera muestra, se vio que podria ser
interesante completar el estudio con algunas entrevistas a nifios, de forma que
pudiésemos describir mas detalladamente su razonamiento.

Para seleccionar a los nifios que habrian de ser entrevistados, se tom6 una
segunda muestra de 147 nifios y nifias de un colegio privado de la ciudad de
Granada. De esta muestra se seleccionaron ocho alumnos para las entrevistas,
que se realizaron por uno de los investigadores, al dia siguiente de que el nifio
o nifia hubiese respondido al cuestionario. A continuacién reproducimos los
items del cuestionario.

ITEM 1.- Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancas y 20 negras. Luis tiene en
su caja 30 bolas blancas y 60 negras. Juegan una partida de azar. El ganador
es el nifio que saque primero una bola blanca. Si ambos sacan simultdneamen-
te una bola blanca o una bola negra, ninguno gana, devuelven las bolas a las
cajas y la partida contintia. Eduardo afirma que el juego no es justo porque en
la caja de Luis hay mas bolas blancas que en la suya. ;Cual es tu opinion sobre
esto?

ITEM 2: Maria y Esteban juegan a los dados. Maria gana 1 peseta si el dado
sale2 63 64 65 6 6. Siresulta un 1, Esteban gana una cierta cantidad de
dinero. ;Cuanto debe ganar Esteban cuando le sale el 1 para que el juego sea
justo o equitativo? RESPUESTA pts. (Por qué?

Para resolver el item 1, tomado de Fischbein y Gazit (1984), se precisa la
comparacion de fracciones, para el caso de composicién proporcional de las
urnas. El contexto y la mencion explicita a la equitatividad del juego introducen
elementos subjetivos en la comparacion, relacionados con las concepciones
del alumno sobre la aleatoriedad y el juego equitativo. El distractor introducido
en este item es una idea muy extendida entre los nifios, que diferencia un
problema de comparacion de probabilidades de otro de comparacion de frac-
ciones. Se trata de la creencia en que, a pesar de tener igual proporcién de
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casos favorables y posibles, el numero absoluto de casos favorables represen-
tauna ventaja. Segun los resultados de nuestra investigacion previa (Cafiizares,
Batanero, Serrano y Ortiz, 1997), este tipo de elemento subjetivo hace que
aumente el nivel de dificultad del problema con respecto al esperado en un
problema de comparacién de fracciones como los propuestos por Noelting
(1980).

El item 2 tomado de Green (1983) evalta las intuiciones que manifiestan
los alumnos sobre lo que seria un juego equitativo, en concreto la idea de que si
uno de los jugadores lleva ventaja, las ganancias deberdn ser inversamente
proporcionales a la esperanza de ganar de cada jugador. El concepto de juego
equitativo, como ya hemos expuesto, puede apoyarse sobre la idea de que los
jugadores tengan la misma probabilidad de ganar, o, si uno de ellos lleva venta-
ja, las ganancias deberan ser inversamente proporcionales a la esperanza de
ganar de cada jugador.

En este item, el alumno puede aplicar esta segunda regla y asignar la ga-
nancia 5 a Esteban, o hacer caso omiso del desequilibrio de probabilidades y
responder que ambos jugadores deberan ganar 1o mismo. Si el alumno respon-
de adecuadamente, nos interesard, ademas, saber si aplica la regla consciente-
mente, utilizando el razonamiento proporcional, y teniendo en cuenta las proba-
bilidades de los sucesos simples y compuestos implicados, o responde por in-
tuicion, sin necesidad de este analisis. Una opcién intermedia seria dar la res-
puesta correcta por correspondencia entre casos favorables y desfavorables
(«por cada vez que gane Esteban, Maria ganara unas cinco veces»). Sin duda
alguna, en este caso también interviene el razonamiento proporcional, aunque
no en el sentido propiamente dicho como relacion parte-todo .

Resultados

En el item 1 hubo un 35% de alumnos que indicaron que el juego era equi-
tativo, aunque no todas se han obtenido por medio de un argumento valido,
pues el 9.1% de ellas justifican la equitatividad apoyandose en un argumento
no pertinente. Tras un analisis de dichos argumentos, hemos obtenido las es-
trategias, que se muestran en la tabla 1.

Comparacion absoluta del niimero de casos favorables:

Es una estrategia incompleta, ya que de los cuatro datos proporcionados en
el problema, sélo se comparan dos y se ignoran los demas. Piaget e Inhelder
(1951) encuentran que, cuando se propone a los nifios comparar dos probabili-
dades, tratan de comparar en primer lugar los casos posibles. Una vez supera-
da esta etapa, centran su atencién en la comparacion de los casos favorables,
eligiendo la caja que tiene mas. Un claro ejemplo de esta estrategia nos lo
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proporciona la respuesta de Pilar (10 afios; 11 meses) al argumentar que Luis
tiene ventaja en el item 1 «porque hay mds fichas blancas»y.

Comparacion absoluta del numero de casos desfavorables:

Cuando, una vez intentada la estrategia anterior, existe igualdad de casos
favorables, los sujetos centran su atencion sobre el numero de casos desfavo-
rables, eligiendo la caja que tenga menos casos desfavorables. Corresponde,
segun Piaget e Inhelder (1951) al final del nivel preoperacional, en que el alum-
no no posee aun la capacidad para establecer relaciones entre el todo y las
partes. Un ejemplo de ella nos lo proporciona Carlos (11 afios; 5 meses) que
considera que Eduardo tiene ventaja en el item 1 porque «hay menos fichas
negrasy.

Estrategia de correspondencia:

Esta estrategia consiste en establecer un criterio de proporcionalidad en
una fraccion y aplicarlo a la otra fraccion. Piaget e Inhelder (1951) afirman
que, a falta de un célculo completo de fracciones, el nifio realiza la compara-
cién por un sistema de correspondencias; cuando las proporciones entre casos
favorables y desfavorables no aparecen como inmediatas, el sujeto calcula
los casos favorables que hay por cada caso desfavorable (o viceversa) en una
de las cajas y compara si esta proporcion es mayor o menor en la otra caja.
Esta estrategia aparece para casos mas sencillos, como cajas proporcionales
durante el periodo de operaciones concretas, aunque no se desarrolla en su
totalidad hasta el periodo de operaciones formales, para ir trasforméndose en
una estrategia puramente multiplicativa, en que se contemplen las relaciones
entre los casos favorables y los posibles. Nosotros hemos considerado este
razonamiento pertinente para resolver correctamente el item 1. Un claro ejem-
plo de esta estrategia es el que nos proporciona la respuesta de José Maria (12
afios; 2 meses) que da una respuesta correcta al item 1, «porque la caja
Eduardo tiene el doble de negras y Luis tiene el doble de negras que de
blancas»y.

Otras estrategias

Entre ellas hemos encontrado las estrategias aditivas donde se comparan
las cuatro cantidades mediante operaciones de adicion o substraccion. Las
estrategias consisten en comparar sélo el nimero de casos posibles o bien
tomar aspectos irrelevantes, como el color favorito o la posicion de las bolas en
la urna o hacer referencia a la suerte. Todas estas estrategias se han estudia-
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do con detalle en Caiiizares y cols. (1997), asi como su uso en problemas de
comparacion de probabilidades y su evolucion con la edad de los alumnos.

Observamos el predominio de la comparacion de casos favorables (42%),
lo que lleva a la respuesta incorrecta de dar ventaja al jugador con mas fichas
blancas, mientras que sélo el 26% usa una estrategia considerada pertinente
(correspondencia). Con independencia de si establecen o no la equiprobabilidad
de las urnas, en general, los alumnos interpretaban, en este item, que juego
justo es sinénimo de equiprobabilidad de los sucesos esperados. Por ejemplo,
Cristina (11 afios; 3 meses) responde: «Eduardo tiene razon. Para jugar a
este juego, deberian de tener los dos la misma cantidad de bolasy. Esto
nos conduce a afirmar que la mayor dificultad en esta cuestion no estéd en la
interpretacion de la idea de juego justo -en la que coinciden la mayoria de los
alumnos como equiprobabilidad de ganar de los jugadores- sino en establecer
si se da o no esa equiprobabilidad.

Tabla 1. Porcentaje de estrategias en el item 1

Juego equitativo Juego no equitativo Respuestas
incompletas
Correspon- Otras Casos Casos
dencia *  estrategias  favorables desfavorables
Muestra 1 32.9 31.5 329 2.7
Muestra 2~ 26.6 9.1 42.7 9.8 11.9

* Respuesta correcta

La respuesta mayoritaria al item 2 fue la correcta seguida por la que otorga
la misma ganancia, independientemente de las probabilidades de ganar. En
cuanto a los argumentos empleados, un 46% del total de los alumnos apoyan su
respuesta correcta con un argumento en que se cuantifican las posibilidades de
los contrincantes, como ocurre con la respuesta de Ricardo (12 afios; 1 mes):
«Maria tiene 5 oportunidades mds, o sea, que considero justo que sean 5
pts.» (Alumno n° 58), o la de Carlos (10 afios; 11 meses): «5 pts., porque
Maria tiene cinco oportunidades para ganar 1 pts. y Esteban una opor-
tunidady, mientras que un 19.6% de los argumentos admiten la ventaja de
Maria, pero no la cuantifican explicitamente.
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Tabla 2. Porcentaje de respuestas al item 2

1
1 pts. 234 5 pts. * 6 pts. Otra  Blanco
Muestra 1 17.1 7 51.4 10.8 92 4.4
Muestra 2 11.9 9.1 58.0 9.1 7.0 49

* Respuesta correcta

Este tipo de argumentos se usa para justificar la respuesta correcta, o cual-
quier cantidad de dinero superior a 1 pts. Asi, Ginés (11 afios; 3 meses ) res-
ponde: «(Esteban debe ganar) 6 pts. porque tiene menos posibilidadesy, y
Triana (11 afios; 3 meses) utiliza el mismo argumento para justificar otra res-
puesta: «(Esteban debe ganar) 2 pts. porque si no, el juego no es justo.
Tiene que ganar mds dinero porque Maria tiene mds posibilidades de
ganary . También Carlos (12 afios; 4 meses) utiliza el mismo argumento, pero
esta vez acompafia a la respuesta correcta: «(Esteban debe ganar) 5 pts.
porque Maria tiene muchas mds posibilidades, cosa que Esteban no, y lo
mas seguro es que gane Maria, por eso, si gana Esteban, debe ganar mds
dineroy.

Influencia de la edad

Como se ha comentado mas arriba, estdbamos interesados en estudiar si el
porcentaje de respuestas correctas aumentaba, de forma natural, con la edad
de los alumnos. En la tabla 3 se exponen los resultados para el item 1,
desglosando las estrategias por curso académico. Los alumnos participantes
cursaban 5° 0 6° curso de Educacion Primaria (10-11 y 11-12 afios) y 1° 0 2°
Curso de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO) (12-13 y 13-14 afios). Como
puede observarse, el factor edad influye favorablemente en las respuestas a lo
largo de los tres primeros cursos. La estrategia errénea mayoritaria, que lleva
a afirmar la falta de equitatividad del juego en base a la comparacion absoluta
de casos favorables, desciende a lo largo de los tres primeros cursos, aumen-
tando la estrategia de correspondencia, que conduce a la respuesta correcta
de equitatividad.
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Tabla 3. Porcentaje de respuestas correctas, segiin curso

5°Primaria  6° Primaria 1°ESO 2°ESO

ftem 1
Muestra 1
10.1 23.1 33.1 32.9
Muestra 2 11.1 27.0 36.9 31.2
ftem 2
Muestral ---- 45.1 62.1 46.6
Muestra2 444 56.8 63.2 68.7

Entre las respuestas incorrectas la més frecuente en los cursos inferiores
es la que tiende a igualar las ventajas de los contrincantes asignando las mis-
‘mas cantidades (1 pts.) a ambos, ignorando la no equiprobabilidad de los suce-
sos implicados. Este tipo de respuesta es mas frecuente en los cursos inferio-
res y manifiesta la tendencia a igualar las ventajas de los contrincantes asig-
nando las mismas cantidades a ambos, atin ignorando la informacién dada de
no equiprobabilidad de los sucesos implicados. Asi nos lo demuestra Javier (10
afios; 5 meses) con su respuesta: «(Esteban debe ganar) 1 pts. porque asi
da igual la cantidad que salga. Asi los dos ganardn los mismos dinerosy.

Debemos concluir, pues, que aunque la mayoria de los sujetos son cons-
cientes de que la recompensa puede equilibrar las desigualdades en las venta-
jas, algunos alumnos de los cursos inferiores no llegan a coordinar las diferen-
tes variables que les proporciona la informacion del problema, realizando de
nuevo la comparacién de una sola variable: bien los sucesos implicados, bien la
recompensa asignada a cada jugador, pero no consideran ambas cosas a la
vez.

Influencia del rendimiento en matematicas

Para estudiar la influencia de esta variable, hemos asignado a cada alumno
de la primera muestra un nivel de rendimiento matematico, dado por una cali-
ficacién proporcionada por el profesor de los nifios, basada en sus rendimien-
tos en matematicas durante el presente curso escolar. Esta variable podia to-
mar los valores alto, medio y bajo. En la tabla 4 podemos observar que el
proceso de instruccion, al igual que la maduracion, tienen influencia en la con-
sideracién de juego equitativo por parte del alumno. En la tabla 4 s6lo hemos
tenido en cuenta los alumnos de la primera muestra.
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Tabla 4. Porcentajes de respuestas correctas al item 2,
segiin rendimiento matematico

Bajo Medio Alto
ftem 1 18.7 20.4 40.5
ftem 2 46.5 60.3 66.7

También hemos podido observar una tendencia a la justificacion de la res-
puesta a este item mediante la cuantificacion, tanto mayor cuanto mas alto es
el rendimiento. Asi, el porcentaje de alumnos que dan una justificacion cuanti-
tativa para su respuesta correcta va creciendo segun el rendimiento matema-
tico (34.9%, 46.6% y 57.1% para un rendimiento bajo, medio y alto, respecti-
vamente), mientras que los que hacen una apreciacion global en la compara-
cion de posibilidades disminuye del rendimiento bajo al alto, siendo atin mas
bajo para los de rendimiento medio (27.%, 13.8% y 19.0% para un rendimiento
bajo, medio y alto, respectivamente).

Finalmente, y aunque mas de la mitad de los alumnos tienen una intuicién
correcta sobre el juego equitativo, hemos encontrado una variedad de interpre-
taciones de este concepto, en torno a las cuales pretendemos profundizar en el
proceso de entrevistas clinicas. En todo caso, la variedad de significados asig-
nados sugiere la conveniencia de incluir este concepto en los programas de
ensefianza de la probabilidad.

Analisis de entrevistas

En la segunda muestra realizamos entrevistas a dos alumnos en cada uno
de los grupos de edad eligiéndolos entre aquellos que habian tenido respuestas
correctas o incorrectas a los items. Preguntamos a los nifios sobre las res-
puestas escritas que habian dado al cuestionario asi como sobre la idea que
tenian de juego equitativo. Ademads se presentaron a los nifios otros juegos
equitativos y no equitativos en contextos de ruletas y extracciéon de cartas de
una baraja. En caso de que el nifio considerase que el juego no era equitativo,
se le pedia modificar el juego para convertirlo en equitativo. Del analisis de
estas entrevistas hemos clasificado las concepciones manifestadas por los alum-
nos en las categorias que se describen a continuacion. Para cada uno de los
nifios indicamos entre paréntesis su edad y nivel de razonamiento proporcional.
Puesto que en el item 1 se deben comparar dos fracciones, hemos analizado en
cada uno de los nifios la capacidad de comparar dos fracciones en los niveles
descritos por Noelting (1980), quien se basa precisamente en los estadios de
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Piaget. Noelting diferencia tres niveles I, II y III, diferenciando también
subniveles A y B en cada uno de los niveles I y II. En el nivel IA el nifio es
capaz de comparar dos fracciones sencillas con igual denominador; en el IB de
comparar dos fracciones sencillas con igual numerador. Los niveles IIA y IIB
se caracterizan por la comparacion de fracciones equivalentes, el primero de
ellos se alcanza cuando las fracciones son equivalentes a la unidad. En el nivel
IITI el nifio es capaz de comparar fracciones no equivalentes.

a) Alumnos que no diferencian entre sucesos equiprobables y no equipro-
bables, debido al sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre,1992), que consiste
en considerar todos los sucesos en cualquier experimento aleatorio como
equiprobables, incluso cuando no tengan las mismas probabilidades.

Entre ellos hemos encontrado el caso de Alejandro (10 afios y 5 meses,
nivel de razonamiento proporcional IA). Debido al sesgo de equiprobabilidad
no considera desiguales las posibilidades de ganancia en el juego del item 2. La
idea de juego justo se asocia con jugar con los mismos elementos (la misma
baraja, las mismas bolas).

Alejandro

E: ;Tu qué crees que quiere decir que un juego sea justo?

A: No lo seé.

E: Entonces, jpor qué me dices que ese juego no es justo? (refiriéndose
al item 1). jQué tiene que ocurrir para que sea justo?

A: Pues, que tengan los dos las mismas bolas. Que tienen 10 bolas blan-
cas, 10 bolas blancas. 20 negras, pues 20 negras...

E: Yo te propongo un juego, y tu me dices si es justo o no: Con una
baraja espafiola, sacamos una carta sin mirar. Si la carta sale de oros,
ganas tu. Si sale un as, gano yo. ;Crees que seria justo el juego?.

A: No, porque los dos tenemos que sacar la misma carta.

Carolina (13 afios; 7 meses, nivel de razonamiento proporcional 1A), con-
sidera juego equitativo aquél en que los dos jugadores tengan las mismas pro-
babilidades de ganar. Sin embargo, debido al sesgo de equiprobablidad, en sus
decisiones tiene problemas para establecer cuando dos sucesos compuestos
son o no equiprobables. Considera que el juego del item 1 no es justo por no
tener las cajas el mismo nimero de bolas, a pesar de que piensa que, al ser la
extraccion aleatoria, los sucesos son equiprobables independientemente de la
composicion de las cajas. En los casos en que, por falta de equiprobabilidad, se
establecen diferentes premios, encuentra cierto equilibrio en las ganancias,
pero considera que el juego no es justo. :
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Alumna n° 139: Carolina

E: ;Influye el numero de bolas que hay en las cajas?

C: Creo que es suerte. Bueno, si tiene mds blancas, tendrd mds posibili-
dades, pero... jquién sabe?.

E: ;Tu qué crees que quiere decir que un juego sea justo?

C: Pues, que los componentes tengan las mismas posibilidades, o sea, las
mismas cosas para hacer.

E: Yo te propongo un juego, y tu me dices si es justo o no: Con una
baraja espafiola, sacamos una carta sin mirar. Si la carta sale de oros,
ganas tu. Si sale un as, gano yo. ;Crees que seria justo el juego?.

C: Si. Tenemos las mismas posibilidades. Aunque yo saque distinta carta
que ti, pero mds o menos, puede salir o la mia o la tuya o ninguna.

E: ;Pero, crees que estamos igualadas en las posibilidades? (Vuelve a
explicar el juego)

C: Bueno, creo que oros hay mads... Tengo mds posibilidades, creo que no
es justo, pero podrias ganar tu perfectamente.

E: Entonces, el juego es justo o no?

C: No

E: Y, ;qué hacemos para que el juego sea justo?

C: Pues que, por ejemplo, yo sacara cualquiera de oros y tu cualquiera
de espadas. Asi seria justo.

E: jEn este juego (item 2), ;Maria y Esteban tienen las mismas posibili-
dades de ganar?

C: Yo creo que si. Bueno, uno de ellos tiene mds posibilidades, pero, creo
que si. Puede salirle también al otro.

E: Si, pero, Maria gana con cinco numeros y Esteban con uno. ;Tienen
las mismas posibilidades?.

C: No, Maria tiene madas.
E: ;Y crees que al cambiar el premio de Esteban ya si es justo?

C: Hombre, no es justo, porque todavia no tienen las mismas posibilida-
des. Esteban gana mads, si gana, pero no tiene igual de posibilidades.

b) Alumnos sin sesgo de equiprobabilidad, pero que no saben estable-
cer los premios. En esta categoria hemos encontrado dos casos diferentes.

José Antonio (13 afios y 3 meses, nivel de razonamiento proporcional I1IB).
Este alumno no reconocia la equiprobabilidad de las cajas del item 1, ya que
tiene dificultad en el razonamiento proporcional y estudia este item mediante
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una estrategia aditiva. Considera equitativos los juegos en que los jugadores
tienen igualdad de probabilidades de ganar el juego. Durante la entrevista dife-
rencia entre “igualdad de probabilidades” e “igualdad de dificultad” para deci-
dir si un juego es o no equitativo. En caso de que los jugadores no tengan la
misma ventaja intuye que, cambiando el premio, podria convertir el juego en
equitativo.

E: ;Tu qué crees que quiere decir que un juego sea justo?

J.A: Pues que los dos tengan las mismas posibilidades.

E: ;Entonces el juego es justo o no? (Refiriéndose al item 1)
J.A: Si.

E: Luego los dos tienen las mismas posibilidades...

J.A: Si, pero que uno es mds dificil que otro. No es lo mismo la dificultad
que tener la misma posibilidad. Es justo porque uno tiene menos y otro
tiene mds, pero mds o menos tienen lo mismo, pero luego es mds dificil
porque uno tiene muchas mds negras que blancas. Uno tiene una dife-
rencia de 10 y otro tiene una diferencia de 30... Entonces es mds dificil el
de Luis.

E: Pero si uno lo tiene mds dificil para ganar que el otro, entonces ;jcomo
que es justo?

J.A: Bueno, yo lo veo justo.

Durante la entrevista, en contextos mas familiares, como dados y cartas, el
alumno es capaz de determinar la equiprobabilidad o no de dos sucesos com-
puestos. Pero no asigna correctamente los premios que conviertan el juego en
equitativo, pues no respeta la proporcion inversa entre los casos favorables y
los premios.

E: Te voy a proponer otro juego: Con una baraja espafiola, vamos a
jugar con las siguientes reglas: Sacamos una carta. Si sale una carta de
oros, tu ganas 1 pts. y si sale una carta de otro palo distinto, yo gano 1
pts. ;Es justo?

J.A: No.
E: ;Por qué?

J.A: Porque hay mds cartas de los otros palos, y es mds fdcil que ganes
tu.

E: Entonces, jcomo lo modificamos para que sea justo?
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J.A: Pues si sale una de oros, yo debo ganar mds pesetas que tu.
E: ;Cudntas mas?

J.A: No se... cuatro, por ejemplo, o mas. Por lo menos mds que tu.
E: Pero dime cudnto mas.

J.A: Pues... jse cuentan los ochos, nueves y dieces?

E: No. La baraja espafiola tiene hasta el siete, y luego sota...
J.A: Pues yo ganaria treinta.

Rafael (12 afios y 10 meses; nivel de razonamiento proporcional ITA).

Rafael explica que para €l un juego es justo cuando haya igualdad de posi-
bilidades para todos los jugadores. Aunque no consigue reconocer la
equiprobabilidad en el juego del item 1, si resuelve correctamente el item 2,
aclarando como una variacién en el premio puede hacer que el juego resulte
equitativo. Cuando a Rafael se le propone un nuevo juego en contexto de
cartas, puede ver la falta de equiprobabilidad de los sucesos compuestos, y
proponer dos nuevos sucesos equiprobables, pero no consigue decidir cémo
variar los premios para igualar las ganancias y hacer que el juego sea justo.

E: (4 propdsito del item 2) Entonces, /crees que el juego si puede ser jus-
to aunque los dos jugadores no tengan las mismas posibilidades de ga-
nar...?

R: Seria justo, porque gana 5 pts., pero Maria deberia de ganar 1 cuan-
do sacase 2, 3, 4 6 5, para igualar las posibilidades.

E: Te voy a proponer otro juego: Con una baraja espafiola, vamos a ju-
gar con las siguientes reglas: Sacamos una carta. Si sale una carta de
oros, tu ganas 1 pts. y si sale una carta de otro palo distinto, yo gano I
pts. (Es justo?

R: No.

E: ;Quien tiene mds posibilidades?

R: Tu.

E: Entonces, jcomo lo modificamos para que sea justo?

R: Pues la mitad de la baraja para uno y la mitad de la baraja para el
otro.

E: Pero hay muchas mds de los demds que de oros ;no?.

R: Pero las igualamos. Yo tendria el mismo numero de oros que tu de las
demds.
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E: /Ah!, ;y con la baraja entera?

R: La mitad. Por ejemplo las copas y espadas para mi, y los bastos y los
oros para fti.

E: Pero si mantenemos, con toda la baraja, tu los oros y yo las demds...?
R: Entonces es injusto.

¢) Alumnos que calculan correctamente las probabilidades y la canti-
dad a ganar por cada jugador para convertir un juego en equitativo.
Hemos encontrado dos tipos de razonamiento diferenciados:

Alberto (12 afios; nivel de razonamiento proporcional II1A).

Este alumno, a pesar de haber asignado ventaja a Luis en el juego del

item 1 en sus respuestas al cuestionario, durante la entrevista cambia la
estrategia de comparar solo los casos favorables a una estrategia de
correspondencia, estableciendo asi la equiprobabilidad y afirmando la
equitatividad del juego como un “equilibrio”:
E: Lee el item 1 y su respuesta: “Que es verdad. El juego no es justo, ya
que Luis tiene mds bolas blancas que Eduardo; pero también Luis tiene
mds bolas negras que Eduardo, por lo que también tiene menos probabi-
lidades de ganar”.

AL: Claro, porque la diferencia es la misma, de 20 la mitad es 10, y de 60
la mitad es 30. Pero para ganar hay que sacar una bola blanca, y éste
(Luis) tiene 30 bolas blancas y el otro tiene 10 bolas blancas, pero claro,
también, pues puede perder, porque también influyen las 60 bolas ne-
gras, mientras que éste (Eduardo) tiene 20 nada mds. Estd equilibrado.
Yo creo que es justo, porque si hay la misma diferencia...

Alberto considera que, ademds de otorgarle un premio de 5 pts. al
jugador del item 2, para que el juego sea justo se han de garantizar un
elevado numero de partidas. Esta idea estd en consonancia con la heuris-
tica de representatividad que manifesto en otros items del cuestionario,
por la que no consideraba los ensayos como independientes.

E: (Respecto al item 2)... ;Puede ser justo un juego donde un jugador
tenga mds probabilidades de ganar que otro?

AL: Depende: si a Esteban le diesen 5 pts., estaria equilibrado, porque a
ella, por cada numero que salga de esos, le dan sélo 1 pts., pero, si sélo
le dan tres oportunidades para sacar numeros, seguro que salen esos
(sefiala los numeros de Maria), pues Esteban sélo tiene un numero para
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ganar. Hombre, si saca ese numero, le dan el dinero de golpe, pero si no
lo saca y acaba el juego con tres veces que saquen numero, Maria se va
a llevar 3 pts. y el otro al final se va a quedar con nada.

Finalmente encontramos los casos de Juan Manuel (10 afios y 11 meses;
nivel de razonamiento proporcional IITA), Pablo (11 afios y 10 meses; nivel de
razonamiento proporcional IIIB) y Juan (12 afios y 7 meses; nivel de razona-
miento proporcional IIB). Diferencian sucesos equiprobables y no equiprobables,
y entre juegos equitativos y no equitativos. Son también capaces de modificar
el premio en un juego en que los jugadores tengan diferentes ventajas para
convertirlo en equitativo.

J.M: (Respecto al item 1) Si, es justo.
E: ;Por qué? ;Lleva ventaja alguno de los dos?

J.M: No, porque 90 lo dividimos en tercios y aqui hay un tercio (sefiala el
30) y aqui hay dos tercios (sefiala el 60). Con treinta, lo dividimos en
tercios de diez, y aqui hay un tercio (sefiala el 10) y aqui hay dos (sefiala
el 20).

Respecto al item 2, Juan Manuel parece poseer una idea acertada de cuan-
do un juego es o no justo, y asi lo demuestra en sus respuestas a la entrevista,
siendo capaz de determinar sucesos equiprobables, o de cambiar los premios
para igualar las ganancias.

E: Lee el item 2, y su repuesta: «Tu me dices que Esteban tiene que ganar
5 pts. cada vez que salga un 1, porque tiene cinco posibilidades menos de
ganar.» ;Tu crees que aqui Maria y Esteban tienen las mismas posibili-
dades de ganar?

J.M: Hombre, Maria tiene mds posibilidades, pero Esteban, si gana, se
lleva mas.

E: Yo te propongo un juego, y tu me dices si es justo o no: Con una
baraja espariola, vamos a jugar con las siguientes reglas: Sacamos una
carta. Si sale una carta de oros, tu ganas 1 pts. y si sale una carta de otro
palo distinto, yo gano I pts. ;Es justo?

J.M: No, no, porque tu lo tienes mds facil. Si a ti te sale una de bastos, te
la llevas, te sale una de copas, te la llevas, te sale una de cualquier cosa
que no sea oros y te la llevas.

E: Entonces, jcomo cambiariamos el premio para que fuese justo?

J.M: Pues, que cada uno se lleve dos palos.
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E: Bueno, pero en vez de cambiar las reglas de las cartas, vamos a cam-
biar el dinero del premio.

J.M: Pues, tu te llevas una y yo me llevaria tres.

Conclusiones

La mayoria de los alumnos demuestran una adecuada concepcién de la
idea de juego justo o equitativo, aunque nuestras entrevistas muestran una
gran variedad en las concepciones de los alumnos, desde los que no diferen-
cian entre sucesos equiprobables y no equiprobables, hasta los que son capa-
ces de resolver correctamente todos los problemas. Hay un alumno que intro-
duce factores externos, como la idea de «hacer trampas» y otro que, ademas
de igualar las ganancias en juegos donde los participantes no tienen las mismas
probabilidades, exigen que haya un alto numero de partidas para que el juego
sea equitativo, ignorando asi la independencia de los ensayos. Hay un alumno
que considera que todos los juegos aleatorios, si no se hace trampas, son jus-
tos.

La mayoria de los alumnos entrevistados son capaces de determinar si dos
sucesos compuestos son o no equiprobables, en contextos familiares (cartas y
dados), mejor que en contextos de urnas. Creemos que esto es debido a que
con la baraja de cartas s6lo tienen que comparar los casos favorables, pues el
numero total de casos posibles es el mismo (la baraja completa), y lo mismo
sucede en el lanzamiento del dado del item 9.

La mayoria de los alumnos son capaces de establecer los premios que
corresponden a dos sucesos compuestos no equiprobables (propuestos en con-
textos de cartas y dados) para igualar las ganancias y hacer que el juego sea
justo, aunque hay 2 alumnos que, aunque reconocen que al modificar el premio
de Esteban en el item 9 se igualan las ganancias, siguen considerando que el
juego no es justo.
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