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REFLEXICJ£S EN V ARIEDACl:S OC RI~. 

J.C. Gonzalez-Davila, M.C. Gonzalez-Davila. 
Departamento de Matematica Fundamental, Universidad de La Laguna, 

38204-La Laguna, Espana 

ABSTRACT. 
Symmetries with respect to points on a Riemannian manifold 

are well-known generalization of reflections with respect to 
points in Euclidean space. Besides- symmetries with respect to 
points one can also consider reflections with respect to curves 
and, more generally, reflections with respect to arbitrary 
submanifolds of a Riemannian manifold. 

The purpose of this paper is to give a brief survey of the 
theory of reflections with respect to integral curves of a given 
Killing vector field. 
KEY WORDS : Symmetries, reflections, geodesics. 

0.- INTRODOCCION.-
Loa espacios simetricoa riemannianos constituyen un tipo 

importantisiao de variedades rieaannianas que han sido 
profundamente estudiadaa y en particular clasificadas. Takahashi 
(T) y posterioraente otros autorea han estudiado diferentes 
generalizacionea de lo• •ismoa introduciendo el concepto de 
•reflexi6n• de curvas y de aubvariedadea sobre variedades 
contacto. 

En este trabajo ae prescinde de la estructura contacto y 

unicamente se consider a var ledadea r iemannlanaa con un campo de 
vectorea de Killing global. Bllo per•ite definir loa espacioa que 
den011inamoa espacios (-•i•etricoa, obteniendo al final del •ismo 
ejemplos de espaclos (-simetricos que no poseen en general 
estructura de contacto. 

1.- ESPACIOS (-SIMETRICOS. 

Definici6n L.l- Sea (M,g) una variedad de Riemann conexa, ( un 
campo de vectores de Killing complete, (• -o para todo pEM y ~ la 
1-forma definida por ~(X) z g(X,(), para todo X•X(M). Decimoa que 
M es un espacio (-simetrico si para cada punto p de M existe una 
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isometria (-invariante s : M -----+ M verificando, 
. p 

(Sp)•p = - IT (K) + 21)p•(p 
p 

Dado que M es conexo existe una unica isometria verificando 
las condiciones anter lores. Ademas ( ha de ser necesar iamente 
unitario. Denotamos por (M,g,() el espacio (-simetrico y por A(M) 
el grupo de todas las isometrias de M que son (-invariantes. Sea 
G1 el grupo uniparametrico de las transformaciones globales 
generado por el campo de vectores de Killing (. 

Lema 1.1.- G1 es un subgrupo de Lie de A(M) y pertenece a su 
centro. 
Demostraci6n.- Como ( es un campo de vectores de Killing, G1 es un 
grupo de isometrias. Obviamente se tiene que: 

Luego G1 esta en A(M). 
Ademas, G1 esta en el centro de A(M) al ser (-invariantes los 

elementos de A(M).• 
Lema 1.2.- Sea (M,g,() un espacio (-simetrico. Se tiene, 

i) a(sxy) = sa(x)a(y), para cada aEA(M). 

ii) s ... ( ) = 9 • 
"'t p p 

Demostraci6n.- i) Veamos que a.s .a-1 verifica las condiciones de 
• 

la definici6n anterior en a(x): 
Ya que aEA(M) se sigue: 

-l 
(a.>.· (s.) 911 • (a )•a<x> 

Como a.s .a-1 es una isometr{a y es (-invariante, se tiene que 
• -1 

a.s •• a • s•<•>. 

ii) Dado que G1 esta en A(M), de i) obtenemos 

s;tcp> = ;t.sp.;-t = sP.• 

Oefinici6n 1.2.- La isometria s se denomina reflexi6n en p. 
p 

De las propiedades anteriores, sP es efectivamente la 
ref lexi6n respecto de la curva integral del campo de vectores ( 
que pasa por p. 

Una geodesica 1 sobre un espacio (-simetrico es ortogonal a ( 
si y solo si 1)(7'(0)) = O, ya que el campo de vectores ( es de 
Killing. 
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Evidentemente, cualquier geodesica 1(s) ortogonal a ( tal que 
1(0) se encuentre sobre la curva integral de ( que pasa por pEJot, 
verifica 

(sP.1)(s) = 1(-s) 

siendo s la longitud arco. 

2.- ESPACIOS SIMETRICOS Y (-SIMETRICOS. 

Los espacios (-simetr icos, como se probara posteriormente, 
tienen una estructura de variedad diferenciable que hace a ( un 
campo de vectores estrictamente regular. Entonces, usando [P), M 

es un G1-fibrado principal sobre el espacio 6rbita M = M/(. 
Denotamos por n la proyecci6n natural de M en M. Ademas, como 1J es 
G1-invariante, es una forma de conexi6n de este fibrado, (ver, por 
ejemplo [OJ). Denotamos por 9 la metrica definida sobre M como 
sigue: 

g(X,Y) = g(~,~) 

donde ~, y4 denotan los levantamientos horizontales de X, Yex(M) 

respecto de TJ. 

Teorema 2.1.- Si (M,g,() es un espacio (-simetrico entonces (M,g) 
es un espacio simetrico con simetria geodesica en p = rr(p) dada 
por 

-( 2 .1) s- . n = n. s 
p p 

Demostraci6n.- 8- dado por la expresi6n anterior esta bien 
p 

definido haciendo uso del Lema 1.2. Teniendo en cuenta que se 
verifica 

1J((s).~) 
p q q 

lJ(~) 
q 

0 y 11.( (9 >. ~) 
p q q 

(s->.-X . 
p q q 

se sigue que 

(2.2) 

Entonces se tiene, 

9«s-> -x- , cs-> Y-> p •q q p •q q 

= 9< <s >. x • , cs >. Y •, = gcxq•,yq•> = 9cx- , Y->. pqq pqq q q 

Luego s- es una isometria en (M,g). 
p -

Veamos finalmente que (s;>.; = - I sobre T;(M): 

cs-> -x- = n «s > x•> = n c-x• + 2Tt<i.>(> = - x- •• p •p p • p •p p • p p p 
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La proyeccidn n:M ----+ M induce dn homomorf ismo de grupos ; 
entre el grupo de automorfismos A(M) y el grupo de isometrias I(M) 
de M dado por: 

; : A(M) 
a 

donde a(n(p)) n(a(p)), para todo pEM. 

I(M) 

;(a) -a 

Efectivamente ; esta, bi en def inido ya que G1 esta en el 
centro de A(M) y se cumple la f6rmula (2.1) para a y a, esto es, 

a.Px/ = (a•n<p>xmp>)•, para todo XEX(M). 

Lema 2.3.- El nucleo del homomorfismo; es G1
• 

Demostraci6n.- Si ;teG1 entonces 

(~(;t))(n(p}} = n(;t(p)) = n(p). 
Luego G1 ~Ker(;). 

Si aeKer(;) entonces n(a(p)) = n(p), para todo peM. Por tanto 
a conserva las curvas integrales del campo de vectores (. Sea x un 
punto f ijo de M y t

0
eR tal que 

a(x) = ;t (x). 
0 

Para cada keR arbitrario, se tiene 

af
11

(x) = f
11
(a(x)) = ;

11
ft (x) = ;t (;

11
(x)). 

0 0 

Luego a coincide con ;t sabre la curva integral de ( que 
0 

pasa por x. Teniendo en cuenta que a es una isometr ia, ambos 
coinciden en todo M.• 

Oenotamos por G(M) el grupo de desplazamiento del espacio 
simetrico M, esto es, el grupo generado por todos los productos de 
simetrias geodesicas (s-).(s-). 

• 'I 

G(M) es un subgrupo de Lie cerrado del grupo de isometrias el 
cual actua transitivamente sobre i, (ver [L)). 

Ponemos G(M) = ~xG1 donde G denota el subgrupo de A(M) 
generado por todos los productos s .s , x,yEM. Se tiene que G(M) 

• 'I 

es un subgrupo de A(M) y la restricci6n ; : G --t G(M) es un 
isomorfismo dado que ;(s ) = a- , para cada pEM. Ademas, del Lema 

p .. 

1.2, G(M) es un subgrupo normal de A(M). 

Teorema ~-- El grupo de Lie G(M) del espacio (-simetrico (M,g,() 
actua transitivamente. 
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Dernostraci6n.- Sea x un punto de M y B(x;a) la bola geodesica de 
centro x y radio a. Denotarnos por 1 la geodesica ortogonal a ( que 
parte de un punto arbitrario yEB(x;a) y corta 

de ( que pasa por x. Por tanto, el punto 

geodesicas puede ser expresado como ;t(x) 
Suponernos 1 pararnetrizada de manera que 1(0) = 
Entonces, 

y = S1U/'l.8113/'l"ft(X) 

a la curva integral 

de corte de estas 
para algun ; eG1

• 
l 

y, y 1(1) = ;t(x). 

y de aqui yeG(M)(x). Dado que y es un punto arbitrario de B(x;a) 
se tiene que B(x;a)!;G(M)(x). Ademas, corno G(M) es transitivo sobre 

cada 6rbita, G(M)(x) es abierto. Tarnbien G(M)(x) es cerrado 
obteniendose de la conexidad de M que G(M)(x) = M, esto es, G(M) 

actua transitivarnente sobre M.• 

Denotarnos por G
0 

el subgrupo de isotropia de G(M) en el punto 
o de M. Entonces M puede ser identificado con la variedad cociente 

G(M)/G
0 

bajo el difeomorfisrno gG
0

--------+ g(o), geG(M). 

Dado que un espacio (-simetrico es una variedad homogenea y 
las curvas integrales de ( son geodesicas, se sigue que ( es 
estrictamente regular. 

Observaci6n.- Si M=G(M)/G
0 

es un espacio (-simetrico entonces 

G(M)/G xG1 es el espacio simetrico M = M/(, ya que 
0 

g(G xG1
) = G1 (p), 

0 

para cada p = gG
0

• 

Teorema ~.- Sea (M,g,() un espacio (-simetrico y o un punto de 
M. Def inirnos u : G(M) --------+ G(M) por u(g} = s

0
.9.s

0
• Entonces, 

a} u es un autornorfisrno involutivo de G(M) tal que 

( ( G ( M) O') ' G xG 1 
' ( G ( M) ) O', 

0 0 

donde (G(M) )O' = { geG(M)/ u(g) = g) y ( (G(M)O') es la cornponente 
0 

conexa de la identidad de (G(M))u. 

b) Sean 9, 9 y 91 las cor respondientes algebras de Lie de 
0 

G(M), G y G1
, respectivamente. Entonces se tiene: 

0 

i) 9 • 91 
= {Xe9/u (X) = X} = m•. 

0 • 

ii) <; =q
0 

• 91 
• m , donde m- es el subespacio propio de u. 

con autovalor -1. 
iii) Ad{g

0
)(m-) cm, para todo 9

0
eG

0
• 
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iv) [9
0
,9) c 9

0
, [9

0
,m-] c m , [m- ,m-] c m• 

[91 ,9] = [9
1 ,m-) = O. 

0 

Demostraci6n.- ~) Dado que s
0 

es involutivo, s:
1 

= s
0

• Entonces u 
es la conjugaci6n por s

0
, y por tanto, u es un automorf ismo 

involutivo. Si t; eG
1

, la aplicaci6n diferencial de la isometria 
t 

la cual coincide exactamente con (;t).
0 

ya que s
0 

= s; <o>· 
t 

Como Mes conexo, u(;) =f. Luego (G
1
)u = G

1
• 

t t 

Veamos que G c (G(M)u). Sea g e G entonces, 
0 0 0 

(<T(go)).oXo= (So)•o(-(go)•oXo + 2l)o(Xo)(go)•o(o) 

(go)•oXo - 2 lJo(Xo)(go)•o(o + 2110(-go)•oXo + 2l)o(Xo)(go)•o{) 

(go) •oXo • 

Por tanto, G s; (G(M) )u y G xG 1 s; (G(M) )u. 
0 0 

Finalmente, comprobemos que (G(M)u) s; G xG
1

• Sea 7(t) un 
0 0 

subgrupo uniparametrico de Gu. Entonces u(1(t)) = 1Ct) , y de aqui 

so.7(t) = 7(t).so 

Aplicando en o e M, 

S 0(7(t)(O)) = 7(t)(O). 

Por tanto, 7(t) (o) e G
1
(o) y 1(t) e G xG

1
• 

0 

b) i) Dado que uG xGt=id, si Xeq
0

• 9
1 

entonces u.x=x. 
0 

Reciprocamente, supongamos que u.X=X. Si 7(t) es el subgrupo 

uniparametrico de X, entonces 7(t) y u.7(t) tienen el mismo vector 

velocidad inicial. Pero, u.7(t) es tambien un subgrupo 

uniparametrico, y par tanto, u.7(t)=7(t). Ello implica que 7(t) 

esta en (G(M))u, y en particular, en (G(M)u). Dado que 
0 

(G(M)u) 0~0xG
1 , obtenemos que Xeq

0
eq

1
• 

ii) Sigue de ser u. involutivo. 

iii) si x E m y g eG ' 0 0 
debemos probar que 

u.(Ad(g
0
)(X))=-Ad(9

0
)X. 

Dado que u(g
0

) = g
0

, los automorfismos u y C conmutan; de hecho 
go 

uC (a) = u(g ag-
1

) = (C u) (a), para todo aeG. 
go o o go 

Por tanto, 
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u.(Ad(9
0
)X) = u.(c

9 
>.u.x = Ad(9

0
)u.x = -Ad(9

0
)X. 

0 

iv) La primera inclusi6n se da ya que G
0 

es un subgrupo de 
Lie, la segunda por ser m- es Ad(G.)-invariante y las dos ultimas 

dado que G
1
EZ (A(M)). Como m- y m• son los subespacios propios de 

u. de autovalores -1 y +l, respectivamente, se tiene que 
[m- ,m-)cm• .• 

En consecuencia, un espacio (-simetrico es un espacio 

homogeneo reductivo con subespacio de Lie m = 91
e11t • 

El espacio simetr ico M = M/( podemos expresarlo coma la 
variedad cociente G(M)/H donde H denota el subgrupo de isotropia 

de G(M) en o = n(o). G(M) es el menor subgrupo de Lie de I(M) que 

actua transitivamente y es estable por el automorfismo u de G(-M) 

dado por 

Ademas se verifica, 

donde (G(M) )u denota el subgrupo de G(M) que queda fijo por u y 

((G(M))u) su componente conexa. Se sigue entonces que H es 
0 

compacto ( [L)). 

Prooosici6n 2.1.- El espacio 6rbita ii del espacio (-simetrico 

M=G(M)/G
0 

coincide con la variedad cociente ;(G(M))/;(G
0
). 

Demostraci6n.- Dado que se verifica ;(G(M)) G(M), veamos 
unicamente que ;(G

0
) es exactamente el subgrupo de isotropia B de 

;(G(M)) en n(o). 

Si 9
0

EG
0 

entonces n(g
0
(0)) = n(o) y, por tanto, ;(9

0
)EB. 

Por otro lado, sea ;(a)Eii entonces a(o) = •t (o) para algun 
0 

t ER. 
0 

Luego •-t .aEG
0 

y ;(a) = ;<•-t .a)e;(G
0

) ·• 

0 0 

3.- EJEMPLOS DE ESPACIOS (-SIMETRICOS. 

Sea G un grupo de Lie conexo y simplemente conexo. Suponemos 
que posee una metr ica g bi-invariante y un campo de vectores ( 
unitario perteneciente a su centro. Entonces (G,g,() es un espacio 
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(-simetrico. En efecto, ( es campo de vectores de Killing respecto 
g. Dado que ( es unitario se tiene, 

g(-X+2~(X)(,-Y+2~(Y)() = g(X,Y) 

y por tanto S -I + 2~•( es una isometria lineal en cada punto de 
M. Ademas S 9 -----+ 9 es un isomorfismo de algebras: 

(SX,SY] = (-X+2~(X)(,-Y+2~(Y)(] = (X,Y] - 2~(Y)(X,(] - 2~(X)((,Y]. 

Como ( pertenece al centro de 9, 

[ sx I SY] = ( x, y ] • 
La curvatura sobre G se expresa de la siguiente forma, 

RxyZ = l/4(((X,Y],Z]), para todo X,Y,ZE9. 

Luego S conserva la curvatura. Teniendo en cuenta que (G,9) 
es espacio simetr ico, por tan to VR = O, y que G es simplemente 
conexo, se sigue usando (Teorema 7.8, KN I) que existe una unica 
isometria, que denotamos por s : G -----+ G tal que (s >. = s. • • • 
Ademas, como las geodesicas que parten de e son los sub<Jrupos 
uni-parametricos de G, se tiene (ver por ejemplo, (W]) que s. es 
homomorf ismo de grupo. Ademas s. es (-invariante: 

Como ( es campo de vectores de Killing y <•.> •• (. = (., es 
suf iciente probar que 

v(s) x (le = v(s) x <s.>.(le , para todo x~. 
• • • • 

Pero, ambos lados de la igualdad son nulos en todo punto ya que 

VXY = 1/2 ((X,Y]), para todo X,Y~. 

Luego s. es la reflexi6n de G en la identidad e. Las reflexiones 
en cualquier otro punto de G se obtiene de este resultado general: 

Proposici6n 1..t..l·- Sea (M=K/K
0
,9) una variedad ho1D09enea 

riemanniana y ( un campo de vectores de Killing K-invariante sobre 
M. Si M posee el el or igen OEM una reflexi6n respecto de ( 
entonces posee una en cada punto p = "t.(o), aEK, y viene dada por 

s = "t • s . "t -1 • 
p • 0 • 

Demostraci6n.- Veamos primero que s asi definido no depende de 
p 

aEK, tal que p = "t.(o). Sea k
0

EK
0

, entonces 

( "tk •So• "tk -t) •o = - 1t CK) + 2~o •(o = ( 8 o) •o • 
0 0 0 

Dado que M es conexo, se tiene que s
0 

pertenece al centro del 
subgrupo de isotropia K

0
• 
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Sean a
1
,a

2
eK, 

se sigue que 

tal que 't' (o) • 't' (o) • p. Entonces a-1a EK y 
•, •a a 1 • 

Veamos que sP = 't' .a .'t' -1 es la reflexi6n en p: • • • 
i) <s,>.,x, = (-r

0
.s

0
.'t'

0
-1) 0,x, = 

-X't' (o) + 2.,,1: lo> ( X't' (o)) ('t' (o) = (-IT <•> + 21)P •(,) XP 
• • • • p 

ii) Cada s es una isometria y (-invariante.• 
p 

Notar que el campo de vectores ( es completo ya que este es 
de Killing y la variedad M es homogenea riemanniana. 

En consecuencia, en las condiciones del Lema anterior 
(M=K/K

0
,9,() es un espacio (-simetrico. 
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