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Abstract

In this paper an operational calculus for the fractional operators D?, Dg, is developed,
following an algebraic process similar to the one given by Mikusinski and obtaining ope-
rational rules to them.

Resumen

En este trabajo desarrollamos un célculo operacional para los operadores fracciona-
rios Db,Dg, siguiendo un proceso algebraico semejante al de Mikusinski y dando reglas
operacionales para los mismos.

1. Introduccién

En este trabajo, siguiendo un proceso algebraico similar al empleado por J. Mikusinski
[9] para el operador D, desarrollamos un célculo operacional para el operador D°, (§ > 1)
derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y para el operador Dg (6>1, B>0) estudiado
por A. C. Mc-Bride [6].

De entre los trabajos anteriores en este campo destacamos los realizados para operadores
tipo Bessel por V. A. Ditkin y A. P. Prudnikov [3], N. A. Meller [8], E. L. Koh [4] [5], I. H.
Dimovski [2], J. Rodriguez [10].

2. Operador fraccionario de Riemann-Liouville y su generalizado

La integral de orden v > 0, se define segun [11] como

1

O AR (GL (21)

siendo f(¢) una funcién localmente integrable en [0, 00).
.Cuando v es un entero positivo n, entonces I"f(t) es simplemente la n-ésima integral de

f(@).

Algunas propiedades bien conocidas para este operador son las siguientes:
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) I°f() = lim 17 f(t) = f(2).

) DIt =1 f(t).

o) IMIMf(t) = IHAf(t) = IIUf(1),  (v,p > 0).
) D(e+1)

Iutk -
Fv+k+1) 7

(k+1>0,v>0).

La derivada fraccionaria de orden v > 0 de una funcién f(t) € C" ([0, oo)) se define, con la
ayuda de (2.1), mediante DY f(t) = D™ """ f(t) (n—1 < v <n)y satisface, entre otras, las
siguientes propiedades:

e)  D'I*f(t)=I""f(t) (vu,pu—vER).
T(k+1)

vk __
b D=3

" (-1<k<o0,0<v<k).

El operador de integracion fraccionaria generalizado de Riemann-Liouville estudiado en [6]
viene dado por:

B0 = g5 [/ - €7 ) (2:2)

siendo 8,3 > 0y f(t) una funcién localmente integrable en [0, c0).

Definicién 2.1 Sean 3> 0y f(t) € D([O,oo)). Se define el operador Dy mediante

d
Dof(t) = =5f(t) = B7£=D(1). (23)
Esta definicién nos permite extender (2.2) para valores de § < 0 por la férmula
I5f(t) = DRIt f(t) (6 +n >0).

Definicién 2.2 Sea 8 € RT y sea f : [0,00) — C. Definimos el operador potencia del argu-
mento mediante

T7f(t) = £(t°). (2.4)
Sus propiedades mas importantes son:

g) T'f(t)=f(t)
h)  TeTPf(t) = TPT f(t) = T°° f(¢)
iy TPTH =T

En el siguiente aserto se establece que es posible intercambiar el orden de actuacién de los
operadores T7 e I°.

Proposicién 2.1 Si f es localmente integrable en compactos de [0,00) entonces,

TPIof(t) = I5T (1) (2.5)
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La demostracién es un simple ejercicio de cambio de variable.

El producto de los operadores 7% por D se expresa

TPDf(t) = T°[Df(1)] = T°f(t) = F(1°). (2.6)

Si invertimos se tiene,
DTPf(t) = D [T”f(t)] = Df(t%) = Bt°~ ' f'(t7) = Bt° 1 TP D (t).

Y, comparando con (2.6) resulta,

I
TADf(t) = W{)Tﬁm).

Se ha obtenido asi, en virtud de (2.3), la siguiente
Proposicién 2.2 Si f(i) € D, se tiene TPDf(t) = DgT?f(1).
Iiste resultado se generaliza por induccion a todo n € N, valiendo asi:
Proposicién 2.3 Si [(t) € D", se vertfica que

T°D™f(t) = DT f(1). (2.7)
De acuerdo con [6] damos la definicién de derivada fraccionaria generalizada:
Definicién 2.3 Sean p>0, con n—1<p<n y [fe€D". FEnlonces, se define

D4 = D3Iz f(1) (2.8)

Proposicion 2.4 Si f € D", se cumple que

TPDPf(t) = DETPf(t). (2.9)

Demostracion: Basta tener presente la definicion (2.8) y aplicar luego (2.7) y (2.5), asociando
convenientemente los operadores.

De este ultimo resultado y de (2.5), sin mds que operar con T%7 se obtienen:
DP=TEDET? | 1P =T5I5T°

Dy =TPDTS | I =TPI'T%

expresiones que relacionan los operadores D” con D e I* con If.
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3. Cédlculo operacional para D°.

Sea 6 > 1 un numero real fijado. Consideremos el conjunto de funciones:
oo
Cs_1 = {f(/) = Z axt**=" absolutamente convergente en compactos de [0, oo)} (3.1)
y definamos en ¢l las operaciones suma y producto de convoluciéon , dado éste por
1)‘5
([*g)(t) = /ft— £)d¢  para f,g € Cs_y

Obsérvese que para funciones pot,cn(:la](*s toma la forma

DERLE™) oty
L) [8(k +m — 1)

(ok=1y pom=1 _

para m,k € N.
Esta expresion nos permite deducir las propiedades recogidas en la siguiente:

Proposicién 3.1 Si f,g,h € Cs_y y A € R, se verifica que:
a)  (frg)xh=[fx(gxh)

b)  frg=gx*f
¢) AMfxg)=(\)*g .
d t'xf=f

e) [frlgth)=Fxg+[xh
Tampoco presenta problema demostrar:
f) fxg=0<+= f=0 6 ¢g=0,

con lo que Cs_; carece de divisores de cero y por tanto (Cs_1,+,*) es dominio de integridad,;
Ello permite la extension a su cuerpo cociente  M;s_; = Cs_; X ((‘35_1 — {0})/ ~, donde

~  representa, como es usual, la relacion de equivalencia en Cs_; X (@5_1 — {0}), a saber:

(fi,91) ~ (f2,92) <= fi*xg2=g1% fa,
fi€Cs1, gi€Cs —{0} , i€{1,2}

En adelante y siguiendo a Mikusinski, la clase de equivalencia del par (f, g) con g # 0 segun
~ la denotaremos por f/g y la llamaremos operador.

Si definimos en M;s_; las operaciones acostumbradas de adicion, multiplicacion y producto
por un escalar mediante:

L) | L) _ fi(t) *x g:(t) + fa(t) * 1 (2)

PRORETO) a1(2) * ga(t)
L) A AD* A
gl(t) gz(t) (l)*qz( )
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L 0 _af
90~ 90

entonces M;_; tiene estructura de algebra.
Contenida en M;_; hay una parte Mj_, isomorfa a Cs_; mediante la aplicacién

Mj_y C Moy — Csq

g,

y por tanto, los operadores de la forma f(t)/t*~! constituyen un subanillo de Ms_; que por
identificacién podremos escribir f(t).
Teniendo en cuenta que de la definicién de D? se sigue:

DSgks-1 — Mﬁ(’f—l)‘l si k=23,
rls(k - 1)]

D' =0 caso k=1

Iﬁtkﬁ—l — F(k&) tﬁ(k-}-l si k= 1 2
T[6(k +1)]

I

podemos entonces enunciar:

Proposicién 3.2 El operador D° define un endomorfismo en Cs_,. Ademds D°I’f = f e
IPDSf = f(t) — art®™ = f(t) - [tl‘sf(t)] - t=1 para f € Cs_y, y en general se obtiene:

("D f(t) = f(t) - Za !

De especial interés en lo que sigue es el resultado que recogemos a continuacion:

Proposicién 3.3 Para cada f(t) de Cs_1 y k € N son vdlidas las expresiones:

b rp — L) i

W 10 = gt I (32)
5\k _ (6) k6+6—1 *

Y IO = ey O

En adelante, siguiendo la nomenclatura al uso, denotaremos tambien por L al operador I°.
Demostracion:
a) Se obtiene sin dificultad aplicando la definicién.
b) Se establece por induccién sobre k.
I'(6) 4251 I'(6) (kE+5-1
26) Y T(k6+6)

con los

La proposicion anterior nos identifica las funciones

operadores integrales I° e (I°)¥, respectivamente.

['(26) 51 ['(ké +6) !
[(8) 261 [(8) tk+6-1"
Estas expresiones se relacionan con el operador D® como se indica en la siguiente:

y V¥ la aplicacién k-veces de V, dada por

Sean V' el operador

35
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(o]
Proposicién 3.4 Si f(t) = z:a,ctk‘s_1 € Cs_q, se tiene:

k=1
o) Vft)= Dﬁf(t) +a,V (3.3)
b)) V™f(t) = +Zat’51

Demostracion:
Para obtener a) se aplica V a ambos miembros de f(t) = I*D®f(t) + a,t*~', mientras que

iterando este proceso m veces en f(t) = L™(D*)™f(t) + Y_ a;t**~" se infiere b).
=1

4. Reglas operacionales

Al-Bassam prueba en [1] que (D Fa)f(t) =0, a > 0, son dos ecuaciones diferenciales que
admiten como solucién las funciones

oo an—ltn5—1
y1(t) = Es(a,t) = —_ , para el signo — 4.1
(t) = Bs(—a,t) = 3> ZO 2 el lgno. (4.2)
= —a,t) = s , para el signo + 3
mem =T

que junto a (3.3) nos dan las dos primeras reglas operacionales.

Vv

I) V + at®-1 = F(6)E5(_a7t)
Vv

M o =T(0)Es(e,)

Otras reglas operacionales obtenidas a partir de las anteriores son:

V2 I‘(&)
IH) W = 9 [Eg( a,t) ~+ Es(a, i)]
Vv F(
V) V2 _ ao-1 [ ~ Es(a, t)]
t6_l t6 1 ( ) )
S A P 4 N SR
e V + at®1 a a sl =as6) .
gt I'(6) it
VD v = Blet)
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5. Espacio de operadores Ca(s-1)

Si hacemos actuar al operador T?, dado por (2.4), sobre los elementos f del espacio Cs_,
obtendremos una nueva clase de elementos, f, que juntos constituyen el conjunto Cg(s_1).

TP : oy — Cp(s-1)
J(1) = 3 et — Ft) = 3 at?teD
k=1 k=1

Este nuevo conjunto tiene estructura de espacio vectorial y nos referiremos al mismo como
el espacio lineal Cgs_1).

Se comprueba facilmente que f es absolutamente convergente en compactos de [0,00) si y
solo si f lo es. Esto nos permite la definicion equivalente:

Cps-1) = {f(t) =" a,t?*™=1 absolutamente convergente en compactos de [0, oo)}
k=1

Como T# es un isomorfismo lineal de Cs_; en Cos-1) ¥ TPD? = DgTﬁ, en virtud de (2.9),
estamos en condiciones de aplicar el teorema de Meller [8] al diagrama

D5
(35_1 €5—1
T# T%
Cp(s-1) Cps-1)
5
Dﬁ

concluyendo que la operacion

¥ 1 Cps-1) X Cps—1) — Cp(s-1)

Fupa) = (13 7w) « (1¥30)] (5.1)
es una convolucién para Cgs_1).

Las operaciones (+,%) dotan al conjunto Cgis_1) de estructura de anillo conmutativo y
unitario sin divisores de cero, heredada de la de Cs_;, siendo el nuevo elemento unitario para *
la funcién t#6-1), .

Asi (Cg(s-1), +, *) puede extenderse a su cuerpo cociente M = Cp(s-1) X ((‘3;;(5_1) - {0})/ ~
donde ~ representa la relacién de equivalencia dada por:

Fiog)~fa, @) = HA¥G=07%fo

A partir de ahora los pares (f~,§) seran denotados por é y se llamaran operadores, siendo
g
F(¢) PE-1) o
la clase Ji—(l -+ su elemento unitario.
(t)’ t8(6-1)°
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Se definen en M las operaciones suma, producto y producto por un escalar como es cos-
tumbre, dotandole de estructura de dlgebra. Asimismo se identifican los elementos de la clase
f(t)
(BG-1)

Veamos un resultado que identifica en Cg(s_y) la accién del operador I§ con una convolucién.

de M con el correspondiente f(t) de Cp(s-1) como es habitual.

Proposicién 5.1 Si f € Cp(s—1) es localmente integrable, entonces:

1370) = gyt 5.

Demostracion. Se aplica al segundo miembro (5.1) y luego se tiene en cuenta (3.2).
En adelante tambien se denotara por L a Ig. La generalizacién de la proposicién anterior
se enuncia como sigue:

Proposicién 5.2 Para ke Ny f € Cp(s-1) se vertfica:

N I'(6)

(ID)*F(t) = LXf(t) = T )

Demostracién. Se prueba por induccién sobre k.

I'(26) 1B(6-1)

['(8) tA26-1)"

Se enuncian a continuacién resultados obtenidos del isomorfismo 1% : Cs_; — Cp(s-1)

En lo que sigue sera V =

) DyIsF =7
0 D) = J() - at#e
i) V) = D0 + eV

iv)  LM(DR)" (1) = f(t) -

a;tP65-1)

[Vjs

<.
]

v) V() = (DR () + 3 a, v

[V]s

<.
1}
-

6. Reglas operacionales para Cg(s_1)

Hemos visto en la seccién 4 que las ecuaciones diferenciales (D®Fa)f(t), a >0, admiten
como soluciones (4.1) y (4.2), respectivamente. Por tanto sus imagenes mediante el operador
TP, que adoptan la forma

(D Fa)f(t)=0, a>0

tendran por soluciones las funciones
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an—l

n = Es(at’) = 32 st
) 1

para el signo —,
=1
(=a)"”

I'(né)

B(né-1)

e,

Y2 = Es(—a,tf) = para el signo +,

respectivamente, satisfaciendo asimismo
DZEg(a,tﬁ) = aFs(a,t?)

Df,E,g(—a,tﬁ) = —aFEs(—a,t?)

Sustituyendo estas expresiones en iii), se obtienen las dos primeras reglas operacionales

v

I) V — atBE-1) = F(‘S)Eﬁ(a7tﬁ)
v B

H) W = F((S)Eg;(—a,t )

Otras reglas operacionales obtenidas de modo anélogo son:

1) ﬁim_u - @ [Es(a,t%) + Es(—a,t”)|

V) W - _@[Ea(—a,tﬁ) — Es(a,1%)]
5-1 | .

V) Viﬂ;ta(;-u - tﬁ(a : = IElﬁEé(—a,tﬁ)

V) gt = e - S
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