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Resumen Sumando números impares consecutivos se puede obtener cualquier potencia de los 

números naturales. Además se pueden distribuir los números impares en figuras y 

cuerpos geométricos de forma que los números de dichas figuras o cuerpos verifiquen la 

propiedad anterior. 
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Abstract Adding odd consecutive numbers it is possible to obtain any power of the natural 

numbers. Odd numbers also can be distributed in figures and geometric shapes so that the 

numbers of the above mentioned figures or shapes check the previous property. 
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1. Introducción 

Un número natural es impar si no es divisible por 2. Los números impares forman la sucesión: 

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, ... Esta sucesión es una progresión aritmética, con diferencia d=2, que tiene por 

término general: an=2n-1, siendo n un número natural. 

Es conocido que al sumar los n primeros números impares, se obtiene como resultado de la 

suma el cuadrado del número natural n. Esta propiedad se puede observar también geométricamente 

añadiendo filas y columnas a los distintos cuadrados que se pueden ir construyendo. 

En (A. Bodin y L. Grugnetti, 2001, p. 22), aparece una distribución de los números impares en 

forma triangular de forma que al sumar los elementos de cada línea, se obtienen los cubos de los 

números naturales. 

A partir de los dos resultados anteriores, ¿es posible encontrar otras disposiciones de los 

números impares con las que obtener el resto de potencias de los números naturales? La respuesta es 

afirmativa. Se pueden obtener todas las potencias de los números naturales sumando números impares 

consecutivos. Además, de forma similar a como sucede al construir cuadrados para las potencias de 

exponente 2, para obtener las otras potencias, se pueden colocar los números impares en figuras 

geométricas, en los primeros casos y en cuerpos geométricos en los siguientes, de forma que al sumar 

los números de estos objetos geométricos se obtienen potencias de números naturales. A partir de n
8
 

no es suficiente con cuerpos tridimensionales para colocarlos.  
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2. Potencias de exponente 2 

Al calcular la suma de los n primeros números impares, se obtiene como resultado el cuadrado 

de n. Se puede comprobar en la siguiente tabla: 

1             = 1 = 1 

1 + 3           = 4 = 2
2 

1 + 3 + 5         = 9 = 3
2
 

1 + 3 + 5 + 7       = 16 = 4
2
 

1 + 3 + 5 + 7 + 9     = 25 = 5
2
 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11   = 36 = 6
2
 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 = 49 = 7
2
 

.  .  . 

Cada una de estas sumas se puede expresar de la forma: 

∑(2k − 1) = 1 = 12

1

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = 4 = 22

2

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = 9 = 32

3

𝑘=1

 

∑(2k − 1) = 16 = 42

4

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = 25 = 52

5

𝑘=1

 . . . 

De forma general, con la siguiente fórmula, en la que k y n son números naturales:  

∑(2k − 1) = n2

𝑛

𝑘=1

 

Demostración. 

Esta fórmula se puede demostrar utilizando la suma de los términos de una progresión 

aritmética:  

∑(2k − 1) =
((2 · 1 − 1) + (2 · n − 1)) · n

2
=

2 · n · n

2
= n2

n

𝑘=1

 

Geométricamente, la suma de los n primeros números impares, equivale al área de un 

cuadrado de lado n (figura 1). 

 
Figura 1. 
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3. Potencias de exponente 3 

Al disponer los números impares como se indica en el siguiente triángulo (A. Bodin y L. 

Grugnetti, 2001), la suma de los números de cada fila, coincide con los cubos de los números 

naturales. 

 

Cada una de estas sumas se puede expresar de la forma: 

∑(2k − 1) = 1 = 13

1

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = 8 = 23

3

𝑘=2

 ∑(2k − 1) = 27 = 33

6

𝑘=4

 

∑(2k − 1) = 64 = 43

10

𝑘=7

 ∑ (2k − 1) = 125 = 53

15

𝑘=11

 ∑ (2k − 1) = 216 = 63

21

𝑘=16

 

∑ (2k − 1) = 343 = 73

28

𝑘=22

 . . .  

La sucesión formada por los límites inferiores de las sumas: 1, 2, 4, 7, 11, 16, 22, .... , tiene 

como término general: 

𝑛2 − 𝑛 + 2

2
 

La sucesión formada por los límites superiores de las sumas: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, ... , tiene 

como término general: 

𝑛2 + 𝑛

2
 

Esta propiedad se puede expresar con la siguiente fórmula, siendo k y n números naturales: 
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∑ (2k − 1) = n3

𝑛2+𝑛
2

𝑘=
𝑛2−𝑛+2

2

 

Demostración. 

También se puede demostrar esta fórmula con la fórmula de la suma de los términos de una 

progresión aritmética: 

El número de términos es: 

𝑛2 + 𝑛

2
−

𝑛2 − 𝑛 + 2

2
+ 1 = n 

y la suma de los números impares: 

∑ (2k − 1) =

𝑛2+𝑛
2

𝑘=
𝑛2−𝑛+2

2

((2 ·
𝑛2 − 𝑛 + 2

2 − 1) + (2 ·
𝑛2 + 𝑛

2 − 1)) · n

2
= 

=
((𝑛2 − 𝑛 + 1) + (𝑛2 + 𝑛 − 1)) · n

2
=

2 · 𝑛2 · 𝑛

2
= 𝑛3 

4. Potencias de exponente 4 

Si se disponen los números impares en cuadrados de lado n, la suma de todos los números 

impares utilizados en cada cuadrado es igual a n
4
. En cada cuadrado se empieza colocando desde el 

primer número impar. 

 
∑(2k − 1) = 1 = 14

1

𝑘=1

 

 

∑(2k − 1) = 16 = 24

4

𝑘=1

 

 

∑(2k − 1) = 81 = 34

9

𝑘=1
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∑(2k − 1) = 256 = 44

16

𝑘=1

 

 

∑(2k − 1) = 625 = 54

25

𝑘=1

 

. . . 

De forma general, se puede expresar esta propiedad con la siguiente fórmula, en la que k y n son 

números naturales: 

∑(2k − 1) = n4

n2

𝑘=1

 

Demostración. 

Se aplica también la suma de los términos de una progresión aritmética:  

∑(2k − 1) =
((2 · 1 − 1) + (2 · n2 − 1)) · n2

2
=

2 · n2 · n2

2
= n4

n2

𝑘=1

 

Esta propiedad se puede deducir a partir de la fórmula obtenida para las potencias de exponente 2. 

5. Potencias de exponente 5 

Colocamos ahora todos los números impares seguidos según la distribución indicada a 

continuación: 
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.  .  . 

La suma de los números de cada cuadrado y de cada triángulo es la siguiente: 

∑(2k − 1) = 1 = 15

1

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = 3

2

𝑘=2

 

∑(2k − 1) = 32 = 25

6

𝑘=3

 ∑(2k − 1) = 45

9

𝑘=7

 

∑ (2k − 1) = 243 = 35

18

𝑘=10

 ∑ (2k − 1) = 252

24

𝑘=19

 

∑ (2k − 1) = 1024 = 45

40

𝑘=25

 ∑ (2k − 1) = 900

50

𝑘=41

 

∑ (2k − 1) = 3125 = 55

75

𝑘=51

 ∑ (2k − 1) = 2475

90

𝑘=76

 

. . . 
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En el estudio que se está realizando en este artículo, interesa la suma de los números impares 

situados en los cuadrados. 

La sucesión formada por los límites inferiores de las sumas: 1, 3, 10, 25, 51, 91, .... , tiene como 

término general: 

𝑛3 − 𝑛2 + 2

2
 

La sucesión formada por los límites superiores de las sumas: 1, 6, 18, 40, 75, 126, ...., tiene 

como término general: 

𝑛3 + 𝑛2

2
 

 Esta propiedad se puede expresar con la siguiente fórmula siendo k y n números naturales: 

∑ (2k − 1) = n5

𝑛3+𝑛2

2

𝑘=
𝑛3−𝑛2+2

2

 

Demostración. 

Se aplica también la suma de los términos de una progresión aritmética: 

El número de términos es: 

𝑛3 + 𝑛2

2
−

𝑛3 − 𝑛2 + 2

2
+ 1 = 𝑛2 

y la suma de los números impares: 

∑ (2k − 1) =

𝑛3+𝑛2

2

𝑘=
𝑛3−𝑛2+2

2

((2 ·
𝑛3 − 𝑛2 + 2

2 − 1) + (2 ·
𝑛3 + 𝑛2

2 − 1)) · 𝑛2

2
= 

=
((𝑛3 − 𝑛2 + 1) + (𝑛3 + 𝑛2 − 1)) · 𝑛2

2
=

2 · 𝑛3 · 𝑛2

2
= 𝑛5 

De la misma forma, la suma de los números impares situados en los triángulos se puede 

expresar con la fórmula:  
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∑ (2k − 1) =
n2 · (n + 1)2 · (2n + 1)

4

𝑛3+2𝑛2+𝑛
2

𝑘=
𝑛3+𝑛2+2

2

 

pero no es objeto del estudio que se realiza en este artículo. 

6. Potencias de exponente 6 

Si se disponen los números impares en cubos de arista n, la suma de todos los números impares 

utilizados en cada cubo es igual a n
6
. En cada cubo se empieza colocando desde el primer número 

impar. En los siguientes gráficos aparecen los cubos, los números impares que se colocan en ellos y 

por último la suma de todos los números situados en cada cubo. 

 
 

∑(2k − 1) = 1 = 16

1

𝑘=1

 

 

empezando por la capa superior 

 

∑(2k − 1) = 64 = 26

8

𝑘=1

 

 

empezando por la capa superior 
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∑(2k − 1) = 729 = 36

27

𝑘=1

 

 

 

∑(2k − 1) = 4096 = 46

64

𝑘=1
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∑(2k − 1) = 15625 = 56

125

𝑘=1

 

. . . 

Esta propiedad se puede expresar con la siguiente fórmula siendo k y n números naturales: 

∑(2k − 1) = n6

n3

𝑘=1

 

Demostración. 

Se aplica también la suma de los términos de una progresión aritmética:  

∑(2k − 1) =
((2 · 1 − 1) + (2 · n3 − 1)) · n3

2
=

2 · n3 · n3

2
= n6

n3

𝑘=1

 

Esta propiedad se puede deducir también a partir de la fórmula obtenida para las potencias de 

exponente 2. 

7. Potencias de exponente 7 

Colocamos ahora todos los números impares seguidos según la distribución indicada a 

continuación. Se completan cubos de arista n y a continuación se completan tres pirámides de base 

cuadrada. En este apartado se estudiará únicamente la suma de los números impares situados en los 

cubos. De la misma forma que sucedía en las potencias de exponente 5, se puede estudiar la suma de 



Los números impares y las potencias de los números naturale 
L. Barrios Calmaestra 

 

 

 

 

 65 Sociedad Canaria Isaac Newton 

de Profesores de Matemáticas 
Vol. 88  marzo de 2015 

los impares situados en las pirámides, pero el estudio realizado en este artículo se centra en el 

resultado de los primeros. 

    

    

∑(2k − 1) = 1 = 17

1

𝑘=1

 

    

se empieza completando el cubo y después cada una de las pirámides 

 
   

    

La suma de los números impares situados en el cubo:      ∑ (2k − 1) = 128 = 2712

𝑘=5
 

    

se empieza completando el cubo y después cada una de las pirámides 
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La suma de los números impares situados en el cubo:     ∑ (2k − 1) = 2187 = 3754

𝑘=28
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La suma de los números impares situados en el cubo:     ∑ (2k − 1) = 16384 = 47160

𝑘=97
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La suma de los números impares situados en el cubo:     ∑ (2k − 1) = 78125 = 57375

𝑘=251
 

. . . 

La sucesión formada por los límites inferiores de las sumas: 1, 5, 28, 97, 251, 541, .... , tiene 

como término general: 

𝑛4 − 𝑛3 + 2

2
 

La sucesión formada por los límites superiores de las sumas: 1, 12, 54, 160, 375, 756, ...., tiene 

como término general: 

𝑛4 + 𝑛3

2
 

Esta propiedad se puede expresar con la siguiente fórmula, siendo k y n números naturales: 

∑ (2k − 1) = n7

𝑛4+𝑛3

2

𝑘=
𝑛4−𝑛3+2

2

 

Demostración. 

Se aplica también la suma de los términos de una progresión aritmética: 

El número de términos es: 

𝑛4 + 𝑛3

2
−

𝑛4 − 𝑛3 + 2

2
+ 1 = 𝑛3 

y la suma de los números impares: 

∑ (2k − 1) =

𝑛4+𝑛3

2

𝑘=
𝑛4−𝑛3+2

2

((2 ·
𝑛4 − 𝑛3 + 2

2 − 1) + (2 ·
𝑛4 + 𝑛3

2 − 1)) · 𝑛3

2
= 

=
((𝑛4 − 𝑛3 + 1) + (𝑛4 + 𝑛3 − 1)) · 𝑛3

2
=

2 · 𝑛4 · 𝑛3

2
= 𝑛7 

8. Potencias de exponente 8 

Es de suponer que a partir de aquí se necesitarían objetos geométricos de dimensión superior a 

tres para disponer los números impares como se ha hecho en los apartados anteriores, por lo que no se 

podrá ilustrar con un gráfico. 

Se obtendrían las siguientes sumas: 
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∑(2k − 1) = 1 = 18

1

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = 256 = 28

16

𝑘=1

 

∑(2k − 1) = 6561 = 38

81

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = 65536 = 48

256

𝑘=1

 

∑(2k − 1) = 390625 = 58

625

𝑘=1

 . . . 

De forma general, esta propiedad se puede expresar con la siguiente fórmula, siendo k y n 

números naturales: 

∑(2k − 1) = n8

n4

𝑘=1

 

Demostración. 

Se aplica también la suma de los términos de una progresión aritmética:  

∑(2k − 1) =
((2 · 1 − 1) + (2 · n4 − 1)) · n4

2
=

2 · n4 · n4

2
= n8

n4

𝑘=1

 

Esta propiedad se puede deducir también a partir de la fórmula obtenida para las potencias de 

exponente 2. 

9. Potencias de exponente 9 

Igual que sucede en el apartado anterior, no se pueden colocar los números impares en objetos 

geométricos para poder ver la distribución que siguen. 

Se obtendrían las siguientes sumas: 

∑(2k − 1) = 1 = 19

1

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = 512 = 29

24

𝑘=9

 

∑ (2k − 1) = 19683 = 39

162

𝑘=82

 ∑ (2k − 1) = 262144 = 49

640

𝑘=385

 

∑ (2k − 1) = 1953125 = 59

1875

𝑘=1251

 . . . 

La sucesión formada por los límites inferiores de las sumas: 1, 9, 82, 385, 1251, .... , tiene como 

término general: 
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𝑛5 − 𝑛4 + 2

2
 

La sucesión formada por los límites superiores de las sumas: 1, 24, 162, 640, 1875, ...., tiene 

como término general: 

𝑛5 + 𝑛4

2
 

Esta propiedad se puede expresar con la siguiente fórmula, siendo k y n números naturales: 

∑ (2k − 1) = n9

𝑛5+𝑛4

2

𝑘=
𝑛5−𝑛4+2

2

 

Demostración. 

Se aplica también la suma de los términos de una progresión aritmética: 

El número de términos es: 

 
𝑛5 + 𝑛4

2
−

𝑛5 − 𝑛4 + 2

2
+ 1 = 𝑛4 

y la suma de los números impares: 

∑ (2k − 1) =

𝑛5+𝑛4

2

𝑘=
𝑛5−𝑛4+2

2

((2 ·
𝑛5 − 𝑛4 + 2

2 − 1) + (2 ·
𝑛5 + 𝑛4

2 − 1)) · 𝑛4

2
= 

=
((𝑛5 − 𝑛4 + 1) + (𝑛5 + 𝑛4 − 1)) · 𝑛4

2
=

2 · 𝑛5 · 𝑛4

2
= 𝑛9 

10. Potencias de exponente 10 

Se obtendrían las sumas: 

∑(2k − 1) = 1 = 110

1

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = 1024 = 210

32

𝑘=1

 

∑(2k − 1) = 59049 = 310

243

𝑘=1

 ∑ (2k − 1) = 1048576 = 410

1024

𝑘=1

 

∑ (2k − 1) = 9765625 = 510

3125

𝑘=1

 . . . 

Esta propiedad se puede expresar con la siguiente fórmula, siendo k y n números naturales: 
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∑(2k − 1) = n10

n5

𝑘=1

 

Demostración. 

Se aplica también la suma de los términos de una progresión aritmética:  

∑(2k − 1) =
((2 · 1 − 1) + (2 · n5 − 1)) · n5

2
=

2 · n5 · n5

2
= n10

n5

𝑘=1

 

Esta propiedad se puede deducir también a partir de la fórmula obtenida para las potencias de 

exponente 2. 

11. Generalización 

Observando por una parte las fórmulas obtenidas para las potencias de exponente par y por otra 

la obtenida para las potencias de exponente impar, se aprecia que presentan cierta similitud y que 

pueden agruparse cada grupo de ellas en una sola fórmula. 

11.1. Potencias de exponente par 

Las fórmulas obtenidas en estos casos: 

∑(2k − 1) = n2

𝑛

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = n4

n2

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = n6

n3

𝑘=1

 

∑(2k − 1) = n8

n4

𝑘=1

 ∑(2k − 1) = n10

n5

𝑘=1

 . . . 

se pueden resumir en: 

∑(2k − 1) = n2m

nm

𝑘=1

 

con n y m números naturales. 

Demostración. 

Esta fórmula se puede demostrar con la fórmula de la suma de los términos de una progresión 

aritmética:  

∑(2k − 1) =
((2 · 1 − 1) + (2 · nm − 1)) · nm

2
=

2 · nm · nm

2
= n2m

nm

𝑘=1
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11.2. Potencias de exponente impar 

Las fórmulas obtenidas en estos casos: 

∑ (2k − 1) = n3

𝑛2+𝑛
2

𝑘=
𝑛2−𝑛+2

2

 ∑ (2k − 1) = n5

𝑛3+𝑛2

2

𝑘=
𝑛3−𝑛2+2

2

 

∑ (2k − 1) = n7

𝑛4+𝑛3

2

𝑘=
𝑛4−𝑛3+2

2

 ∑ (2k − 1) = n9

𝑛5+𝑛4

2

𝑘=
𝑛5−𝑛4+2

2

 

. . . 

se pueden resumir en: 

∑ (2k − 1) = n2m−1

𝑛𝑚+𝑛𝑚−1

2

𝑘=
𝑛𝑚−𝑛𝑚−1+2

2

 

con n y m números naturales y m>1. 

Demostración. 

También se puede demostrar esta fórmula con la fórmula de la suma de los términos de una 

progresión aritmética: 

El número de términos es: 

𝑛𝑚 + 𝑛𝑚−1

2
−

𝑛𝑚 − 𝑛𝑚−1 + 2

2
+ 1 = nm−1 

y la suma de los números impares: 

∑ (2k − 1) =

𝑛𝑚+𝑛𝑚−1

2

𝑘=
𝑛𝑚−𝑛𝑚−1+2

2

((2 ·
𝑛𝑚 − 𝑛𝑚−1 + 2

2 − 1) + (2 ·
𝑛𝑚 + 𝑛𝑚−1

2 − 1)) · nm−1

2
= 

=
((𝑛𝑚 − 𝑛𝑚−1 + 1) + (𝑛𝑚 + 𝑛𝑚−1 − 1)) · nm−1

2
=

2 · 𝑛𝑚 · 𝑛𝑚−1

2
= 𝑛2𝑚−1 
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12. ¿Potencias de exponente 1? 

Las fórmulas deducidas anteriormente empiezan con n
2
. En la última fórmula para potencias de 

exponente impar, se especifica que m>1. ¿Qué sucede si m=1? 

Para m=1 se obtiene: 

∑ (2k − 1) = n1

𝑛+1
2

𝑘=
𝑛+1

2

 

Si n es par, los límites inferiores y superiores son fracciones iguales y entonces la expresión 

"2k-1" no es un número impar. 

Si n es un número impar, en la suma únicamente aparece un sumando que también es impar. 

Queda la igualdad n=n. Cualquier número impar es igual a él mismo. 
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