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1. - INTRODUCCION 

En los problemas de Optimizaci6n Multiobjetivo, la imposibilidad general 

de alcanzar una soluci6n que, simultaneamente, optimice todos los objetivos 

(punto ideal), introduce una caracteristica esencial que renueva la concepci6n 

tradicional de optimalidad. Por esta raz6n, la soluci6n de dichos problemas, 

entendida desde el punto de vista del decisor como soluci6n preferida, ha de 

buscarse entre los puntos maximales (minimales) del conjunto descrito por los 

valores alcanzados por las funciones objetivo. En lo sucesivo, denominaremos 

eficientes a dichos puntos. 

La elecci6n de un punto eficiente se enfrenta con no pocas dificultades 

originadas primordialmente porque: 

a) Su numero puede ser muy elevado. 

b) Es muy diffcil (6 imposible) que el decisor pueda establecer con 

precisi6n cuales son SUS preferencias globales, para poder elegir SU soluci6n 

preferida en base a una funci6n de valor sabre los niveles alcanzados por los 

objetivos. 

Por ello, si el decisor fuese capaz de emitir informaci6n puntual sabre 

sus preferencias, una forma natural de proceder consistiria en incorporar 

progresivamente dicha informaci6n a un procedimiento en el que se intercalen 

etapas de calculo de soluciones eficientes con etapas de emisi6n de 

informaci6n. Precisamente, estas son las caracterfsticas esenciales de los 

metodos interactivos (ver, por ejemplo, Gonzalez Martin (1984)). 

Nuestro interes se centra en calcular puntos eficientes en sintonia con 

las orientac iones que ofrezca paulatinamente el decisor, tratando de ejecutar 

el proceso de busqueda en la direcci6n propuesta por este . 
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Debi do a las dificultades apuntadas anteriormente para el 

establecimiento de las preferencias del decisor, trabajaremos en condiciones 

de poder plasmar la informaci6n que este suministra en los parametros 

definidores de ciertas distancias utilizadas en problemas auxiliares 

uniobjetivo, que permiten generar puntos eficientes en las direcciones de 

busqueda "marcadas" por el decisor. Evidentemente, la congruencia de todo el 

proceso debe imponer una busqueda en referencia al punto ideal. 

Por ello, en este trabajo se lleva a cabo un estudio en 

el que se profundiza en la utilizaci6n de determinadas distancias en la 

construcci6n de metodos interactivos para resolver problemas de optimizaci6n 

multiobjetivo. En el apartado 2 se introduce la notaci6n y terminologia 

basicas. En el apartado 3 se estudian propiedades de la f amilia de distancias 

invariantes por trasla<ti6n. En el apartado 4 se analizan las propiedades de 

algi.;nas distancias particulares, pertenecientes a la familia antes mencionada, 

en relaci6n con el calculo de puntos eficientes. Por ultimo, en el apartado 5 

se da un esquema general que soporta un metodo interactivo basado en 

distancias. 

2.- NOTACION y DEFINICIONES BASICAS 

El problema general de Programaci6n Multiobjetivo se plantea en los 

terminos siguientes: 

max (f (x), ... ,f (x)) 
1 p 

s. a: xeX 

siendo X~0• f :R0---~ R, \/ie{l,. .. ,p}, pii!!2. 
l 

De manera equivalente, el problema (1) se formula como: 

max y 

s.a: yef(X) 

donde f(X)=Hf (x),. . .,f (x))/xeX}. 
1 p 

• 

(1) 

(2) 

Si 'v'ie{l, .. .,p}, x es soluci6n 6ptima 
l. • • t 

del problema de max f (x), s. a 
• l 

xeX, denotamos por f =(f (x ), .. .,f (x )) . 
• 1 1 p p 

f es denominado pun to ideal y, 

en general, f ~f(X). 

Notamos por S={yef(X)/~y'ef(X), y'~y. y'2::y} al conjunto de puntos 

eficientes de f(X) y por DS={yef(X)/jy'ef(X), y'>y} al conjunto de puntos 

debilmente eficientes. 

A tenor de lo dicho mas arriba, los puntos eficientes son los candidatos 
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a ser la saluci6n preferida del decisar y, par tanto, la soluci6n del 

prablema planteada. En este trabaja, el calcula de tales puntas lo realizamas 

utilizanda ciertas distancias en prablemas auxiliares uniobjetivo. Al estudia 

de dichas distancias dedicaremos el siguiente apartada. 

3. - DIST ANCIAS INV ARIANTES POR TRASLACION 

Supangamos en este epigrafe que f(X)~V. sienda V un espacia vectorial 

p-dimensianal. 

Dada d, distancia definida sabre V, pademas definir una funci6n g:V~ R 

tal que g(v)=d(v,0), VveV. Entre atros, se pueden obtener para g los 

siguientes resultadas de interes: 

Teorema ! 
Si 3 I · I· narma sabre V tal que d( v. w )= ~ v-w I· entances g es una funci6n 

canvexa. 

Demostracl6n 

Vv,weV, Vi\e[O,l), 

i\g(v)+(l-i\)g(w). 

Oefinici6n 

g(i\v+(l-i\)wl=I i\v+(l-i\lwl~I i\vl +I (1-i\)wl =i\ lvl +(1-i\) lwl = 

• 

Una distancia d definida sabre V es invariante par traslaci6n si, y s6lo 

si, Vu,v,weV, d(u+w,v+w)=d(u,v). 

Trivialmente, se demuestran los siguientes resultados: 

i) Si d es invariante por traslaci6n, entonces la funcl6n g es slm~trlca. 

ii) Si d esta definida por una norma (coma en el teorema 1), entonces d 

es invariante por traslaci6n. 

iii) Si d es invariante por traslaci6n, entances Vv, weV, 

g(v+w)sg(v)+g(w). 

Una especie de reciproca del teorema 1 se establece en las siguientes 

terminos: 

Tearema ~ 

Dada una distancia invariante por traslaci6n, si g es convexa entoces g 

es una norma. 

Oemastraci6n 
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a) Trivialmente, g(v)i!:O, VveV. 

b) VneN, VveV, g(nv)=ng(v); ya que, como g(nv):sng(v ) si 3meN tal que 
1 g(mv) < mg(v), entonces g(2mv) :s g(mv) + g(mv) < 2mg(v) =+ g(v) > Zm g(2mv) + 

2m-l 2ffi g(O) = g(v), por la convexidad de g; y esto es absurdo. 

c)Vi\eR, i\2:0, VveV, g(..\v):si\g(v) ya que 3nelN, tal que i\e[n,n+l] ; es decir, 

3c5e[O,l], tal que i\ c5n+(l-<S)(n+l), y por . tanto g(i\v) ~ c5g(nv) + 

(l-c5)g((n+l)v) = (c5n+(l-c5)(n+l))g(v) = i\g(v). 

d)Vi\elR, VveV, g(i\vl=I>. I g(v), usando adecuadamente los puntos a y c de 

esta demostraci6n y el hecho de que g es simetrica. • 
Las propiedades anteriores permiten obtener los siguientes resultados en 

relaci6n con el calculo de puntos eficientes. 

Teorema ~ 

Supongamos que f(X) es compacto. Si d es invariante por t raslaci6n y g 
• es convexa y, ademas, Vy'ef(X), Sf\[y' ,f ]~. entonces la soluci6n 

del problema: 

se alcanza en un punto eficiente 

Demostraci6n 

• min d(y,f ) 

s . a: yef(X) 

(3) 

Sea y soluci6n 6ptima de (3). Supongamos que :Yis. Por tanto, 
- . . - . . - . 

3y
1
eSf\[y,f ], es decir 3..\e]0,1[ tal que y

1
-f =..\(y-f ) • g(y

1
-f )=..\g(y-f ) < 

- . . - . -
g(y-f ) =+ d(y

1
,f )<d(y,f ), en contradicci6n con el hecho de que y sea 

soluci6n de (3}. • 
Corolario 

Si f(X) es convexo y compacto, d es invariante por traslaci6n y g es 

convexa, la soluci6n del problema (3} es eficiente. 

Demostraci6n 

Basta cornprobar que si f(X) es cornpacto y convexo, entonces Vyef(X), 
• [y,f ]AS~. • 

En los razonamientos efectuados en este apartado se fundamenta la 

discus.ion que realizaremos a continuaci6n particularizada para ciertas 

distancias invariantes por traslaci6n. 
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4.- £STUDIO COMPARATIVO DE ALGUNAS DISTANCIAS 

Sean las distancias Lineal Ponderada, del Maximo Ponderado y Cuadratica 

o Elipsoidal definidas, respectivamente como: 
p p 

- dL(y,y'l = I:n1ly1-y~I· I: n
1
=1, n

1
?::0, Vie{l, ... ,p}. 

I =l I =1 
p 

max { n
1
ly

1
-y;I. i=l, ... ,p}, [n

1
=1, n

1
?::0, Vie{l, ... ,p}. 

l=l 

t 1/2 - d
0 

(y ,y') = ( (y-y') Q(y-y')) • siendo Q una matriz cuadrada de orden 

p definida positiva. 

Es trivial probar que las tres distancias anteriores son invariantes por 

traslaci6n y que las correspondientes funciones g son convexas. 
p 

Notamos por P={nelRP I I: n
1
=1, n

1
?::0, V'ie{l, ... ,p}} y por P+ =int P y por 

l=l 

S (n), S (n) y S (n) los correspondientes conjuntos soluci6n del problema (3) 
L M Q 

para las tres distancias introducidas anteriormente. lndudablemente, las 

propiedades que relacionan estos conjuntos con el conjunto S son interesantes 

para considerarlas en la metodologia de resoluci6n del problema (2). 

Supongamos que f(X) es compacto. Si tenemos en cuenta los resultados 

contenidos, entre otros trabajos, en Gonzalez Martin (1984)-(1987), Ramos 

Dominguez, Sanchez Garcia y Gonzalez Martin (1988) y Sawaragi, Nakayama y 

Tanino (1985), podemos afirmar que: 

I) Para la distancia lineal oonderada 

11) V'neP, SL(n)s;;Ds. 

12) V'neP, 3y'e SL (n) tal que y'eS. 

13) V'neP+, S (lr)s;;S.(Geoffrion (1968), demuestra en este caso que los 
L 

puntos de \ (n) son eficientes propios. 

14) Si f(X) es convexo, entonces VyeS, 3weP t . q. ye\ (Tr). 

II) Para la distancia del ™1filQ. ponderado 

Ill) VneP, SM(n)s;;os. 

112) VneP, 3y'e S (n) tal que y'eS . 
* M + 

113) VyeS, y<f , 3neP tal que SM(n)={y}. 

ll4) Si yes, neP+ e y es soluci6n de lr-equilibrio, es decir 
• 

n (f -y )=constante, Vje{l, ... ,p}, entonces yeS(n) con card S(n)=l. 
j j j 

Un resultado demostrado en Gonzalez Martin (1984), que asocia a cada 
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