Rev. Acad. Canar. Cienc., XVII (Nims. 1-2), 117-139 (2005) (publicado en agosto de 2006)

SOBRE LOGICA Y MATEMATICAS: ALGUNAS OBSERVACIONES
SOBRE LOS FUNDAMENTOS DE LA MATEMATICA

J. M. Almira

ABSTRACT. Several ideas related to the crisis on the foundations of mathematics which arose
from the apparition of contradictions in set theory at the end of the XIX century are explained.
We also focus our attention in the explanation of how the mathematical community faced a
solution to these questions.

RESUMEN.  Se explican algunas de las ideas vinculadas a la crisis de los fundamentos de
la Matemdtica originada por las contradicciones que aparecieron en el seno de la teoria de
conjuntos a finales del siglo XIX. También centramos nuestra atencién en explicar cémo la
comunidad matemstica se enfrenté a la solucion de estas cuestiones.

Este trabajo estd dedicado al Prof. José Manuel Méndez Pérez,
con todo el carifio, de su alumno y amigo.

1. INTRODUCCION: SOBRE LAS CRISIS EN MATEMATICAS

Existe, entre el piiblico no especializado, el mito de que la matemdtica es una ciencia exacta
¥y mds precisamente, que se distingue del resto de las ciencias por expresar verdades absolutas
(signifique esto lo que signifique). Gozamos, pues, de este privilegiado prestigio de pureza. Sin
embargo, hemos pasado (como el resto de ciencias) por nuestras propias crisis. Detallo algunos
ejemplos bien conocidos:

e Aparicién de nimeros irracionales.

¢ Fundamentos rigurosos para el Céalculo Infinitesimal.

e Creacién de Geometrias No-Euclideas.

e Crisis de los fundamentos asociada al desarrollo de la Teoria de Conjuntos.

En los ejemplos mencionados hay dos tipos de “crisis” bien diferenciados. De una parte. estin
aquéllas que, como en el caso del descubrimiento de los mimeros irracionales o de la necesidad
de introducir el rigor en numerosas partes del Célculo Infinitesimal, se pueden resolver comple-
tamente mediante la introduccién de nuevos conceptos matemdticos o, simplemente, mediante
una revisién cuidadosa de lo que se conocia en la época. De otra parte, estdn las crisis que
deben su origen a la aparicién de paradojas légicas y cuya solucidn, en algunos casos, ain no
es completa. En particular, podemos destacar en este punto la crisis debida a la aparicién de
paradojas en el seno de la Teoria de Conjuntos (TC, abreviadamente).

El objetivo de este articulo es explicar las razones para dicha crisis, asi como algunas de las
direcciones en las que se han aportado soluciones (parciales). Finalmente, vamos a intentar
cumplir con estos objetivos manteniendo un nivel elemental en la exposicion.

2. QUE SON Y PARA QUE SIRVEN LOS NUMEROS

La' naturaleza de los niimeros reales no estuvo completamente clara® hasta finales del S.
XIX y se logrd, como resultado del esfuerzo de numerosos matemadticos, con la creacién de un

IEI titulo de esta seccién hace una obvia alusién al famoso texto de Dedekind (9]
2Ya Euclides abordé el problema de la construccién de la recta real mediante su teoria de las proporciones.
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proceso que luego se ha denominado Aritmetizacién del Analisis. Tras la creacién del Célculo
Infinitesimal por Newton y Leibniz, y su desarrollo por Euler, Lagrange, Gauss y otros, se
produjo una crisis. Primero Bolzano (1817) observé que las demostraciones (debidas a Gauss)
del Teorema Fundamental del Algebra no eran completamente rigurosas y establecid su propia
demostracién (basada de forma implicita en el axioma del supremo) de que si f € Cla.b] y
f(a)f(b) < 0 entonces existe un z € (a,b) tal que f(z) = 0. Luego Cauchy (1821) redacté su
famoso “Curso de Analisis” para “demostrar rigurosamente para las funciones continuas muchos
resultados que se conocian verdaderos para los polinomios”. Finalmente, Weierstrass, Heine,
Cantor, Meray, etc. (1870-1872) lograron la aritmetizacién del Anlisis, poniendo todo el peso
de la verdad de las afirmaciones del Célculo en la aritmética basica. Dicha reduccién se logra
bésicamente de la siguiente forma: se introduce el conjunto N de los nimeros naturales y a
partir de €l se dan los siguientes pasos: solucién de ecuaciones ax = +b, (a,b € N), definicién de
valor absoluto, convergencia, sucesiones de Cauchy, etc. y construccién de R como el conjunto
cociente formado por las clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy de nimeros racionales
bajo la relacién de equivalencia® {a,} ~ {bn} — {@n — bn} — 0. Ahora bien, si todo el An4lisis
se basa en la estructura de N, podemos preguntarnos: ;Qué es N? No pensemos que estamos
hablando de tonterias: N no fue f4cil de definir sobre bases rigurosas. Probablemente el lector
pensard que no podemos continuar este proceso de “bajada” de niveles indefinidamente: para
poder avanzar en nuestra comprensién del mundo debemos fijar unas hipétesis minimas sobre
las que apoyarnos. Pero, ;podemos suponer simplemente la existencia de los niimeros naturales
y partir de esta base para construir el resto de las matematicas? Leopoldo Kronecker era de
esta opinién?. Sin embargo, Georg Cantor, Gottlob Frege, Giussepe Peano, y otros, dedicaron
bastante trabajo para lograr la fundamentacién tedrica del conjunto de los niimeros naturales.
P:':l.l'a lograr una definicién formal del conjunto N se intentaron esencialmente las siguientes tres
vias: El uso exclusivo de la Légica (trabajo al que Frege dedico su vida), el uso de la Teoria de
.COII..]I.I:ntOS, entendiendo que los conjuntos, en general, son objetos mateméticos mas bésicos o
mtuitivos que los nimeros (esta via fue explotada por Cantor y Dedekind) o, finalmente, partir
de una C({ncepcién axiomdtica para N. Esto significa que vamos a suponer que existe el conjunto
N ¥ que éste queda definido por iluminacién, como el (iinico) objeto que satisface una serie de
axiomas-que hay que formular con total precisién. Este camino lo tomé G. Peano.

2.1. ;Qué son los niimeros naturales? Como ya hemos comentado, ha habido varios intentos
para resolver esta pregunta. Algunos, como el de Frege, estdn tan cerca de la filosofia que muchos
lectores serdn probablemente de la opinién de que “eso no son matematicas”. Otros, sin embargo,
serdn aceptados como “buencs” e incluso “ingeniosos” por un lector moderno. En esta seccién
vamos a comentar brevemente algunos de estos enfoques.

2.1.1. Los mimeros naturales segin Frege. Frege, en una primera aproximacion, explica qué

prognedades 10 puede tener un nimero, quizds con la idea de “cercar” el concepto lo mas
posible. Segiin Frege,

jEste proceso también fue denominado posteriormente método genético para la construccién de la recta real.

Desafortunadamente, L. Kronecker se hizo famoso por su actitud agresiva contra G. Cantor y el uso de las
técnicas desarrollas por él en su Teorfa de Conjuntos, al realizar afimarciones del estilo de la siguiente: “Dios creé
a los enteros, lo demds es obra del hombre”. Sin embargo, no me resisto aqui a realizar una breve pero apasionada
defensa de Kronecker. El fue un gran matematico, y a é| debemos algunos teoremas hermosos del Algebra (mnds
concretamente. de la Teoria de Nimeros). Uno que me impresioné personalmente, cuando lo descubri, afirma
que si sobre un anillo A disponemos de un algoritmo de descomposicidn en producto de irreducibles, entonces
también dicho algoritmo se puede extender para lograr la descomposicién en irreducibles para los elementos de
Alz]. Obsérvese que, en particular, este teorema de Kronecker proporciona un algoritmo para la descomposicién
en producto de polinomios irreducibles para los anillos Z[ Xy, X2,- - , Xa).
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¢ Los nimeros no son cosas materiales, ni agrupaciones de cosas materiales, ni propiedades
de cosas materiales. Tampoco son algo subjectivo, ni se confunden con los signos que
normalmente se utilizan para relacionarlos entre sf.

e Los enunciados numéricos dicen algo sobre ciertos conceptos, pero no sobre ciertos obje-
tos. Por ejemplo, si decimos: "mesas que hay en esta sala”, entonces bajo dicho concepto
caen exactamente un cierto nimero de objetos (pero no importa, por ejemplo, el color
de las mesas, o si éstas son de madera u otro material).

A partir de estas sencillas ideas, formuld los siguientes principios, para la definicién de niimero
asociado a un concepto P:

e El mimero 0 corresponde al concepto P si ningiin objeto cae bajo P
e El mimero n + 1 cae bajo el concepto P si hay un objeto .4 que cae bajo P y el ntimero
n cae bajo el concepto: "caer bajo P pero ser distinto de A”.

Si C es la clase de todos los conceptos, podemos definir:

Definicién 1. El concepto P es equipotente al concepto Q si eriste una biyeccidn entre los
objetos que caen bajo P y los objetos que caen bajo Q. Los nimeros cardinales son las clases de
equivalencia asociadas a la relacidn anterior.

Definicion 2. Una cosa es un nimero si y sélo si eziste un concepto para el cual esta cosa
es el nimero asociado a dicho concepto. Ademds, 0 es el nimero correspondiente al concepto:
"distinto de st mismo”; 1 es el nimero correspondiente al concepto “igual a cero”. Finalmente,
n es el siguiente de m significa que hay un concepto P y un objeto a que cae bajo P de modo que
n es el nimero asociado a P y m es el nimero del concepto “cae bajo P y es diferente de a”.

De esta forma, los nlimeros que aparecen en la sucesién que empieza con 0 y contintia mediante
el algoritmo que, dado z, calcula el siguiente a r, son (por definicién) los elementos de N.

G. Frege intent6 formalizar el concepto de nimero natural basandose en la légica. De hecho,
podemos decir que los primeros avances significativos en légica después de Aristételes se deben
a Frege, que cred la moderna légica matematica. En particular, debemos a Frege la primera
formulacién precisa del célculo de primer orden (introduccién de los cuantificadores dentro de
la 16gica).

2.1.2. Los mimeros naturales segiin Cantor. Por su parte, Cantor (1884) daba una definicién de
N a partir de la teorfa intuitiva de conjuntos. Para ello, define:

Definicién 3. Los mimeros naturales son los cardinales finitos. Un conjunto bien ordenado es
finito st y solo si su tipo de orden® es isomorfo a su tipo de orden inverso.

Obviamente, la definicién anterior deja bastante que desear pues, entre otras cosas, Cantor
no dispone de una definicién general de conjunto finito. (Su definicién ni siquiera funciona para
el tipo de orden de Q).

Sin embargo, Dedekind daba una definicién “buena” de infinito (y por tanto, de finito), que
se puede utilizar para definir N en términos conjuntistas. Segin Dedekind, A es infinito si existe
f: B — A biyectiva con BC A, B # A.

2.1.3. Peano y la aziomatizacion de N. Peano (1858-1932) publicé en (1889) sus “Principios ar-
itméticos, expuestos segiin un nuevo método”, donde formaliza el siguiente conjunto de axiomas
para los nimeros naturales N:

5Como veremos mas adelante, dos conjuntos bien ordenados tienen el mismo tipo de orden si existe una

biyeccién entre ambos que conserva el orden. El tipo de orden inverso del orden < es el dado por el orden
r<tyoy<
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Axiomas de Peano

® 1 es un niimero natural.

¢ Todo niimero natural n tiene un sucesor s(n).

* 1 no es el sucesor de otro ntimero natural.

® Si s(n) # s(m), entonces n #m.

e Sea ACN. Sile€ Ay ademss se tiene que n € A = s(n) € A, entonces A=I\{. N

Obviamente, el siguiente paso seria la definicién de las operaciones bdsicas de la a?ntmetlca,

algo que podemos lograr fécilmente mediante una definicién recursiva gracias al ltimo de los

axiomas anteriores (lamado principio de induccién matemdtica). Para ello, bastard hacer lo
siguiente;

Definicién 4. Las operaciones aritmeticas de suma © + 7, producto “-” y potenciacion de
nimeros naturales, estdn dadas recursivamente por las siguientes reglas:
* 2+ 1:=s(n); n+s(m) = s(n+m).

. n'1=n;n-8(m)=(n-m)+n.
. n1=n;ns(’")=nm.n

La légica desarrollada por Frege en su Ideografia, era excesivamente compleja (requerfa de
una escritura no lineal, muy diferente del lenguaje natural usual, y, por tanto, result‘ztba muy
dificil familiarizarse con ella). Quizds por ello, Peano intenté construir su propia notacion. Este
sistema s que tuvo éxito entre los logicos y los matemdticos. De hecho, es esencialmente el
que utilizamos ahora. Sip embargo, cuando Peano intenté llevarlo a la préctica en sus clases,
encontro ciertas dificultades. En palabras de J. Mosterin (ver [27]):

El interés de Peano por la matematica y por los lenguajes artificiales se fundié en la creacién de su
sistema de notacién 16gica. Quienes no lo aceptaron fueron sus estudiantes. Peano daba por ento.nces
clases de matematicas en la academia militar de Turin y, cuando comenzé a utilizar el nuevo formalismo
Notacional en sus clases Y apuntes, los estudiantes se revelaron y exigieron su marcha (a pesar d? que
traté de aplacarlos, ofreciéndoles un aprobado general). Ni por esas: la insurreccién sélo se calmé con
la expulsién de Peano que, en 1890, acept6 una plaza en la Universidad de Turin

3. TEORIA INFORMAL DE CONJUNTOS

Antes de discutir las paradojas que surgieron en el seno de la Teoria de Conjuntos, vamos a
recordar brevemente algunos de los resultados que lograron demostrar la belleza y la utilidad de
dicha teoria. Por el momento, supondremos que se han definido correctamente los conceptos:

conjunto finito (y por tanto, infinito) y conjunto numerable.

Teorema 1 (Cantor, Dedekind). Q es numerable. Es mds, el conjunto A de los mimeros
algebraicos reales, i.e. los ceros o € R de polinomios p(z) € Z[z], es numerable®.

Demostracién.  Veamos que Q es numerable. Para ello, observamos antes que existe una
biyeccién ¢ : N — N x N. Esto se consigue mediante las siguientes reglas:
* 9(0) = (0,0) y p(1) = (0,1) B
* Sip(n) = (a,b) ¢ {0} x NUN x {0} y e(n ~1) = (@ + 1,b — 1), entonces p(n + 1) =
(G - ]-a b + 1)

BAunque este resultado fue originalmente publicado por Cantor, lo cierto es que la pmgba del mismo se debe
a Dedekind. quien se la comunicé por carta. Cantor se limité a utilizar este resultado (unido a su prueba de que
R no es numerable) para demotrar la existencia de un conjunto infinito de mimeros trascendentes. C’a‘ntor no
menciond a Dedekind en sus publicaciones y esto produjo cierto distanciamiento c.:ntre ambos matemadticos. A
pesar de que Dedekind nunca se quejo abiertamente, Cantor si que realizé posteriormente, en correspondencia
con Hilbert, algunos comentarios sobre el deterioro de su relacién con Dedekind (ver [7)).
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e Sip(n) = (a.b) € {0} x NUNx {0} y p(n — 1) = (e — 1,b+ 1), entonces p(n +1) =
(e+1,b-1).
e Si p(n) = (0,b) y w(n — 1) & {0} x N entonces p(n + 1) = (0,b+ 1). Si p(n) = (a,0) y
@(n —1) € N x {0} entonces p(n+ 1) = (a+1,0).
Ahora, podemos visualizar Q como subconjunto de N x N (basta considerar la aplicacién p/q —
(p,q)) y por tanto, como subsucesién de {¢(n)}3,,.

Para estudiar la numerabilidad del conjunto de los nimeros algebraicos, bastard demostrar
que Z[z] es numerable ¥ que la unién numerable de conjuntos finitos (para cada polinomio hay
un nimero finito de ceros) es numerable. Las ideas son, sin embargo, similares a las utilizadas
para probar que QQ es numerable. o

Teorema 2 (Cantor). R no es numerable. Consecuentemente, ezisten infinitos nimeros
trascendentes.

Demostracion. Primero, es facil encontrar biyecciones entre R y ]0,1[. Por tanto, basta
probar que ]0, 1 no es numerable. La idea es el famoso principio de diagonalizacién de Cantor.
Supongamos que, por el contrario, )0, 1[= {z,}3%,, donde

Tn = 0.8208n1Gn2 * - Qanln(ni1) - - - (@nk € {0,1,--+,9} para todo n, k).
Entonces podemos hacer
y = 0.bobybabs - - - bpbpyr -+ -,
donde: by = 0 si ag # 0y b = 1 si agg = 0, para todo k. Obviamente, y €]0,1[\{zn}32,- O
Teorema 3 (Cantor). Eziste una biyeccion entre R y R® para todo n > 1.

Demostracién. Vamos a hacerlo para n = 2. (La idea es la misma para el caso general). Por
supuesto, de nuevo podemos cambiar R por ]0, 1[. Definimos la aplicacién ¢ :J0,1[x]0, 1[—]0, 1]
como:
cp(O.a1a2a3 ce ,0.b1b2b3 see ) = O.a1b102b2a3b3 LR
Es facil comprobar que ¢ es biyectiva. o
Otro resultado en la misma direccién del teorema anterior (pero mucho mds dificil, y cuya
prueba omitimos) es el siguiente:

Teorema 4 (Peano). Eriste una curva continua y sobreyectiva a : [0,1] — [0,1] x [0,1].

Relacionada con estos resultados estd la pregunta: ;Seran R y R” espacios homeomorfos con
sus respectivas topologfas usuales, para n > 1?7 La respuesta es: No. De hecho basta observar
que R \ {0} no es conexo, aunque R™ \ {x} si lo es, para todo x € R", siempre que n > L.

Sin embargo, costé mucho trabajo demostrar que

Teorema 5 (Brouwer, 1911). Si n # mn entonces R" y R™ no son, con sus respectivas
topologias usuales, homeomorfos. '

Otro importante resultado de cardcter topoldgico es el siguiente
Teorema 6. Supongamos que se satisface el axioma de eleccion. Si K es un compacto Housdoff

no vacio que no contiene puntos aislados, entonces K no es numerable.

TEste teorema de Brouwer es muy importante: proporciona la verdadera justificacién para el concepto de
dimensién en topologia, y fue muy aplaudido.
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Nota. Obsérvese que si no exigimos que el espacio sea Hausdorff entonces hay compactos sin

puntos aislados cuyo cardinal es el que se desee (basta tomar sobre un conjunto S arbitrario la

topologia indiscreta).

Demostracién. Para verlo, vamos a construir una aplicacién inyectiva de {0,1}Nen K.
Para nuestra prueba, necesitamos hacer uso del siguiente resultado de topologia (cuya de-

mostracién no hacemos, por no estar especialmente relacionada con los métodos de teoria de

conjuntos):

Lemma 1. Si K es compacto y Haussdorff, entonces para cade z,y € K, z # y, existen
entornos abiertos O, de x y Oy de y tales que O, N O, = 0.

Para cada S € {0,1}", n € N, definimos ps € K y Os C K, abierto, como sigue:

P.0 Puesto que K es no vacio y sin puntos aislados es evidente que podremos encontrar
P.q € K, p # q. Tomemos Po) =P Y Py = - Asimismo puesto que K es regular,
existirdn 0(0),0(1) C K abiertos tales que p(g) € O(g), P(1y € O(1) ¥ Oq0) N Oy = 0.

P.n Una vez seleccionados pg y Og para cierto S = (s1,52,...,5.) € {0,1}", consideremos

SD: (31,52,..-,311,0) Yy Sl =(31,S2,-..,Sn,1).

Puesto que K es compacto Hausdoff sin puntos aislados, es inmediato encontrar ps, ps, €
Os y Os,,0s, C Og abiertos tales que ps, € Os,, ps, € Os, y Os, N Os, = 0.
Siguiendo este proceso iterativo podemos elegir para cada S € {0,1}", ps y Os.

Tomemos ahora S = (s1,82,...) € {0,1}N y consideremos paracadan € N, S, = (s1,52,3,---,5n
{0,1}". Asociado a Sn podemos tomar ahora ps, y Os, tal y como quedé definido en el proceso
iterativo anteriormente indicado (para una notacién mds conveniente, aceptaremos también que
Os, = K). Obtenemos de esta manera una sucesién {Ps, }nen. Puesto que K es compacto, el
conjunto {pg, : n € N} ha de tener al menos un punto de acumulacién en K. Seleccionemos
uno de tales puntos de acumulacién y denotémoslo ps.

Lo que realmente hemos hecho en el parrafo anterior es definir la aplicacién

o: {0, 1N T
®(S) = ps

Veamos ahora que esta aplicacién es inyectiva. Para ello tomemos S = (s;,s2,...), R =
(r,r2,...) € {0011N. S+ R SeaaecNIa primera posicién en la que S y R difieren, es
decir, a =min{n e N: §, # R,}. Por construccion, es evidente que ps, ,pr, € Os._, = ORro_,»
también que Os,,0p, C Og,_, = Og,_,, que Os, NOg, = B y finalmente que para cualquier
n 2 o ps, € Og,, pp, € Og,. De la dltima condicién se sigue que cualquier punto de
acumulacién de las sucesiones {ps,}neN ¥ {PR.}nen estard respectivamente en Os, y Or,
con lo que ps € Os. ypr € Og, y como ambas clausuras son disjuntas deducimos que
@(S) = ps # pr = ®(R). 0

Teorema 7 (Cantor). Sea X un conjunto. Entonces P(X) :={A: A C X} no es equipotente
a X. Ademds, P(X) es equipotente a {0,1}X.

Demostracién.  Supongamos que existe ¢ : X — P(X) sobreyectiva. Consideremos el
conjunto:

A={aeX:a¢gp(a)}.

Como A € P(X) y ¢ es sobreyectiva, tenemos que existe b € X tal que ¢(b) = A. Entonces
se tiene que b € A si y sélo si b & p(b) = A, lo que es absurdo. Se sigue que ¢ no puede ser
sobreyectiva.
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La segunda afirmacién del teorema es facil de probar. Basta observar que la aplicacién que
lleva AC X ay(d) =9a:X — {0,1}, donde v4(z) =0sic Ay a(z)=1siz € A, es
biyectiva. O
Nota. Siw = #A, donde # denota el cardinal, se suele denotar #P(A) = 2%. (En el caso de
conjuntos finitos, se produce la igualdad como consecuencia del Teorema del binomio de Newton

y el concepto de mimero combinatorio).

Teorema 8 (Cantor-Bernstein). Si ezisten aplicaciones inyectivas f : M - N yg: N — M,
entonces N y M son equipotentes.

Corollary 2 (Cantor). R y P(N) son equipotentes.
Demostracion. Las aplicaciones f : P(N) — (0,1) y g: (0,1) — P(N) dadas por
f(A) = 0,00---01(®0...01ta1+azq... .
prad={a;<a < <@, <}
y
g(ovblb'lb:i"'bn ...) = {lbl,zbz’...nbn,...}
(donde, para la segunda funcién, nb, denota el entero que se obtiene de afiadir por la derecha
el digito b, € {0,1,--- ,9} al nimero n) son inyectivas D.
Demostracion del Teorema de Cantor-Bernstein.
Sean f : M — Ny g: N — M aplicaciones inyectivas. Definimos, para cada A C M el
conjunto
F(A):=M\g(N\ f(4))
Supongamos que existe Ag C M tal que F(Ag) = Ag. Entonces g(N \ f(4o)) = M \ Ap y, por
tanto,
f:A0— f(Ao) y g: N\ f(Ag) = M\ Ay son biyectivas.
Se sigue que @(z) = f(z) (si x € Ag) y (= g7 '(z) si = & Ag) es una biyeccién.
Para probar el teorema bastard, por tanto. demostrar que existe A con F(A4) = A.

Lemma 3. Sea {Ar};2, C P(M). Entonces
F(() A) = [ F(A)

k>0 k>0
Nota. El Lema se sigue de forma rutinaria de las leyes de Morgan.

Tomemos ahora Ag = ;oo F*(M). Claramente, F¥*!(M) c F*(M) para todo k. Usando el
Lema 3, tenemos que:

F(Ao) = ﬁ F(F*(an) = ﬁ F¥Y(M) = 4. O
k=0 k=0

Nota. Se sigue que R no es numerable y que existe una sucesién infinita de nimeros cardinales
transfinitos distintos. ;Es Rp := #N el mds pequefio? ;Hay algin conjunto cuyo cardinal
esté estrictamente entre N y R, o todos los subconjuntos de R son forzosamente numerables o
equipotentes a R?

Nota. Otra consecuencia del Teorema de Cantor-Bernstein es que podemos ordenar la clase
de los conjuntos (Clase Universal). En otras palabras, podemos ordenar cualquier familia de
conjuntos. Para ello basta definir: m < n (n,m nimeros cardinales) si existe una aplicacién
inyectiva f : X — Y, donde X, Y satisfacen m = #X, n = #Y.
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4. LAS PARADOJAS

Hasta ahora sélo hemos descrito brevemente algunos resultados basicos de TC que en todo
caso podrian servir para demostrar que la TC es interesante, y que contiene (a pesar de su
planteamiento original, sencillo) numerosos resultados sorprendentes. Ahora vamos a explicar
cémo surgen las paradojas en el seno de la TC.

La primera paradoja descubierta data de 1895 y se debe al propio Cantor (aunque éste no
le dio demasiada importancia, probablemente8 porque la paradoja surgié en una parte muy
especializada de TC). Se trata de la imposibilidad de considerar el cardinal del conjunto de
todos los conjuntos. Imaginemos que X denota dicho conjunto. Entonces, segiin un teorema
anterior (debido a Cantor), #P(X) < #X. pero por otra parte, si A es un conjunto arbitrario,
#A < #P(4) < #X (pues X contiene copias de P(A) por su propia definicién) y, por tanto,
tomando A = X llegamos a que #P(X) < #X, un absurdo. En esencia, podemos decir que la
paradoja de Cantor consiste en observar que no es posible pensar en un nimero cardinal que
sea mayor que todos los demss.

En 1897, Burali-Forti (que era asistente de Peano), descubrié una paradoja andloga a la de
Cantor, pero esta vez relativa a los nimeros ordinales.

En 1902 Russell escribia una carta a Frege en la que argumentaba lo siguiente: Existen clases
(ie., extensiones de conceptos) que no se pertenecen a si mismas (e.g., la clase de los animales
de granja no es un animal de granja) y otras que si (e.g., la clase de los conceptos abstractos es
un concepto ;iDEFANGED.3140 abstracto). Consideremos, pues, el siguiente concepto P: “ser
una clase que no se pertenece a si misma”. Consideremos la clase R definida por P. ;Cae R
bajo P? La respuesta, evidente, es: R cae bajo P si y s6lo si R no cae bajo P, lo que constituye
una paradoja.

Esta paradoja estaba enraizada directamente en la suposicién por parte de Frege de que
dado un concepto (o propiedad), éste delimita perfectamente un conjunto, que es llamado su
extension y que consta precisamente de los objetos que poseen dicha propiedad. Frege admiti6
inmediatamente el error e intenté resolverlo. Es mds, dedicé algin tiempo a intentar resolverlo
e incluso lo reconocié piblicamente en sus escritos. Al final de su vida, Frege escribia:

Me he visto obligado a abandonar la idea de que la aritmética sea una rama de la légica y por tanto que
todo pueda ser demostrado ldgicamente.

Con estas cosas, Frege sufrié mucho, llegando a padecer una crisis nerviosa considerable, y
paso el resto de sus dias sumido en la amargura. Sobre este hecho, también al final de su vida,
Russell escribfa:

Cuando pienso en actos de gracia e integridad, me doy cuenta de que no conozco nada comparable a la
dedicacién de Frege a la verdad. Estaba Frege dando cima a la obra de toda su vida, la mayor parte
de su trabajo habia sido ignorado en beneficio de hombres infinitamente menos competentes que él, su
segundo volumen estaba a punto de ser publicado, y al darse cuenta de que su supuesto fundamental
era erroneo, reaccioné con placer intelectual, reprimiendo todo sentimiento de decepcién personal. Era
algo casi inhumano, y un indice de aquello de lo que los hombres son capaces cuando estan dedicados al
trabajo creador y al conocimiento, y no al crudo afdn de dominar y hacerse famosos.

Hay otras paradojas. Una de las més conocidas (y curiosas) se debe a Berry (un amigo
de Russell, que era bibliotecario y aficionado a la 16gica). Dice lo siguiente: Consideremos el
conjunto A de los niimeros naturales que no pueden definirse (en espaiiol) utilizando menos de
cien palabras. (Este conjunto es no vacio porque el nimero de posibles definiciones en espaiiol
que poseen menos de 100 palabras, es finito). Sea n el minimo de dicho conjunto. Entonces

8Sobre este aspecto, no hay total acuerdo. No podemos saber a priori si Cantor sabfa que esta paradoja iba
més alld de ser un simple detalle técnico, o si afectaba o no al resto de la TC
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n es “el menor nimero natural que no puede definirse (en espaiiol) utilizando menos de cien
palabras” y, como lo hemos definido con menos de 100 palabras, n ¢ A, pero esto contradice que
N estd bien ordenado. Esta paradoja es interesante porque su formulacién no requiere (a primera
vista)? una alusién directa a conjuntos demasiado grandes... ya que se basa completamente en
la aritmética clasica.

Russell propuso una teoria para evitar las paradojas anteriores: la teoria de los tipos. Se
trata de un argumento un tanto enrevesado. que permite clasificar los diferentes conjuntos que
se puedan definir en términos de "tipos”. de manera que se eviten definiciones que den lugar a
circulos viciosos'® (las definiciones circulares tienen como efecto aumentar “el tipo” de los con-
juntos que definen).... Pero a pesar de que desarroll6 su teoria bastante en sus famosos Principia
Mathematica, su teoria siempre despertd cierta desconfianza en la comunidad matemdtica. La
verdadera “solucién” al problema de las paradojas ha sido la creacién de las diferentes teorias
axiomaticas de conjuntos. desarrolladas a principios del S. XX por Zermelo, Fraenkel y luego
por Neumann. ;jDEFANGED.3141 Bernays y Godel.

5. TEORIAS AXIOMATICAS DE CONJUNTOS

Vamos a explicar el papel de las teorias axiomaticas de conjuntos en palabras del profesor J.
Sanmartin (ver [33]):

Desde el descubrimiento de las paradojas en el seno de la teoria cantoriana de conjuntos se ha impuesto
una manera de “pasarlas por encima™: las teorfas axiomdticas de conjuntos. Las paradojas nacen
del empleo de un principio de comprehensién que permite afirmar como existente cualquier reunién
de un todo de objetos (perceptibles o pensables) que satisfagan cierta propiedad. A una reunién tal
se denomina “conjunto”. Por el principio mencionado. se supone una perfecta correspondencia entre
conjuntos y propiedades. Russell mostraria que hay al menos una propiedad, = ¢ x, que no determina
ningiin conjunto, si no se quiere caer en contradiccién. La consecuencia: 1) hay que fijar condiciones
sobre qué propiedades son admisibles para “determinar” conjuntos, o 2) ensayar, como ccurre en las
teorias axiomaticas de conjuntos, la creaciéon de un sistema de principios a través de los cuales la nocién
primitiva de conjunto sea en cierta forma “iluminada” (“definida implicitamente”, como se dice en
ocasiones). Este segundo camino conlleva la obligacién de dar una prueba de consistencia del sistema
axiomadtico en cuestién. Dos de tales sistemas son cultivados hoy dia preferentemente: Zermelo-Fraenkel
(abreviado, ZF) y von Neumann-Bernays-Gédel (abreviado. NBG). Para ninguno de los dos ha sido
dada una prueba tal de consistencia. Todo lo mds que puede decirse es que en ellos no ocurren las
paradojas de tipo ruselliano por evitarse en ellos la posibilidad de afirmar como existentes los conjuntos
omnicomprehensivos (el conjunto de todos los conjuntos que ...). Pero ello no significa que tales sistemas
se hayan librado en general de paradojas. De ahi nuestra frase del principio, pues, sélo si hubiera una
prueba de consistencia tal. podria decirse con sentido que los sistemas axiomaticos eliminan las paradojas,
y una prueba tal de consistencia para ellos ni la hay ni, por Gédel, parece que pueda haberla.

En otras palabras: la necesidad de resolver las paradojas que habian sido descubiertas en-
tre 1895 y 1905 en TC, tuvo como consecuencia una nueva revisién de los fundamentos de la
matemadtica, y se llegé a la conclusién de que el camino més firme para avanzar en matematicas
pasaba por el establecimiento de una axiomatica para TC similar a las conocidas para la Ge-
ometria, asi como por la justificacion del uso de dicha axiomatica (y no otra), lo que dio lugar
a la definicién y el estudio de una serie de propiedades “bésicas™ que debe satisfacer cualquier
sistema de axiomas que se tome (i.e., consistencia, completitud, adecuacién. coherencia, etc.)
Como ya hemos mencionado. hubo varias propuestas de axiomaticas para TC. Por otra parte.

9En realidad. esto no es asi. Pienso que: “ser definible, en espaiiol, con menos de cien palabras” no es una

propiedad expresable en el lenguaje de la aritmética... ;o me equivoco?
10p,ra mas detalles sobre Russell y la teoria de tipos, recomiendo consultar [25].
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D. Hilbert (que en 1899 habia publicado una axiomadtica completa para la Geometria Euclidea
-mucho maés solida que la ofrecida por Euclides en la antigua Grecia-), desarrollé los conceptos
necesarios para el estudio de las propiedades formales de las axiomaticas: es lo que entonces se
llamé “teoria de la prueba” y actualmente conocemos como “metamatematica”.

En esta seccién vamos a presentar los axiomas ZF y NBG de TC, a explicar algunos resultados
relacionados con el Axioma de Eleccién (abrev., AC) y la hipétesis del continuo (abrev., HC),
asi como a abordar los conceptos fundamentales de la metamatematica desarrollada por Hilbert.
Finalmente, daremos cuenta de los resultados obtenidos por Gadel y Cohen.

5.1. Axiomas de Zermelo-Fraenkel y de Newman-Bernays-Godel. Comenzamos detal-

lando los axiomas para la teorfa de Zermelo y Fraenkel y para la teoria de Neumann, Bernays y
Gddel. ;iDEFANGED.3142

9.1.1. Aziomas de Zermelo-Fraenkel. En este caso, los conceptos primitivos son: “conjunto”
,“€” y “=". Los axiomas son los siguientes:

ZF1 (Axioma de Extensién) Si a y b son conjuntos y para todo conjunto x se tiene que
TEasz€Db, entonces a = b.
Nota. Escribimosa Cbsiz€a=z€b.

ZF2 (Esquema de Axiomas de los subconjuntos) Para todo conjunto a y toda propiedad
pi existe un conjunto b tal que z € b si y s6lo si z € a y p(z) (i.e., z tiene la propiedad
D).
Nota. Hay que recalcar que ZF2 supone una restriccién importante sobre el principio
de extensionalidad de Frege, por la razén de que se fija a priori el conjunto a. Asi, se
evita la paradoja de Russell de la siguiente forma: con la propiedad ¢, sélo podemos
formar conjuntos de la forma: b = {z € a : z & z}. Ahora, se sigue que b € b no es
posible (pues b € b implica (b € a) A (b ¢ b), lo que llevaria a contradiccién). Se sigue que
b€ by, de la definicién de b, b ¢ a. El esquema de axiomas no produce contradiccién
¥, lo que es ms, sirve para probar que dado un conjunto a, hay otro conjunto b tal que
bda.

ZF3 (AJ.cioma de la formacién de pares) Si a y b son conjuntos, entonces existe otro
conjunto c tal quea€cy b e c.
Nota. Se sigue que, con la notacién del axioma, podemos formar el conjunto {z € ¢ :
T =aVz = b} Dicho conjunto se suele denotar por {a,b}. Ahora podemos definir
< aab >= {G., {a, b}}

ZF4 (.Axioma de la unién) Si a y b son conjuntos, entonces existe otro conjunto ¢ tal que
S1T € aozxcb, entonces z € c.

ZF5 (Axioma de las partes) Si a es un conjunto, entonces existe un conjunto b tal que si
Z C a entonces z € b.
Nota. Podemos, por tanto, definir P(a) = {z € b : & C a} (que no depende de
la eleccién de b). Pero es también interesante observar que, gracias al axioma ZF5
podemos definir productos cartesianos: para ello necesitamos, dados a y b conjuntos,
encontrar un conjunto ¢ tal que, si (z € a) A (y € b), entonces (z,y) € c (en tal caso,
definiriamos a x b = {(z,y) € ¢: (z € a) A (y € b)}). Pero si (z € a) A (y € b) entonces
(,9) = {z,{z,y}} € PlaU b) y, por tanto, podemos tomar ¢ = P(a U b).

Una vez se ha definido el producto cartesiano de conjuntos, se pueden introducir los

conceptos de relacién, funcién, etc.

ZF6 (Axioma del infinito) Existe un conjunto a que tiene la siguiente propiedad:

(@ ea)A(Vz €a,zU{z} €a)
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(Estos conjuntos se dicen “inductivos”. Si z es un conjunto, denotamos z* = z U {z}).
Nota. A partir de ZF6, se puede definir

N = {r € a: z € b para todo conjunto inductivo b}

En particular, podemos definir 0 = @, 1 = 0% = {0}, 2 = 1+ = {0,{0}} = {0,1},
3=2%={0,1,2}, etc.

ZF7 (Axioma de eleccién) Para todo conjunto a existe una aplicacién ¢ : {z € P(a) :  #

0} — a tal que @(z) € = para todo = € P(a) \ {0}
Nota. Téngase en cuenta que §) esta bien definido a partir de ZF2 (una vez suponemos
que existe algin conjunto a), pues @ = {x € a: z # z}. Otra notacién usual para ZF7
es AC. Ain no hay pleno acuerdo sobre si incluir AC o no en la axiomatica. Sobre ello,
discutiremos ampliamente en otras secciones.

ZF8 (Esquema de los axiomas de Sustitucién) Si p es una propiedad de pares de con-
juntos tal que para todo z € a, la afirmacién de dicha propiedad para (z,y) y (z,2)
implica y = z, entonces existe un conjunto b tal que y € b si y solo si existe z € a tal
que (z,y) verifica p.

ZF9 (Esquema de los axiomas de Restriccién) Si p es una propiedad de conjuntos tal
que existe un conjunto a que la verifica, entonces existe un conjunto b que verifica p tal
que Vr € b: -p(z).

Si admitimos todos los axiomas anteriores. nos referimos a la correspondiente axiomatizacién
como'! ZFC. Si eliminamos el axioma de elecci6n, nos referimos a la correspondiente teorfa como
ZF.

Por otra parte, es interesante observar que si cambiamos el axioma ZF6 por su negaci6n, es
decir, si negamos la existencia de conjuntos infinitos ain a pesar de admitir conjuntos finitos
de tamafio tan grande como se desee, lo que equivale a rechazar la existencia de un infinito
actual manteniendo la validez de un infinito potencial, entonces lo que obtenemos es una teoria
axiomdtica equivalente a la aritmética de Peano. La “verdadera” teoria de conjuntos empieza,
por tanto, cuando asumimos el axioma del infinito (ver [23] para una interesante discusién de
estos temas).

5.1.2. Aziomas de Neumann-Bernays-Gadel. En este caso, los conceptos primitivos son: “clase”,
“conjunto” y la relacién de pertenencia “€”. Remitimos a (16, pp.234-238], [30] para ver la
axiomdtica completamente formalizada.

5.2. Primera aproximacién al axioma de eleccién. Paradoja de Banach-Tarski. Una
pregunta importante, que surge de forma natural una vez se ha definido la relacién < para los
cardinales, es la siguiente: Dada una familia de conjuntos {A;}ies, ies < un orden total? (En
tal caso, diremos que se satisface la propiedad de buena ordenacién de cardinales).

La respuesta, sorprendentemente, es que la buena ordenacién de cardinales es equivalente al
axioma de eleccion.

Teorema 9. Son equivalentes:

(AC) Azioma de eleccion.

(LZ) Lema de Zorn (i.e., existencia de elementos mazximales para los conjuntos cuyas cade-
nas'? poseen mazimales)

(AZ) Azioma de Zermelo (i.e. todo conjunto puede ser bien ordenado)

(BO) Buena ordenacion de cardinales

pe: Zermelo, Fraenkel y “Choice” (i.e.. eleccién)
12yna cadena de A es un subconjunto totalmente ordenado de A.
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Se sigue que el axioma de eleccién, aunque de enunciado muy sencillo y “creible”, es equiva-
lente a varios resultados cuya evidencia no es en absoluto patente. Piénsese, por ejemplo, que
aun no se conoce un buen orden para R. .

A continuacién vamos realizar un esbozo de la demostracién de uno de los resultados més
sorprendentes (por anti-naturales) que existen gracias al uso del axioma de eleccién. Se tr?.ta de
la famosa paradoja de Banach-Tarski y tiene que ver obviamente con la existencia de conjungos
no medibles (i.e., con la imposibilidad de asignar una medida 2 todos los subconjuntos de R?).

Comenzamos introduciendo alguna notacién:

Definicién 5. Decimos que dos conjuntos A, B C R3 son congruentes si existe un movimiento
rigido del espacio T € Iso(R3) tal que T(A) = B. En tal caso, utilizamos la notaciéon A = B.
Por otra parte, decimos que A =" B si existen familias de conjuntos disjuntos {A;}) y {Bi}iz1
tales que A = Uii4i, B=UYB; y A; = B; para i = 1,--- ,n. Finalmente, decimos que
A =% B si existe B' C B tal que A=" B,

Es facil comprobar la siguiente propiedad: L.
* Supongamos que ANC = 0, DN B = 0. Entonces A =" By C =" D implican

AUB="*"™CyD. La misma propiedad se satisface para las relaciones =% y =¢.
Un poco més sorprendente es el siguiente resultado:
* Supongamos que A =7 B =7 A. Entonces A ="*™ B.

Ya podemos establecer e] resultado principal de esta seccién:

Tgorema 10 (Paradoja de Banach-Tarski). Sean B; C R3 (i = 1,2) dos bolas unitarias de
R®, disjuntas. Entonces B, =B, UB,.

Para demostrar este teorema, necesitamos algunos resultados que enunciamos sin probar:

Lemma 4. Seq p C R? el disco unitario cerrado. Entonces

D="*2Du | J{k} x (0,1]
k=1
Lemma 5. Seq §2 g3

2
: la esfera unitaria con centro en el origen de coordenadas y sea D C S
un subconjunto numerabl

ey D' =82\ D su complementario. Entonces S? =2 D'
Demostracién dela Paradoja de Banach-Tarski. Sea B; C R3 la bola unitaria de centro
el origen 0 y sea 81 = 8B, la esfera unitaria. Tomemos a la rotacién de  radianes respecto del
€Je Tz y (3 una rotacién de 2m/3 radianes respecto de un cierto eje del plano ozrz que elegimos
de f(?rma que las unicas relaciones que hay en el grupo (generado, mediante la composicién de
funciones, como subgrupo de Iso(R%)) G =< a, > son las obvias: a® = 14y 83 = 14. (Esto
se puede hacer porque hay un conjunto no numerable de ejes a elegir en el plano oxz).
Obviamente, si Y € G\ {14}, entonces, bien

Y =af"af...( donde el producto es finito y ¢; € {1,2} para todo i),
0 bien,

7= B%afaB ... ( donde el producto es finito y € € {1,2} para todo i).

Ademés, i y € G\ {14}, entonces 7 es una rotacién respecto de algiin eje y, por tanto, podemos
considerar el conjunto D de los puntos de S? que pertenecen a alguno de estos ejes. Oviamente,
D c S? es numerable. Ademas (D) = D para todo d € G (pues, si = pertenece al eje asociado
a7, entonces y(x) pertenece al eje asociado a §v6~'). Ademds, si D' = S2\ Dy z € D',
Y € G\ {14}, entonces ¥(x) # z.
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Consideremos, por tanto, las érbitas S; = {y(z) : v € G}. Si S; # Sy, z,y € D', entonces
es claro que S, NS, = 0 y. por tanto, disponemos de una relacién de equivalencia ~ sobre
D'. Podemos usar entonces el axioma de eleccién para seleccionar un elemento
de cada clase de equivalencia del conjunto D’/ ~ , formando el conjunto T C D' de

los representantes de dichas clases. A continuacién, procedemos de la siguiente forma:
Definimos los conjuntos:

A = {y(t):teTyy=1gobieny=af" -}
B = {y(t):teTyy=paf?--}
C = {vt):teTyy=05%p}

Entonces es facil comprobar que D' = AUBUC. Ademids 8(A) = B, 8(B) = C. 8(C) =
y a(B) U a(C) C A (en sentido propio, pues no estamos utilizando la identidad). Se sigue que
BuC=L A A=!'B, B='CyC='A Por tanto. teniendo en cuenta el Lema 5,

D’=AU(BUC) =2 BU(C) =L 4,

lo que nos lleva a afirmar que D’ =2 A. De forma analoga, se ve que D' =2 B.

Por otra parte, utilizando el Lema 5, se tiene que S? =2 D' =2 Ay, por tanto, S? =% A.

Si denotamos por B2 una bola unitaria disjunta de Bl y por S_ su borde (que es una esfera
unitaria), es claro que S3 =% B. Se sigue que S? U S3 = AuUB.

Definamos los conjuntos

A

{z € B;\ {0} : I lIGB}

il
I

Ahora es claro que
B\ {0} UB,\ {0} =% AuUB,

donde O es el centro de B2. Si llevamos ahora el origen 0 sobre si mismo y el punto O sobre
cualquier punto de B; \ (AU B), obtenemos que

B;UBs, =9 < B.,.
Pero B, =L B; UB; y. por tanto,

B,UB; =By,
que es lo que queriamos demostrar. O

Una de las consecuencias obvias del teorema que se acaba de demostrar (y que tiene importan-

cia en varias ramas de las matemadticas) es que, si aceptamos el axioma de eleccién (y por tanto
el teorema anterior cs cierto). entonces es imposible extender la medida de Lebesgue (exigiendo
aditividad finita) a todos los subconjuntos del espacio R3. Es interesante observar que esta afir-
macién no es cierta en R?. Ademds, si se exige la propiedad de aditividad numerable, entonces

ni siquiera es posible extender la medida a todos los subconjuntos de la recta real. Esto fue
probado por Lebesgue en 1903.

5.3. Conjuntos finitos y conjuntos numerables: el problema de Souslin. Uno de los
primeros escollos importantes que nos encontramos en el desarrollo de la teoria de conjuntos es la
definicién de conjunto finito. Aunque esto podria parecer sorprendente a cualquiera, ya que mas
o menos todo el mundo tiene claro qué entiende por “finito”, resulta que en TC aprenderemos
rdpidamente que nada es tan sencillo como podria parecer a primera vista. De hecho, el axioma
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de eleccién juega un papel importante (estabilizador) en relacién con el concepto de conjunto
finito.

Evidentemente, si se parte de que conocemos el conjunto N de los niimeros naturales!3, no
habra problemas para definir los conjuntos finitos. Se procede de la siguiente forma:

Definicién 6. Decimos que S C N es un segmento inicial de N si S = {z € N : z < n} para
cierton € N. Un conjunto (ahora arbitrario) A serd finito si y sélo si es equipotente a algin
segmento inicial de N.

Sin embargo, podrfamos abordar el problema de la finitud de otra forma. La idea, sencilla, es:
busquemos alguna propiedad que caracterice los conjuntos finitos definidos anteriormente, pero
Que no requiera utilizar el conjunto N. Es decir: buscamos una propiedad abstracta que carac-
terice completamente la propiedad que nosotros conocemos intuitivamente como “ser finito”, y
utilicemos esta propiedad para nuestra definicién. (Después de todo, esto es una técnica bas-
tante habitual en matemdticas). Esta idea ha dado lugar a varias definiciones de “conjunto
finito”. El papel que juega el axioma de eleccién en este tema es fundamental: todas las defini-
ciones de “finito” que se conocen son equivalentes bajo AC, pero no todas son equivalentes si
excluimos AC de nuestro sistema de axiomas. Por tanto, si AC no se asume en nuestra ax-
iomética, habr4 varios conceptos (o niveles) de “finitud” y, por tanto, en dicho contexto muchos
conceptos mateméticos (como, por ejemplo, la compacidad) deben ser analizados con cuidado
(ver [8]). El siguiente teorema resume algunos de los conceptos de finitud mas importantes que
existen en la literatura especializada:

Teorema 11. Supongamos que se satisface el arioma de eleccion y sea A # 0. Entonces son
equivalentes las siquientes afirmaciones: :

* A es equipotente a un segmento inicial de N.

¢ (Dedekind, 1888) No eristen un subconjunto propio B C A y una aplicacién f : B — A
tal que f es biyectiva.

* (Tarsky, 1924) Cada familia de subconjuntos de A tiene un elemento minimal respecto
de la inclusién C

* (Levy, 1981) Eziste alguna relacién de orden total en A y todo orden total para A es
un buen orden.

¢ (Klaua, 1979) Exriste alguna relacion de buen orden en A cuya inversa es también una
relacion de buen orden.

Por otra parte, si admitimos como cierto el axioma de eleccién, entonces tendremos problemas
con el estudio de las propiedades bdsicas de los conjuntos numerables. Para verlo, comenzamos
planteando una pregunta aparentemente inocente. Si (X, <) es un conjunto sobre el que se ha
definido un orden parcial <, entonces asociados a dicho orden se pueden introducir dos tipos de
subconjuntos de X especialmente interesantes: las cadenas y las anticadenas. Una cadena es un
subconjunto § ¢ X que estd totalmente ordenado por el orden de X y una anticadena es un
subconjunto A C X con la propiedad de que sus elementos son, con el orden de X , incomparables
dos a dos. No es dificil probar el siguiente resultado

Teorema 12. E! conjunto parcialmente ordenado (X, <) es finito si y sélo si todas sus cadenas
Y anticadenas son conjuntos finitos.

Pero entonces podriamos formular de manera natural la siguiente pregunta: jsera cierto que
un conjunto parcialmente ordenado (X, <) es contable (i.e., numerable o finito) si y sélo si todas
sus cadenas y anticadenas son conjuntos contables? Sorprendentemente, la respuesta a esta

13podemos suponer, por ejemplo, que hemos definido 0 = #0, 1 = #{0}, 2 = {0.{0}}, etc.
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pregunta es un rotundo no. Para verlo, basta comprobar que si tomamos sobre R el orden de
Sierpinski @ <, b & (2 < by a £, b), donde < representa el orden usual de R y <, es un buen
orden para R, entonces todas las cadenas y anticadenas de (R, <;) son numerables.

Evidentemente, el ejemplo anterior resulta un tanto forzado, entre otras cosas, porque nadie
conoce un buen orden para R (aunque la existencia de dicho orden se sigue del axioma de
eleccién). Podriamos preguntar, por tanto, si afiadiendo algin tipo de restriccién natural sobre
el orden < de X, la numerabilidad de X se sigue de la numerabilidad de sus cadenas y sus
anticadenas. En particular, jserd cierto esto si (X, <) es un arbol? Recordemos que el conjunto
parcialmente ordenado (X, <) es un drbol si para cada z € X sus predecesores P, = {y €
X : y < z} estdn bien ordenados por el orden de X. Sorprendentemente, la existencia de
arboles con cardinal superior al de N y cuyas cadenas y anticadenas son numerables (conjuntos
que llamamos en lo sucesivo drboles de Souslin en honor al matematico ruso M. Souslin) es un
problema cuya solucién depende del modelo de TC con el que se trabaje. En particular, se sabe
que los axiomas de ZFC (i.e., Zermelo-Fraenkel mds el axioma de eleccién) no tienen suficiente
fuerza como para probar o desmentir que existen drboles de Souslin. Por otra parte, se puede
demostrar con cierta facilidad [32] que el estudio de este problema concreto es equivalente a Ia
siguiente importante cuestién sobre la naturaleza de R como estructura ordenada (v que es, en
verdad, el problema planteado originalmente por Souslin). Supongamos que (L, <) verifica las
siguientes condiciones:

(a) < es un orden total en L y L no tiene infimo ni supremo en dicho orden.
(b) L tiene la topologia del orden inducida por < y, con dicha topologfa, es conexo.

Entonces se sabe que L es topolégicamente homeomorfo a la recta real R si y sélo satisface
ademads la siguiente condicion:

(S) Existe un subconjunto de L que es denso y numerable (i.e., L es separable).

El problema de Souslin [36] consiste en averiguar si la condicién (S) anterior se puede sustituir
por la siguiente condicién

(c) Toda familia de intervalos abiertos disjuntos dos a dos de L debe ser forzosamente nu-
merable.

o si, por el contrario, existen conjuntos (L, <) que verifican (a), (b), () y no son separables. Un
tal conjunto L se llamara recta de Souslin.

Podemos, por tanto, resumir el contenido de la discusién anterior en el enunciado del siguiente
resultado:

Teorema 13. Las sigutentes afirmaciones son equivalentes:

e Eristen drboles de Souslin.
o Ezisten rectas de Souslin.

Ademds, ambas afirmaciones son formalmente indecidibles en el seno de ZFC.

Finalmente, se sabe (22] que si se admite el axioma de Martin (un axioma bastante complejo
de enunciar pero que tiene importantes consecuencias en TC) y que ®; < 2“", entonces se puede
probar que no existen rectas de Souslin.

5.4. Cardinales y Ordinales. Es légico, a estas alturas, que algin lector “sospeche” de la
“definicién” de niimero cardinal. pues ésta hace referencia a una clase muy grande de conjuntos
Recuérdese que s6lo hemos establecido bajo qué circunstancias dos conjuntos poseen el mism&
cardinal, suponiendo que un cardinal es, por tanto. una clase de equivalencia sobre la clase de
todos los conjuntos, y esto no parece razonable en ZF (; Quizés si vale para NBG?). Resumiendo:
nos gustaria que los mimeros cardinales fuesen objetos concretos de TC y, a ser posible, fueseI;
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conjuntos. ;Cémo se logra esto? La solucién que vamos a proponer aqui pasa por la definicién
de los nimeros ordinales.

La definicién de Cantor de niimero ordinal, como la de nimero cardinal, hace referencia a
una relacién de equivalencia en cierta clase de conjuntos muy grande!? y, por tanto, puede dar
lugar a ciertas dificultades. En 1923, J. von Neumann propuso resolver esta cuestion de la sigu-
iente forma: En vez de identificar tipo(A, <) con una clase enorme, tomamos un representante
concreto de dicha clase (ver [27]).

Definicién 7 (J. von Neumann, 1923). El conjunto vacio es un ordinal. Cada ordinal es
el conjunto de los ordinales que le preceden. Un ordinal limite es uno que no tiene predecesor
inmediato.

Nota. De esta forma, obtenemos nuevamente que 0 = @, 1 = {8} =0, 2 = {0, {0}} = {0,1},
ete.
Sin embargo, la definicién anterior no es lo suficientemente clara: jcémo se construyen, de
verdad, todos los ordinales, incluyendo los ordinales transfinitos de todos los tamanos posibles?
La idea de la definicién anterior, que luego seria mucho mejor desarrollada por el propio Neumann
en 1929, es utilizar el principio de induccién transfinita. Lo explicamos en palabras de J.
Mosterin:
En la teoria de conjuntos tenemos que cuantificar con frecuencia sobre todos los conjuntos. pero no
tenemos una intuicién suficientemente clara de qué sean los conjuntos, de cémo se formen, de en qué
consista el universo conjuntista (...) Von Neumann en 1929 y, sobre todo, Zermelo en 1930 propusieron
considerar que los conjuntos son el conjunto vacio y los resultados de iterar un nimero cualquiera (finito
o infinito) de veces las operaciones “conjunto de las partes de” y “ unién de”. Esta concepcion iterativa
nos proporciona una cierta intuicién de cémo es y cémo se construye el universo conjuntista. Segin
esta manera de verlo, el universo conjuntista estaria estratificado de un modo jerdrquico y acumulativo:
jerdrquico porque todo conjunto tendria un rango determinado, se situaria a cierto nivel: acumulativo
porque cada nivel abarcaria a todos los anteriores.

¥. claro, no es dificil ahora utilizar un principio de induccién transfinita para definir funciones,

etc., sobre la clase de todos los ordinales.

En 1937, R. Robinson propuso una definicién més sencilla (pero equivalente a la de Neumann)
de nimero ordinal:

Definicién 8 (Robinson, 1937). Un conjunto X se dice transitivo siz € X = C X. Un

ordinal es un par (a,€), donde a es un conjunto transitivo tal que la relacion € (restringida a
a) define un buen orden sobre a.

Otros conceptos que surgen de forma natural son los siguientes:

Definicién 9. Dado un ordinal z, llamamos sucesor de = al ordinal x* = zU {z}. Decimos
que el ordinal X es un ordinal limite si no existen ordinales = verificando que x4 = \.
Dados dos ordinales o y 8, decimos quea < B sia € B. Decimos quea < 3 si(a < f)V(a = 8).

Si a es un ordinal y z € a, entonces el segmento determinado por z es el ordinal a; = {y € a:
y < z}.

En particular, es obvio que si & es un ordinal (segiin Robinson) entonces se satisface la relacién:
a = {B: 0 es un ordinal y 8 < a} (y por tanto, a es un ordinal de los definidos por Neumann).
Ademés, con la definicién de Robinson, se puede probar también ficilmente que todo conjunto
bien ordenado (A, <) es similar a un vnico ordinal (por supuesto, dicho ordinal se suele llamar

MDos conjuntos bien ordenados tienen el mismo tipo de orden, o el mismo ordinal, si existe una biyeccién
entre ambos que preserva el orden
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“ordinal de (A.<)" o, si se quicre, “tipo de orden de (4, <)"). Otro resultado importante para
la clase de los ordinales!® es el siguiente:

Teorema 14. Sea X un conjunto arbitrario de niimeros ordinales. Entonces

e NX yUX son ordinales.

e N X <z <UX para todo r € X.

e (X € X (aunque podria suceder que | JX € X).

e Siy es un ordinal que verifica x < 5 para todo x € X, entonces |JX < 4.
En particular, (X. <) es un conjunto bien ordenado.

Otro teorema muy importante (debido a Neumann) para la teoria de ordinales es el llamado
principio de induccién transfinita. Lo enunciamos a continuacién:

Teorema 15. Supongamos que P(x) es una propiedad de conjuntos y que se verifican las sigu-
ientes afirmaciones:
e P(0) se satisface.
o Si se verifica P(a), entonces también se verifica P(a™).
e Si X es un ordinal limite, A > 0, y P(8) se satisface para todo B < «, entonces se verifica
también P(a).

Entonces P(«) se satisface para todo ordinal ~.

El resultado anterior resulta muy 1itil a la hora de definir “funciones” (e.g., las operaciones
aritméticas) sobre la clase §2 de los ordinales.
Ya podemos dar una definicién precisa de nimero cardinal’S,

Definicién 10. Un ndmero cardinal es un ordinal a con la propiedad de que si 3 es otro ordinal
equipotente a a, entonces a < 3.

Nota. Si se asume el axioma de eleccion, entonces todo conjunto se puede bien-ordenar y,
por tanto. todo conjunto ticne asociado su cardinal (que es el menor de los ordinales que son
equipotentes al conjunto dado). En otro caso, la definicién anterior no es valida.

Terminamos esta seccion demostrando, sin hacer uso de AC, que hay conjuntos bien ordenados
de tamafio tan grande como se desee:

Teorema 16 (Hartogs, 1915). Sea A un conjunto infinito cualquiera. Entonces eziste un
conjunto B bien ordenado que no se puede inyectar en A, aunque st que se puede inyectar en

22" .= P(P(P(A))).
Demostracién. Sea A un conjunto infinito. Consideremos entonces el conjunto
E ={N CP(A): (N.C) es un conjunto bien ordenado }.

Como cada conjunto N € E es un conjunto bien ordenado (por definicién de E), entonces
podemos particionar E en clases de conjuntos similares:

N ~ M & Jp: N — M biyeccion que preserva la inclusién,

formando un conjunto cociente B = E/ ~. Este conjunto se puede interpretar de forma obvia
como un conjunto de mimeros ordinales y, por tanto, podemos bien-ordenarlo. Ademds, es obvio
que B C P(P(P(A))). Veamos que B no se puede inyectar en A. Supongamos, por el contrario,

157 propésito, la clase de los ordinales la representamos con la letra 2.
18Egta definicién también se la debemos a Neumann
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que existe A C A equipotente a B. Entonces el buen orden de B induce un buen orden en A,
que es similar al de B. Se sigue que, si X denota el conjunto de los segmentos de A, entonces

ord L=ord A =ord B

(donde ord X denota el niimero ordinal del conjunto bien ordenado X). Ahora, como X es un
conjunto de subconjuntos de A que est4 bien ordenado por la inclusién, entonces £ € E ¥, por
tanto, ¥ pertenece a alguna de las clases de similaridad de B. Denotemos dicha clase por K. Se
sigue que el segmento de B determinado por K es similar a T y, en consecuencia, B es similar
a uno de sus segmentos, lo que no puede ser. El resto de la demostracién es facil. a

5.5. Teorfa de la prueba de Hilbert. La idea de Hilbert para su “Teorfa de la Prueba’ era
verdaderamente brillante. Se trataba esencialmente de conseguir una completa formalizacién
de la matematica (en particular, de la TC o de la Aritmética), de manera que, al unir al
céleulo 16gico una correcta interpretacién formal de los axiomas de una teoria matematica conc-
reta, podriamos formalizar completamente cualquier afirmacién de dicha teoria (en particular,
cualquier demostracién) como una ristra finita de férmulas abstractas, cuyos simbolos, aislados
Y sin interpretacién, carecen de significado por si mismos. jPor qué es esto deseable? Algunas
de las razones son las siguientes:

® Al carecer las sentencias formales que se puedan deducir en el calculo égico descrito ante-
riormente de un significado concreto, podremos olvidarnos (en nuestras deducciones for-
males) del contenido transfinito de la TC cldsica, de manera que evitaremos la aparicién
de las paradojas que se conocian entonces.

* Una vez formalizado nuestro sistema, si pudiésemos demostrar dentro de éste que el
sistema es consistente, obtendriamos una demostracién finitaria (i.e., de aquellas que
satisfacen a todas las escuelas de pensamiento matematico, incluidos los intuicionistas)
de que no hay peligro en utilizar los conceptos que en principio parecian problematicos
en TC, siempre que nos cifiamos al uso del sistema axiomatico para el cual se ha probado
la consistencia.

* Todo lo que se demuestre en el seno de un sistema formal fijado, funciona como verdadero
Para cualquier interpretacién que se realize de éste.

Por supuesto, hubo una amplia (y a veces agria) discusién sobre la utilidad del

. Por ejemplo, Poincaré atacé con sarcasmo los éxitos de la escuela formalista.
“Pero,

Nota.
formalismo

si hacen falta veintisiete ecuaciones para establecer que 1 es un nimero, jcudntas no hardn falta
Para demostrar un teorema de verdad?". La carcajada de Poincaré resuena, todavia hoy, devastadora,
contra la pretensién de escribir matematica en un lenguaje simbdlico y se transmite en el invencible
desagrado del matemdtico por todo lo que tiene que ver con lenguajes simbélicos y légica. Poincaré
Protestaba contra la falta de sentido y la escasa confianza que merecen los textos formales entendidos
como vectores del discurso matematico!?

Es curioso, porque Poincaré argumentaba precisamente contra las mismas ideas con las que

la escuela formalista pretendfa defender su postura: la precisién, la seguridad, el logro de un

célculo lég?co que debia liberar a la mente de pensar directamente las cosas, y aun asi, tener
total seguridad de certeza.._.

Vamos a precisar algunos de los conceptos bésicos introducidos por Hilbert:

Definicién 11. Un sistema formal S consta de los siguientes elementos:

¢ Un conjunto numerable de signos primitivos, que determina el conjunto de sus hileras o
secuencias finitas de signos (con posibles repeticiones).

"Ver (26).
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e Un conjunto (finito) de reglas combinatorias que determinan bajo qué condiciones pode-
mos afirmar que una hilera de simbolos primitivos es (o no) una férmula. El conjunto
L de las férmulas se denomina lenguaje formal del sistema.

e Un conjunto de reglas combinatorias que sirve para producir deducciones formales (i.e.,
determina qué secuencias de formulas constituyen una deduccidn en el sistema). Estas
reglas normalmente incluyen la aceptacion como verdaderas de un conjunto finito de
sentencias (i.e.. formulas sin variables libres) que reciben el nombre de aziomas del
sistema.

o Las sentencias del sistema. Una sentencia se dice deducible si es la ltima formula que
aparece en una secuencia de formulas que constituye una deduccién. El conjunto de
sentencias deducibles se llama Teoria Formalizada.

Definicién 12. Sea un sistema formal S, cuyos axiomas estin dados por A. Si i es deducible en
el sistema, decimos que ¢ es una consecuencia sintdctica del sistema y se denota como A - 0. Si
 es una afirmacidn verdadera en cualguiera de las posibles interpretaciones del sistema formal,
diremos que se trata de una consecuencia semdntica de A y lo denotaremos como A Eep

Un sistema formal se dice que es consistente si en él no se pueden derivar (sintacticamente)
proposiciones contradictorias. El sistema se dice coherente si las consecuencias sintacticas de éste
son también consecuencias semanticas. El sistema se dice adecuado si todas las consecuencias
semanticas son a su vez consecuencias sintdcticas (i.e., si todas las verdades son deducibles)
Finalmente, el sistema se dice completo si para cada proposicién p de éste se tiene que bien p
es deducible o bien —p es deducible.

5.6. Indecidibilidad. Teoremas de Gd&del. No vamos a demostrar los Teoremas de Incom-
pletitud de Godel, pero si que vamos a establecerlos con precisién, y haremas algunos comen-
tarios. Por otra parte, vamos a enunciar un resultado de G. Boolos, que estd relacionado con
los de Godel.

Primero Descartes y luego Leibniz, estuvieron interesados en la creacién de un método uni-
versal para el establecimiento de las leyes fundamentales del pensamiento. En el caso de Leib-
niz, dicho objetivo quebada descrito como la bisqueda de una lengua universal perfecta, un
catdlogo de ideas simples y de reglas para su combinacién que deberfa servir para expresar l;odo
pensamiento racional (i.e.. una “gramaética racional que refleje las conexiones l6gicas entre las
diferentes ideas”), liberando al hombre de la confusién omnipresente que hay en todo lenguaje
natural. Siguiendo estas ideas, pero con un objetivo mucho menos ambicioso (consciente, quizas
de la imposibilidad material de la realizacién del suefio de Leibniz), en 1879 Frege pl’lblicabz;
el primer volumen de su Ideografia'8, en el que pretendia avanzar hacia los objetivos de Leib-
niz, pero en el dmbito mucho mas restringido del pensamiento matematico y en particular, del
pensamiento l6gico. (Algo. por otra parte, mucho més razonable, si se tiene en cuenta qlie la
matematica seria el modelo “ideal” de lenguaje racional, en el que toda ambigiiedad sobra, etc.)

Frege produce en su ideografia el primer calculo deductivo completo y correcto de lo que
hoy se llama légica de primer orden (Crea la moderna Légica Matematica) ¥ que consta de los
siguientes axiomas:

ep=>(g=>r1)
e(p=>(g=35)=>(p=>4q9) = (p=5s))
e(p=>(g=>s)=>(@=>(p=>3))

e (p=q)=(~¢g=—p)

e =P

18Ideografia. Un lenguaje de formulas similar a la aritmética.
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® D= P
* p=q=((f(p) = fl9)) & (f(@) = f(»)))
[ ] p= Y4
* Vzf(z) = f(p)
¥ las siguientes reglas de inferencia:

¢ (Modus Ponens) De p = ¢ y p se deduce q.
* (Generalizacién) De p se deduce que Vzp(z).
¢ (Generalizacién condicional) De p = ¢ se deduce que p = Vrg(z).

El siguiente resultado garantiza que sistema formal que se acaba de describir es consistente.
Teorema 17. El cdlculo para légica de primer orden es sintdcticamente consistente.

El sistema descrito anteriormente no es, sin embargo, sintdcticamente suficiente. Est.o sig-
nifica que existen férmulas bien formadas (i.e., con una gramética. ’correcta) tales que ni falla.i
ni sus negaciones son tautologias y, por tanto, ni ellas ni su negacién p}leden Ser, teo.reflingb dfa
sistema y por tanto no pueden ser derivadas sintdcticamente. Ot’ra cosa dlfer?ntg es la su czpdcla
seméntica. En este caso, podemos preguntarnos si todas Ia§ formulas's;emantlcamcnte' 'v ‘1 as
(ie., aquellas que son tautologias: teoremas en cualquier interpretacién natural de éstas) se
Pueden deducir en el calculo légico descrito. .

Esta cuestién estuvo abierta durante mucho tiempo. De hecho, el primer resul.ta(¥o importante
publicado por Gédel, y que fue precisamente el tema de su tesis doctoral, es el siguiente teorema

Teorema 18 (Gddel, 1930). Cada férmula vdlida de la l6gica de primer orden es sintdcticamente
deducible.

Por supuesto, este resultado alegré grandemente a los formalistas. Sin er.nbargo, su .alegrl’a
duré poco. En 1931 el mismo matemético (entonces un completo desconocido) que les habia
endulzado la boca con el resultado anterior, darfa un golpe de efecto demoledor, al demostrar
los siguientes teoremas:

Teorema 19 (Ggdel, 1931). Sea P el sistema formal de los Principia Mathematica, con-
Juntamente con lo aziomdtica de Peano para la aritmética. Si P es consistente entonces es

incompleto. Es mds, esto sucede aunque completemos el sistema con un conjunto finito K de
ariomas consistentes con P

Nota. En realidad, Godel supone que P U K es w-consistente, gna.l'lipétesi's un pl(l)‘co’tm‘a.ls.
restrictiva que la consistencia. Sin embargo, en 1936, B. Rosser consiguié reducir esta hipétesis
a la simple consistencia, con ideas similares a las de Godel.

Teorema 20 (Gédel, 1931). Si el sistema formal P U K es consistente, entonces es imposible
demostrar su consistencia con sus propios medios.

Finalizamos esta seccién enunciando un teorema andlogo al Teorema 19 anterior, que PrObé‘G-
Boolos en 1986 (ver [6]). La idea es que podemos interpretar los sistemas formales como un tipo

especial de algoritmog que generan proposiciones verdaderas (i.e., teoremas) de la aritmética.

Teorema 21. No eziste ningtin algoritmo cuya salida contenga todos los enunciados verdaderos
de la aritmética y ninguno falso.

Los teoremas de incompletitud de Gédel se pueden aplicar, en particular a tod'as las axiomdicas
conocidas de TC. El resultado es, por tanto, que no podemos aspirar a ﬁnah.zar el programa
formalista de Hilbert. pues no hay pruebas de consistencia internas para los sistemas formales
que representan la TC. Ahora bien, como bien observan Newman y Nagel en [29]. estos resultados
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no dicen nada que impida la demostracién de la consistencia de la aritmética mediante algin
tipo de prueba que no sea formalizable dentro de la aritmética (y que, sin embargo, sea correcta).
Claro que el problema para este tipo de pruebas es que hasta la fecha nadie ha tenido la idea
brillante que ilumine el camino.

Por otra parte. la demostracién de Gadel de la existencia de proposiciones formalmente in-
decidibles en el lenguaje de la aritmética se basa en la construccion efectiva de una de dichas
proposiciones pero. desafortunadamente. ésta no es particularmente significativa en términos
matemdticos (como podria serlo, por ejemplo. el axioma de eleccién o la conjetura de Gold-
bach). Este tipo de afirmaciones existen: se deben al trabajo de Paris y Harrington de 1977 (ver
[21]).

El mismo Godel., en vez de desanimarse, continué activamente su trabajo sobre los funda-
mentos de la matemadtica. Incluso. podria decirse que algunas de sus contribuciones posteriores
superan en dificultad a los teoremas de incompletitud. ;Qué quedaba por hacer? Pues habia
que estudiar si la admisién de los postulados més conflicitivos de TC, como el axioma de eleccién
o las hipétesis simple y generalizada del continuo, producen (o no) nuevas contradicciones en
TC. Es decir, se debia estudiar la “consistencia relativa” de estos postulados respecto de las
teorias axiomadticas cldsicas (ZF y NBG). En 1938, Godel proporcioné una solucién positiva a
este problema:

Teorema 22. Si ZF es consistente, también lo son ZF U {AC} y ZF U {HGC}. Lo mismo
podemos afirmar pare el sistema NBG.

Finalmente, en 1963, el matemdtico estadounidense P. J. Cohen demostraria el siguiente
resultado:

Teorema 23. Si ZF es consistente, también lo son ZF U{-AC} y ZF U{~HGC}. Lo mismo
podemos afirmar para el sistema NBG.

En consecuencia. AC y HGC, son proposiciones independientes del resto de postulados de ZG
y NBG. (Se trata de algo similar a lo que sucede con las Geometrias Euclidea y no-Euclideas).
Todas estas demostraciones s¢ basan en la Teoria de Modelos.

6. A MODO DE CONCLUSION

Hace aproximadamente un siglo un grupo de importantes matematicos alemanes, france-
ses, americanos, etc. estuvo inmerso en una discusién a fondo sobre los fundamentos de las
matematicas. Se trataba de eliminar una serie de paradojas que habfan surgido en TC, pero
también se discutié sobre lo que es o no aceptable en matematicas.

Ademas de las paradojas légicas, otra cuestion que produjo cierta incertidumbre en la comu-
nidad matemadtica de la época es el hecho de que el axioma de eleccién posea consecuencias muy
poco intuitivas. como ¢l Lema de Zorn, el Axioma de Zermelo o la descomposicién paraddjica de
Banach-Tarsky y por tanto. resultaba un poco “duro” admitir AC como axioma; pero por otra
parte, si eliminamos AC de la TC entonces perderemos la oportunidad de demostrar muchos re-
sultados importantes, como la existencia de cierres algebraicos o de bases de espacios vectoriales.
Ahora bien: ;No deberiamos tener ciertas garantias de que admitir AC no iba a producir nuevas
contradicciones en el futuro? (Algo parecido sucedia con otros postulados, como la hipétesis del
continuo).

Como resultado de estas discusiones surgieron varias escuelas de pensamiento que, desde
entonces, se encuentran enfrentadas (formalistas, intuicionistas). Ademds, la demostracién por
parte de Godel de ciertos resultados sobre incompletitud y consistencia de los sistemas formales
que contienen la aritmética clemental. acab6 con el suefio de Hilbert de establecer un consenso
definitivo entre dichas escuelas.
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A pesar de la naturaleza pesimista de los resultados de QBdel, hay que decu" que ;;1 :22;112
motivé el desarrollo posterior de teorias matemadticas muy mteresantfes', comoAzon p ; ;mbién
los diferentes conceptos de algoritmo, de computabilidad y de recyrsn‘ndad. : 'emilse’ 1o Légion
debemos a Godel algunos resultados optimistas, como son la suﬁciencm sem;gtnca 3
de primer orden y la consistencia de AC y HGC con el resto de axiomas de C- o de Gisdel

En los aiios sesenta, el matematico norteamericano P. Cohen completé los resulfa (()is e ( oo
sobre AC y HGC, demostrando que ambos postulados son independientes ’del. l‘e?to oe i:l(c)le I
de TC (de nuevo, tanto para ZF como para NBG), mediante el uso de técnicas prop
teoria de modelos.

Sabemos, por Gédel, que no existen pruebas internas (finitarias) de la consistencia de ZF o
NBG. Pero, jcon esto se acaba todo? . . e

En 1936 y 1938, G. Gentzen demostrd, de dos formas distintas;, la consistencia de la aritmeética,
utilizando induccién transfinita (i.e., por métodos no finitarios). . )

Desde el principio, 1a TC ha ;(wobado ampliamente su utilidad, al p.r?pormonlar (lilerr::tl::::litgs
no sélo para la, homogeneizacién del lenguaje matematico, sino también para ‘a dem tracién
de resultados interesantes en otras dreas. Piénsese, por ejemplo, en la Senc}lla, 'emTOZT ontd
por Cantor de Ia existencia de nimeros trascendentes. También desde el principio | cecntral
con algunos detractores (e.g., Kronecker), pero con el tiempo ha quedado claro ‘fl pape o
de ésta en Iy estructuracion del conocimiento matemdtico. Probablemente aun I.IOZI mno es
matematicos son de la opinién de que, por ejemplo, la teorfa de los grandes cardin -8 uiera
especialmente interesante porque este tipo de conjuntos gigantescos no son frecuentes ni siq

. 0 jemplo
en las aplicaciones tedricas... pero es dificil que estos mismos matematicos rechacen, por ejemplo,
el valor estético y filoséfico de esta teoria.

; izd ia
Actualmente hay muchos problemas de TC que estén abiertos, y sobre los que quizds valdr

la pena ech. i
ar un vistazo. A
- . icciones. iAunque
Personalmente, me inclino a pensar que la matemadtica no contiene contradicciones. jAunq
no pod

; iticas algo de
amos demostrarlo usando un nimero finito de pasos! (;Hay en matemiticas alg
aspecto maés inofensivo que N?)

Es probable que la preocu
modernos sea my

(y filésofos)
decir de mu,
Me gust,

pacién por los fundamentos de la mayoria de los matem%t}CO:
Y Poca o, cuando menos, muy relativa. Sélo un grupo reducido de matem?,tlco ‘
S€ ocupa actualmente de estas cuestiones. Aunque, obviamente, lo mismo pod’rl.&mo"
chas de las diferentes “especializaciones” que existen hoy por hoy en 'f‘atemf’,t'cas'

arfa pensar que estas notas, escritas no por un experto sino por un “aficionado corfl‘0
¥0, sirvan de motivacién para los lectores. Motivacién para leer més sobre fundamentos. Ademab.
debo decir que existe mucho material publicado en espaiiol sobre el tema, y una amplia gama

o . . ibliografia
de documentos (esta vez, la mayoria en inglés) cuyo acceso es libre en internet. La bibliogr
que aparece a continuacién es sélo una pequeiia muestra.
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