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Abstract 

Motivated essentially by their importance in physics and engineering sev­
eral interesting generalizations of the Bessel function were investigated ex­
tensively in recent years. In this sequel, the authors present same integrals 
involving the generalized Lommel-Wright function and the generalized Leg­
endre function of the first kind, which are defined here in terms of the Fox­
Wright hypergeometric function p1/Jq(z). Various particular cases are consid­
ered. 

Key words: Generalized Lommel-Wright function , generalized Legendre 
function, Bessel function, the Fox-Wright hypergeometric function. 

Resumen 

Motivado esencialmente por su importancia en física e ingeniería, varias 
e interesantes generalizaciones de la función de Bessel han sido investigadas 
extensivamente en años recientes. En esta secuencia, los autores presentan 
algunas integrales que involucran la función generalizada Lommel-Wright y 
la función generalizada de Legendre de primera clase, las cuales son definidas 
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aquí en términos de la función hipergeométrica Fox-Wright p'l/Jq(z). Son con­
siderados varios casos particulares. 

Palabras clave: Función generalizada Lommel-Wright, función genera­
lizada de Legendre, función de Bessel, función hipergeométrica Fox-Wright. 

l. Introducción 

Las funciones de Bessel tienen importantes aplicaciones en todas las ramas 
de la física y la ingeniería y cobran especial importancia en problemas de 
valores de contorno en superficies cilíndricas [2]. 

En este trabajo presentamos varias integrales que involucran la función 
generalizada Lommel-Wright Jt,~(z) definida por [6]: 

00 (-l)k ( z) v+2.\+2k 
Jt,~(z) = ~ [r(.X + k + l)]nr(v +.X+ µk + 1) 2 

= (-
2
z)v+2.\ 'ljJ [ (1, 1); 

1 n+ 1 (.X + 1, 1) , ... , (.X + 1, 1) , ( v + .X + 1, µ) ; - ~ ] (1) 

(µ>O; n EN) 

la cual tiene las siguientes relaciones con la función de Bessel clásica Jp(z) 
[10] y su generalización 1:,,x(z) considerada recientemente [3]: 

(2) 

Aquí, P 'l/Jq denota la generalización· de Wright (o, más apropiadamente, de 
Fox-Wright) de la función hi pergeométrica pFq, la cual es definida por [ 8] y 
[11]: 

(3) 

y 
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De (1) y (4) se tiene: 

( z )2>.+v 11 [z2 I (O, 1) ] 
J~;(z) = 2 H1 ,'n+2 2 (O, 1) , (-,\, l)i,n, (-,\, -v, µ) (5) 

donde H~::+l es la función H de Fox [7]. 
La función generalizada de Legendre de primera clase [9], viene dada por: 

m,n - 1 (z + l)n/2 
T pk (z) - r(l - m) (z - l)m/2 

2R7 k- --+ 1 -k- --· 1-m· --( m-n m-n 1-z) 
1 2 ' 2 ' ' 2 

(6) 

donde 2Rr está dado por [1] y [5] : 

T r(c) ~ f(a + k)f(b + Tk) z k 

2R1 (z) = 2R1(a, b; e; T; z ) = r(a)I'(b) ~ r(c + Tk) k! (7) 

donde a, b, e son números complejos, T E IR, T > O; a + k #- O, -1 , -2, ... ; b + 
Tk #-O, -1, -2, ... cuando k =O, 1, 2, ... 

2. Evaluación de Integrales que Involucran la Función J~;(z). 

En esta sección se evalúan integrales que involucran la función generali­
zada de Legendre de primera clase y la función generañizada de Lommel­
Wright. Se obtienen, además, las derivadas parciales con respecto a los 
parámetros a y b. 

Evaluemos la integral 

¡o,/3,µ,n,p,p ,u(x) = f 1 (1- x)ª( l + x)b 7 P 0 ,f3 (x)Jµ ,n [p(l - x)P( l + x)17] dx (8) 
T 1"f 11J1A,a,b "f IJ1A 

-1 

donde Re(a) > O , Re(b) > 0, t 1;x1< 1, TE JR+, µ > 0),v E C, n EN, 

Re(p) > O, Re(CJ) > O ;- 1 - 0 ;/3 +Tj #- O, -1 , -2, ... ,con j = 1, 2, 3, ... ;a~ N, 
donde 7 P;,/3 ( x) es la función de Legendre de primera clase. 

De (6): 
!i 

o,/3 _ 1 (l+x)2 
7 p'Y (x) - r(l - a) (1 - x)% 
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2Rr 'V---+ 1 -'V---· 1-a· --( a-(3 (3-a 1-x) 
1 I 2 ' I 2 ' ' 2 (9) 

Para obtener la evaluación de (8), sustituimos I~~(z) definida en la 
ecuación ( 1), intercambiamos el orden de integración y suma (en vista de 
su convergencia absoluta [6]), resultando: 

( p)v+2>. 00 (-e/ 
1~~(x)= 2 f;¡r(1+>.+k)tr(1+>.+v+µk) · 

l: (1 - x)ª+a(v+2>.)+2ak(1 + x)b+p(v+2>.)+2pk TP;·f3(x)dx 

De (13) y [4(11)], se tiene 

f (-4(a+p-l)p )kr (b + (v + 2>.)p - ~ + 1 + 2pk). 

k=O [f(l +A+ k)tf(l +A+ V+ µk) 

(¡-~ + l) j f (-¡ - ~ + Tj) f (a+ (v + 2,\)cr - % + 1+2crk + j) 

f(l - a+ Tj)f(a + b + (cr + p)(v + 2>.) - ª;(3 + 2 + 2(cr + p)k + j) 
(10) 

Si derivamos parcialmente (10) con respecto a a y con respecto a b, se 
t iene respectivamente 

Jµ ,n(x) = ~ I~·~(x) 
v,>. ua '" 

= l: (1 - x)ª(l + x)b ln(l - x) 7p~a,f3)(x) J~~ [p(l - x)P(l + x)ª] dx 

p11+2>.2a+b+(a+p-l)(11+2>.)-~+1 

(ln 2)1~~ + ( a-(3) r -1- -2-

00 (-4(a+p- l)p)kf(b + (v + 2>.)p + ~ + 1+2crk + j) 

f; f(l - a+ Tj)f (a+ b + (cr + p)(v + 2>.) - ~ + 2 + 2(cr + p)k + j). 

[ ~ (a+ (v + 2>.)cr - % + 1 + 2crk + j) -
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y 

Kµ ,n(x) 
v,.>. 

= f) µ,n( ) 
f)b lv,.>. X 

= ¡1

1 
(1 - x) 1(1 + x)b ln(l + x) rP;·f3(x)J:,';: [p(l - x)P(l + x)ª] dx 

pv+2.>.2a+b+(a+p-l)(v+2.>.)+ ~+1 

= (ln 2)1:,'; + ( a-f3) r - 1 - -2-

~ (-4(a+p-l)p)k f(b + (v + 2>..)p + ~ + 1+2pk). 

6 [r(l + >.. + k)t r(1 + >.. + v + µk) 
k=O 

(1-~ + l)j f (-1 - ~ + TJ) f ((a+ (v + 2)..)0" - ~ + 1+20"k + j) 
f(l - a+ Tj)I' (a+ b +(O"+ p)(v + 2>..) - 0 ;f3 + 2 + 2(0" + p)k + j) 

[ 'lj! (b + (v + 2>..)p + ~ + 1+2pk )-

'lj! (a+ b + (D" + p)(v + 2>..) - ª;/3 + 2+2(D"+P)k+j)] (12) 

donde 'lj!(z) es la derivada logarítmica de la función gamma. 

3. Casos Particulares. 

Para algunos valores particulares de los parámetros, se tienen integrales 
que involucran funciones conocidas. 

a) Si T = 1 y a= /3 en (8) y (10): 

l:,';:(x) = 1-'. (1 - xr(l + x)b P;(x)J:,';: [p(l - x)P( l + x)ª] dx 

y de [9] se tiene 

0 1 (l+ x) % ( 1-x) P'Y (x) = f(l _a) 1 _ x 2F1 1+ 1, -1; 1 - a; - 2-
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Por lo tanto, 

µn( ) 1 ¡1 ( )ª-2'( )b+ª- ( 1- X) Iv,~ x = r(l - a) }_
1 

1 - x 2 1 + x 2 2F1 ¡ + 1, -¡; 1- a; - 2- . 

J~~ [p(l - x)P(l + x)ª] dx 

pv+2>.2a+b+(a+p- l )(v+2>.)+ 1 
=--------

r(-1) 

f (-4(a+p-I)p)kr (b + (v + 2>.)p + ~ + 1 - 2pk) . 

k=o [r(1+>..+k)tr(1+>..+v+µk) 

(¡ + l)ír(-¡ + j)f(a + (v + 2>..)0" - ~ + 1+20"k + j) 
r(l - a+ j)f(a + b +(O"+ p)(v + 2>..) + 2 + 2(0" + p)k + j) 

donde 2F1 ( z) es la función hipergeométrica de Gauss [2]. 
b) Sin= 1 y µ = 1 en (10) se tiene: 

1:,'l(x) = 1: (1 - xt(l + x)b rP;,/J(x)J:;l[p(l - x)P(l + x)ª]dx 

De [6 (3), P. 41] se tiene 

21-a 

Jv,>.(z) = r(>..)r(>.. + v) Sa,v(z) 

donde Sa,v(z) es la función de Lommel [2]. 

pv+2>.2a+b+(a+p-l)(v+2>.)+~+l 
= r (-1- ª;¡J) 

f.. (-4(a+p-l)p)kr (b + (v + 2>.)p - ~ + 1+2pk) . 

2o r(1 + >. + k)r(l + >. + v + k) 

(13) 

( / - ~ + 1) j f (-¡ - ~ + Tj) f (a+ (v + 2>..)0" - ~ + 1 + 2CJk + j) 
f(l - a+ Tj)f (a+ b +(O"+ p)(v + 2)...) - °';¡J + 2 + 2(CJ + p)k + j) 

(14) 
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Fácilmente se pueden deducir muchos de los casos especiales considerados 
en algunos de los trabajos citados. Justamente podemos observar que para 
T = 1, a= (3 =O, n = µ = 1 y A= O en (8) y (10), resulta 

1;,'¿(x) = ¡1

1 
(1 - x)ª(l + x)b P1 (x) Jv[p(l - x)P(l + x)°"]dx 

pv2a+b+(a+p-l)(v) 

r(-1) 

~ (-4(a+p-l)p)k f (b + v)p + 1 + 2pk) 

~ f (l + k)f(l + 1/ + k) 
k=O · 

(r + l )j f (-1 + TJ) f (a+ 1/0" + 1 +2ak + j) 
r(l + Tj)f (a+ b +(a+ p)v + 2 + 2(a + p)k + j) 

(15) 

una integral que involucra los polinomios de Legendre y las funciones de 
Bessel clásica. Similarmente se pueden considerar casos especiales de las 
integrales (11) y (12). 
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