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Abstract

We present in this paper a new integral transform which generalizes the
Meijer and K transformations, that have been studied separately till this
moment. The kernel of our transformation is the function t“M;’q(t), which isa
solution of the differential equation of fractional order

qtuﬂ-th—r(B—p—l)D:K:—ptr(ﬁ—l)—u},:(_l)mly ,

where BeC, peC, p>0, n-I<p=n (neN), Q>0 and r=p/q.

The inversion formula, the main operational rules and the connections

with Laplace transform, in order to obtain two convolutions, are also given.

Resumen

En este trabajo presentamos una nueva transformacién integral que
generaliza la transformacién de Meijer y la K-transformacién, que hasta el
momento han sido estudiadas por separado. El nicleo de nuestra transformacién
integral es la funcién t“M;’q(t), que es solucién de la ecuacién diferencial
de orden fraccionario

qt"““‘m"(B‘p“)D:K;‘"t’(ﬂ")'“y=(—1)""y ,

donde BeC, peC, p>0, n-I<p=n (neN), >0 y r=p/q.

Se establece ademéds la férmula de inversién, las principales reglas

operacionales y las relaciones con la transformada de Laplace que nos ayudaran

a dar algunas convoluciones.
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1. INTRODUCCION

Denotaremos por mE': - transformacién integral a la definida por:
00
Fs)=Mm2Ur(t)=[ (stt*MPUst)f(t)dt Ly
B o B
b/
P»ay-1 CRN I rB-1-1p.q
f(t)= (llHB ) (F(s))———lp (st) NB (st)F(s)ds , (1.2)

donde r=q/p y £ es un camino de integracién que se especificarda mas adelante.
Para los valores particulares de los parametros p=v, p=q=l, B=v+l, la
expresién (1.1) generaliza la transformacién de Meijer [2]:

v/2

00
™ f)(s)=2_[ (s)”/%K_ (250t , (1.3)
v 0 v

y para los valores p—m%, p=l, q=2, B=v+l se tiene la K-transformacién [7]:

00
& Ne=2""[ (50K (stidt. (1.4)
Como es habitual, Kv(Z) denota la funcién modificada de Bessel de tercera

especie y orden v expresada en forma integral como:

0 2
1,zv V-1 _-t-z /4t 2
K (@)= J'Ot e dt, Re(z2)%0. (L.5)

La funcién Mg‘q(z) que aparece en el nicleo de (1.1) viene dada por:

q 0 -pq, 2
ME2)=n(p,8,~) I tPett 2 gy (1.6)
o
siendo la funcién
© P
n(p,B.z)=I tRett 2gt .7
0

con p>0, BeC y Iarg(z)l(g . Esta funcién ha sido estudiada en [3] y [4] y es
una generalizacién de (1.5).
El comportamiento asintético de la funcién tuM;‘q(t) es deducido de [3]:

Para t50" se tiene:

ra-gtt si Re(B)<I
" B -1 Z(B-l)/p r(1-B)+p o
t“M;’q(t) T(1-g)t"+I'(——— t st Re(B)=1, Bl (L.8)
(-In()t! st B=1
r(BTl)q”B'l”"t""ﬁ’*“ s1 Re(B)>1
donde r=J .
p

cion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitari

]
a
£
H
3
3
S
H
g
H
3
2
o




Para t->+o vale:
:: ‘-ﬁ) _Az‘q/(p-bl)
t"M;'q(t)«Alt P e 1.9)

oo l1= :_1:_1 p(1-28)/2(pu)q(26-1)/(p~1) y A2=(1%)p1/(pol)q2q/(pol)

La funcién N;’q(z) que aparece en (1. 2) viene dada por:

P _al BZ
NB (2)=0(=, qu/p) (1.10)

donde &(p,B,z) representa la funcién de Wright [6]:

-] n
z
¢(p,8,z):zon!r )+ PO BeC: (1.11)

o bien

11" r(s)

e _ u(l -P).
®(p,B,2)=5— 2m m( z)°ds,  p<l, ©0, |arge-2z)|<———

(1.12)
Como es sabido para, p=l, B=v+l, se tiene:
2
oL+, =31 (@),

donde Iv(z) denota la funcién modificada de Bessel de primera especie.

Para la obtencién del comportamiento asintético de er-“'lN;'q(z) cuando
|z| »>+w recurrimos a [4]:
z'B“‘"N,';’“(z)m,er-u-“ e 2 taot121 ).
az(ez’"z)rﬂ-"_h e DY o121y, (1.13)
si -2n<arg(z")<0;
z’B"‘"NE"‘(z)ml(e'z’“z)rp_u-h o HET DY o2,
azer_“_h r;':;:?: e7z“l(pm(1¢0( |1z| —q/('”n)) (1.14)

si 0<arg(zr)<2n, siendo a.l, a.2 y 7 determinadas constantes positivas.

Damos a continuacién algunas propiedades que nos ayudardn en la
proposicién 5 a probar que la funcién t"'MS'q(t) es una solucién de la ecuacién
diferencial de orden fraccionario:

qt‘m_“Dt_r(ﬁ_p‘l)D:K:_"t'(B_"_“F(—1 )""y B (1.15)

d Rl
DO dt 7

11
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00
K@= J' (t"-2N% M (1) dt, Re@»0, r>0 (1.16)
z

es el operador fraccionario de Weyl.
Proposicién 1. Si aEIR', m>0 y a>0, entonces
m m
K%(e 2t J=a et
m
Demostracién. Consultar Erdelyi [1], pag. 202. m

Proposicién 2.

zr(l—B)

Padp Psq
MB (z)= KB (z)
donde

00 2 q, 1/p
KE’q(z)=I B /pgt/aT-tz /0y 17
o

Proposicién 3. Si n-1<{p=n, neN, p>0, @0, y r=qg/p, entonces

KPRy i=rg " (2) (1.18)

Demostracién. Usando (1.16) y (1.17)

- ® B-p-1)/p_~t/a°yn-p, -0)"P
K: pK;;"‘(Z)=J‘ sl gl K: O )dt
o

y aplicando la proposicién 1, resulta

n-pep,q ® (Ben-2p-11/p_-t/a’-z%0""P p.q
K" PgP (z)=J' t e =R (z).
r o B+n-p

Proposicién 4. Si nelN, p>0, @0, y r=q/p, entonces

NeP,d_\__1\NeP,d
DrRB (z)=(-1) KB_n(z). (1.19)
Demostracién. Seguir los pasos de la demostracién anterior. m

Proposicién 5. Si n-1<p=n, neN, p>0, @0, r=q/p, BeC y upeC entonces la

funcién t“M;’q(t) es una solucién de la ecuacién diferencial de orden
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fraccionario

qtpﬂ—th—r(B—p—lDD:K:-ptr(B-l)-#y=(_1)"’1y . (1.20)

Demostracién. En efecto, de (1.20) se sigue

qt’“'"‘Dt’r(ﬁ"”l’D:K:’Pt"ﬁ""“t“M;’q(t)=

TR [_r( B=p-1) t—r(B—p—l)—ID:+r t—r(B—p—l)ﬂ‘—lD:ﬂ] K:-px‘g ).

Considerando (1.17) y (1.19) esta expresién queda en la forma:



_2n 1 rO-B)+p inap,q 2. r(1-B)+p+r _ \n+lep,q .
r(B-p-1)t (-1) ﬁﬁ_p(t)ﬂ‘ t (-1) RB-P—l(t)

P

(_l)mlr_ztr(l—B)*“ [(S—p—l)wa(s_zp_l)/pe_qu_('ﬂ/x)l/ s
0

00 2 q, I/p
-2p-2)/p_-x/q -(t /:
trI X(B P-2)/p~x/q ~(t /%) dx]:
0

P

00 2 q, 1/
(_l)ndrqtr(l—B)ﬂl[ J g_x (x(B—p—l)/p)e—x/q BRI

o

00 2 q, 1/p
-p-1)/p_-x/q d _-(t'/;
Jx(ﬁp)pexq__e( %) dx]:

dx
0

© q, 1/p 2
(_Umqutr(l-B)mJ‘ g_x(x(B—p-l)/pe—(t /%) )e—x/q dxm
0

e integrando por partes nos da el resultado deseado:

et MBI

_p—f"

0

2 q 1/p
(-1) (Bup-l)/pe—x/q -(t /%) dx:(_l)mlth;,q(t). -

2. LA fm";’:— TRANSFORMACION INTEGRAL.

En este apartado se analiza bajo qué condiciones podemos garantizar la

P

B,k

convergencia de la integral que define la M

la validez de la férmula de inversién (1.2).

*9_transformacién (1.1), asi como
»

Proposicién 6. Sean B, p numeros complejos, p>0, @0, r=q/p y f(t) una

funcién localmente integrable en (0,w) que satisface:

ot™) st Re(B)=1, B#1
f={ ot" BVH) L Re(@)1 para t>0"
ott™) st B=1
y
th/(p+l)
f(t)=0(e ) para t-+w, c>0.

En estas hipétesis, la transformacién integral m;’:(f(t))

q/(p+1)

absolutamente cuando Re(s ))c/?«z , donde AZ viene dada en (1.9).

13

(2.1)

(2.2)

converge
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Demostracién. Poniendo

£ T
F(s)=M24f(0)=| (sti*MP U st)f(t)dt+]| (st)*MP Y st)f(t)dt+
Bt R B . B
00
I(st)“Mp'q(st)f(t)dt, (0KeXT<om),
- B

se observa que la primera integral del segundo miembro converge absolutamente
sin més que tener en cuenta (1.8) y (2.1). La convergencia de la segunda
integral se tiene por ser f(t) localmente integrable y por la continuidad de
tH M;;’q(t). Finalmente, analizando (1.9) y (2.2) se prueba la convergencia

absoluta de la tercera integral, siempre que Re(sq/(wl)

Pe/A . m

2

En el siguiente resultado y con la ayuda de (1.6) expresaremos la
transformada m;': como iteracién de transformadas de Laplace, con el objetivo

de hallar la ,‘m;';—transf ormada de t* y mas tarde establecer dos convoluciones.

Proposicién 7. La transformacién integral (1.1) puede ser expresada como

r(1-B)+p

Pyq 8 By, (H+1-a)Zag, 1/7qy _-py. s’
mB'“(m»-W Hr TR flu’ ")t ),—2/p) (2.3)
y también
ﬂﬂ;':‘(f(t))=q2(“+1)/q'lsuﬁ(r(ﬁ'p'”/pﬂ(ur(“’”'Bf(quur);'r_vp);sq), (2.4)

donde £ denota la transformada de Laplace.

Demostracién. Teniendo en cuenta (1.6) y efectuando el cambio de
1/p

, queda:

q
variables [S—] 1.1
qz X T

r(1-B)+p
_mPea _s
F(S)—mﬁ,u(f(t»

0 00 r -2/p_ q_-p
TR J t“f(t)dtI Besa T Ty
q“iTVR Jg 0

Podemos cambiar el orden de integracién y hacer t=u para obtener la

expresién (2.3):
r(1-B)+p o r -2/p ® -p
sz(l—B)/ +1 J- P rdr‘[ W aus
q i o

sm-B)«p

-Bay (M+1-q)/qy 17ay _-p, S
WE(T L{u flu' )T )’_Z/p)'

Para la segunda expresién consideramos (1.6) y hacemos

s =y, quedando
qx

14
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-2/p -1/p q
¢ 4 sy

F(s)=MP Uf(t))=
Bt

00 00 r
I tr(l—Ble (t)dt y(B-p'”/pe't . dy.
0 0

S

2(1-B)/
pq B)/p
Finalmente, cambiando el orden de integracién y efectuando el cambio de

-Z/ptr

variables q =u, obtenemos (2.4). m

Como consecuencia, y con ayuda de (2.3), se infiere que la transformada
a .
de t~ viene dada por

2(ksee1)/q -0t

m;';u“)%r( (u+a+1)/q)T ((ura+1)/r-B+1))q (2.5)

siempre que Re(a)>max{-1-Re(p),Re(r(8-1)-p-1)} y Re(s")>0.
Esta férmula serd usada en la obtencién de la transformada de la funcién
trB_wlN;;‘q(oct) segin muestra el siguiente resultado.
Proposicién 8. Para p>1, @0, r=q/p, Re(B)>0 y a<cC, se tiene:
r
P BHINP Y 1)) g BRI TB_S Resho0. (2.6)
Bk B oSl
Demostracién. Recurriendo a (1.12) y tomando c tal que O<c<min{l,Re(B)},

se deduce:

28 BN S L[ (s ot B
[ 8 2m 8

c+loo

r'(z) 2z/p r -z
TrE=z759 (=(t)’) “dzdt.
J.c_ml‘((B 2)/p

Cambiando el orden de integracién y teniendo en cuenta (2.5):
c+ico
m;’;(trﬁ_”_lNE’q(at))=qu/P_ls”_r82—11riI T(s)T(1-8)(-oc/u) "du=
! c-loo

o

qu/p_ls”'rBL ,  Re(s")0.
s"-a

Consultar Erdelyi [1], pag. 349, para verificar la ultima igualdad. m

Damos a continuacién la férmula de inversién, resultado fundamental de

este trabajo.

Proposicién 9. Sea F(s) una funcién analitica definida en el dominio

D =(seC: Re(sV®"?
c

n
Jze/A, |arges)| =5(p+hraq)
donde p>1, @>0: r=q/peN, c>0, Re(B)>0 y ueC. Si asumimos que:
(i) sBMF(s) es una funcién holomorfa en D.

15
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Demostracién. Poniendo

e T
r(s)=m""‘<f(t))=j (st)"M”(st)f(z)duj (st*MPY(st)f (t)dt+
B.u . B e B

00
J-(st)”'Mp’q(st)f(t)dt, (0<e<T<om),
T B

se observa que la primera integral del segundo miembro converge absolutamente
sin mas que tener en cuenta (1.8) y (2.1). La convergencia de la segunda
integral se tiene por ser f(t) localmente integrable y por la continuidad de
t"M;;’q(t). Finalmente, analizando (1.9) y (2.2) se prueba la  convergencia

absoluta de la tercera integral, siempre que Re(sq/('””

Pe/A. m

2

En el siguiente resultado y con la ayuda de (1.6) expresaremos la
transformada m;'; como iteracién de transformadas de Laplace, con el objetivo

de hallar la M? %-transformada de t* y mas tarde establecer dos convoluciones.

[
Proposicién 7. La transformacién integral (1.1) puede ser expresada como
r(1-B)+ r
MU ()= ——— gz Pt 1m0 ;) Sy (2.3)
B.1 2(1-B)/p+1 2/p
q q
y también
me e () pmq 2/t gy Bop-0/pg e D-Bp( 270,y -1p) a) (2.4)

donde £ denota la transformada de Laplace.

Demostracién. Teniendo en -cuenta (1.6) y efectuando el cambio de

. 1/p
variables [s_] la
qz X

1
=0 queda:

r(1-B)+p @ ) r -2/p_ q_-p
I t“f(t)dtf tBes 0 TT gy
0

! P.q = 8
F(s) !UIB,“(f(t)) ,

2(1-B)/|
q B)/p
Podemos cambiar el orden de integracién y hacer t=u para obtener la

expresion (2.3):

r(1-B)+p ® r -2/p © -p

sz(l s J‘ . Be—u q td‘tI u(}hl-q)/qeu'[ dii=
- +

q ? o

sr“-B)’“

P
airBag,M+1-a)/q. 179, _-py S
—QZ(I-B)/P'I £{t " %u flu ")t )’_2/;,)‘

Para la segunda expresién consideramos (1.6) y hacemos

25 =y, quedando
Qi

2
2
=
5
H
]
&
9}
<]
4
&l
5
5
2
£
£
3
8
=
5
3
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En efecto, de la condicién (ii) se tiene que cualquiera que sea €>0
existe un numero real positivo R , tal que |er'“'lF(z)|<c para ROR .
Un punto z de CR es de la forma z=Rele, con |9|sg(p+l)/q, Por tanto

T(p+1)

2q

l2mJ F(z)dz|< IJ | F(z)| |dz| 21![ . =dg o ._EE___Q
npp+1) R™-|s|” R'-|s|"
“2q

para R lo suficientemente grande.

Apoyandonos en la hipétesis (i), podemos asegurar que la funcién

rB -p-1
. F(z) posee un unico polo en D éste es z=s. Dado que hemos supuesto
s'-2"
relN, se tiene que z=se2km/r no esta en Dc, para k=1,2,...,r-1.

Podemos por tanto concluir que para R-+»

rB-p-1 rB-p-1

—1. e F(z)dz=-
2mi r

Zs -2z rs

g F(s).

Luego

sr(:-B)+ur rB -p-1
—J Z __ F(z)dz=F(s),
2ni r
s s"-2"

con lo que se concluye la demostracién. m

3. CALCULO OPERACIONAL.
En este apartado daremos algunas reglas operacionales de la
transformacién  integral fm"'“ con respecto al operador diferencial
s

B’

fraccionario:

SE,;::trB—u—anIn—ptr(p—B)ﬂDtMﬂ—q
Ny rr

Proposicién 10. Si myaeR’ y (x"- ym)o‘l mlf(y)g(x) es absolutamente

integrable en el tridngulo infinito T=((x,y)eIR2/0<y<x), entonces se tiene la
siguiente férmula.
J 21 f(x)dx—J- £O0x™ K g (x)dx, @D

donde

1 f(x)———(—yr(xm ™&1ymlecy) dy. (3.2)

© Del documento, de los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universit




Proposicién 11. Para a>o, m>0, y nelN, se tiene:

D'"'£(0) _mia+-n-1

o-m, C
(a)ID f(x)I f(x)z Tle—n+i) ¥

(®) D:‘Ki(f(st))—sm(n anKaf(st)

Proposicién 12. Sean B,ueR, p>0, @0, r=q/p, tal que n-1{ps=n y sea f(t)

una funcién (n+l)-veces diferenciable en (0,+w), satisfaciendo

hipétesis:

(i) Cuando t0°,

o™ M % st Bsl
f(t)=
o(¢"m-R-u-p-ey s A1

para un cierto o (0Osacl).
(ii) Cuando t-+w,

a/(p+1)

ct ¥

f(t)=0(e

siendo c es una constante positiva.

5 S 5 /(p+1
Bajo estas condiciones se tiene, para Re(s® {p+1)

PrdcPsd =S qPea
mB (SB“f(t)) ﬂIIB {f(t)}

Demostracién. Se verifica

B.u

y por las condiciones (i), (ii) y la proposicién 11 (a) se sigue:

Dx:—ltr(p~[3)umu-q+1

Tenemos entonces

/A
2

la siguientes

(3.3

(3.4)

(3.5)

00
m""‘(s‘;';f(t)>= (st)“M;;"‘(st)HB‘“"D’;I:‘Pt"*’“g’*‘Dt“*"“f(t) dt,
. o

£(t)—0 cuando t>0" para todo k=1,2,...,n

00
an""‘(s""‘f(t)>=s"J BB 9(st)r" PpP P Braptap gy g,
B "B o B

y aplicando la proposicién 10, nos queda

00
s“J (tr“K'r""t”‘B“’M;"‘(st))(D:t"P'B’Dt“*"“f(t)) dt.

Integrando ahora (n+l)-veces por partes, se llega a la expresién

j.lln_l—l _1PRa ()P
s (;lzl( DA +H-D"BH-D)

® -1
J (gh+1-ap TP ’D“K" pyrB- ”ME q(st))f(t)dt]

18
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En virtud de la proposicién 5, la 11 (b) y 12, se obtiene
o [}i (-1)‘_1A‘+(—1)"B+] +iqq- e (o),
donde
[(D : sache M st 0] (rie-Bhip, t"*"“f(t))] i=1,2,...,n

B= [(t"‘B""l’D’r‘x‘r“"t"ﬁ“’mg"‘(st))(t“*l“‘f(t))]
0

La demostracién se concluye probando que bajo las hipétesis impuestas los

términos A‘ y B se anulan cuando 50" Y to+o, m

4. CONVOLUCIONES PARA LA W;'Z-TRANSFORMACION.
Definicién (a). Definimos la convolucién * de dos funciones f(t) y g(t)

como:

(q-p-1)/q t
o vq_ t (B-1)/p _ gy (H+1-a)/q
(f*g) () 7[12(1_,3)/‘”1 D, o(t €) dg

1
J- (nt=m) H7 T Be(g a7y g (1P Y-y V)i (4.1)
)

donde DiB_”/p denota el operador fraccionario de Rieman-Liouville [5].
Proposicién 13. Si definimos la convolucién f*g como (4.1), siendo f(t),

g(t) y (f*g)(t) funciones Ym;’:—transi‘ormables para Re(sV®*"

)>c/)\2, se tiene
entonces

PsQy(on T/ B-D-pypp.q Psq

mﬁ’”((f g)(t))=s mB,u(f(t))!mB,u(g(t)).(4.2)

Demostracién. En efecto, de (2.3) sigue que

r(1-B)+p
P:a _ S a(Bag MH1-a) Zags 179y )
Mg T 0= =gy M "2 f T T h—r
q q
r(l B+ 2/p, r(1-B)+p r
B =g q Pr _s a B, .8
& B)/pﬂ,[ £ (Odt= e ME L (D= )
q q
donde
® %t P (-1
fo('t)=f XTI ap (1) 4k,
Igualmente

r(1-B)+p
mPUg(t))= 2

-8 . s"
Bt q2(1—B)/p+l iy go(ﬂ’ q2/p).

19
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Luego
szru—B)wu

MP U ()IME Hg(t))=

2 Pr (- )2 Py (1S )=
B Bt ot g o P

4(1-B) /p+2

4 B)7p
2r(1-B)+4pL r

s -B, B _ .S _

TR e 2(rx f (x)y-x)"g (y x)dx,—-——z/P)—

q o q

Haciendo x=yt

szr(l—B)Mu

1 r
1-28 B - ) -
W {y Jo(r(l ©) °f (yrlg (yd r))dr,———qyp)

SZr(l—B)Mu

@ @ 1 -, P -
R (yl-ZBJ I J‘ (1(1—1))'Be'y (xT "+2(1-T) )
q & 0’0’0

r
(xz)(“‘l'q’/“f(xV“)g(z“q)d'rdxdz;——s—-z;p)=
q

y considerando ahora £=xt P+z(1-7)?, n=tPx

SZr(l—B)+4l-l

00 -p, E
sT T T e B[ v € -avq
qau-B)/p,z Ly Ioe d&[o(n<§ m) dn

1 r
J (1(1-1:))(“‘lm_Bf(ﬁVqtp/q)g((E—n}/q(l—t)"/q)di;s—yp)=
q

2r(l B)+ap

J2B v g s
qm S j Hg 8136 ). .3)

donde
E (MH+1-q)/q
H,,6)=| (ni€-m) dn
)
1
J. (o) 07 By (0P g€} a-0™ Ydr.

L
Teniendo en cuenta el comportamiento de la transformada de Laplace con la

derivada:
0 -P, 0 -P,
yl'BI eV €H(f,g,€)d€=J ¥ o Puir g 6)a,
o 0

y volviendo a (4.3), podemos escribir:

2r(1-B)+ap ®  -p r

s -B -y "€ (B-1)/p, .S .

T 07 I ¥ DBV Puir g g )

q 0 q
SZr(l-B)+4u

Y ¥ -BJ‘Ne_y-Pg g(uol-q)/q(r, )(El/q)dg.s_r )=
qZ(I-B)/pvl y o g ) q2/p -

r-B)ym Py ou
s UHB‘#((f g)(t)Hs). =
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Definicién (b). Si definimos la convolucién o de dos funciones f(t) y

g(t) como:

t
(Fog)(q¥/ 4P/ H)=g X1/ oty B-thn) D} 'BI (xct=xn) BV By
0
1
I (za-my) ety (qutl/qxp/q)g(qu(l-t)vq(t—x)p/q)dr. (4.4)
o

Podemos dar el resultado que sigue:
Proposicién 14. Si la convolucién o es la definida en (4.4) y f(t), g(t)

y (fog)(t) son funciones m;’:—transformables para Re(sq/('"l)

))c/hz. se
verifica entonces
fm;::((fog)(t))=s_”m£:;(f(t))m;:;(g(t)).
Teniendo presente (2.4), la prueba de este udltimo resultado es similar a
la anterior.
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