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Explorando relaciones geometricas en GeoGebra
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Resumen En el presente articulo se describen las caracteristicas principales de la herramienta
“Relacion” que aparece en las ultimas versiones de GeoGebra, y que permite investigar
diversas relaciones entre dos o mas elementos de una construccién geométrica,
comparando sus medidas 0 sus posiciones relativas. Estas comparaciones estan
respaldadas por herramientas de razonamiento automaticas que dan validez matematica a
las inferencias establecidas.
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Title Exploring geometric relationships in GeoGebra
Abstract In the present article we describe the main properties of the tool “Relation” appearing in

the latest versions of GeoGebra. This tool allows the exploration of diverse relationships
among two or more elements in a geometric construction, comparing their measures or
relative positions. These comparisons are backed by automatic reasoning tools, which
give complete mathematical certainty to the established inferences.
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1. Introduccidn

Durante los altimos afios el software de matematica dindmica GeoGebra ha ido incorporando
nuevas herramientas y comandos cuyo objetivo va més alla de servir tan solo como instrumento
dinamico e interactivo de calculo y representacion grafica y geométrica; su intencion es acompafiar a
los estudiantes y aficionados a las Matematicas en sus procesos de razonamiento, tanto desde el punto
de vista deductivo como inductivo. En particular, siendo la Geometria una de las éareas del
conocimiento matematico en la que los procesos demostrativos cobran especial relevancia por su
belleza y complejidad, se ha dedicado especial esfuerzo en comprender los mecanismos de deduccion
e induccién en esta area, y se ha intentado facilitar el contacto de los alumnos con estos
procedimientos, que inicialmente suelen resultar de dificil asimilacion.

Estas nuevas herramientas se basan en la combinacion de las caracteristicas de los ya
consolidados programas de geometria y matematica dinamica con las asi denominadas “herramientas
de razonamiento automatico” (“Automated Reasoning Tools”- ART), que actualmente son menos
conocidas en el ambito de la educacion primaria y secundaria.

0uUdN SOJIBD :I0PEeUIPI00D

b i = D = WA o IORARD 5 ST @ BT L3

@ ERA S (W Y [ Bl e 4|



ot E OGBS B aR s A

MUy s N2 50

Explorando relaciones geométricas en GeoGebra
Carlos Ueno Jacue

En (Ueno Jacue, C. 2016, 2017) presentamos una introduccion béasica a los fundamentos
algebraicos en los que se basan estas herramientas, y a cdmo se han implementado en GeoGebra
mediante los comandos “Demuestra()” y “DemuestraDetalles()”. Sin embargo, estos comandos no
aparecen en las barras de herramientas que por defecto incorpora GeoGebra, y se encuentran un tanto
ocultos en la interfaz de usuario. Ademas, su uso no es lo suficientemente accesible o amigable si
estamos pensando en estudiantes de niveles no universitarios. Pensando en estas dificultades, los
desarrolladores de GeoGebra incluyeron en la herramienta ‘“Relacion™, ya presente en versiones
anteriores de GeoGebra y visible en la barra de herramientas geométricas, algunas funcionalidades
basadas en las ART para acercarlas al usuario comun del software, con el propoésito de asistirle en la
busqueda de relaciones geométricas en una construccion y estimular asi sus capacidades de
observacién y descubrimiento.

Este articulo puede considerarse una ejemplificacion de la informacion presentada en el reciente
articulo (Hohenwarten, M., Kovacs Z. y Recio, T. 2019) de esta misma revista, y se recomienda su
lectura para tener informacion de primera mano por parte de los creadores de estas herramientas. Para
su elaboracion nos hemos apoyado fundamentalmente en los trabajos (Kovéacs, Z. 2014, 2017), (Hauer,
B. et al. 2018) y (Kovécs Z. et al. 2017, 2018b).

Las construcciones que aqui se presentan han sido realizadas utilizando la versién on-line de
GeoGebra Clasico, disponible en el enlace https://www.geogebra.org/classic.

2. La herramienta “Relacion”

La herramienta “Relacion” puede encontrarse en un desplegable de la barra de herramientas que
aparece en la parte superior de la pantalla inicial de GeoGebra, encabezado por la opcién “Angulo”. El
icono correspondiente contiene un signo de igualdad, sobre el que aparece un simbolo de interrogacion
(ver Figura 1).

Figura 1. Localizacion de la herramienta “Relacion” en GeoGebra Clasico.

El funcionamiento de esta herramienta es sencillo: Supongamos que al inspeccionar una
construccion geométrica sospechamos que dos de sus elementos (dos longitudes de segmentos, dos
areas, dos amplitudes de angulos, etc.) son iguales. ;Como podemos comprobarlo de manera rapida y
sencilla? La respuesta a esta pregunta viene dada por la herramienta en estudio. Basta hacer clic
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sucesivamente sobre los dos objetos que queremos comparar y GeoGebra nos dira si hay alguna
relacion interesante entre los objetos, fundamentalmente relacionada con conceptos como los de
igualdad, paralelismo y perpendicularidad (en caso de rectas o segmentos) u otras propiedades
geométricas relevantes.

A la hora de ejecutar la herramienta, GeoGebra realiza internamente la comparacién de estos
elementos en dos fases bien diferenciadas.

En una primera fase, GeoGebra hace una comprobacién numérica para verificar si existe alguna
relacion resefiable. Esta comprobacion puede hacerse muy répidamente, con el inconveniente de que
es tan solo aproximada y puede generar resultados errdneos si la diferencia entre las magnitudes a
comparar es muy pequefia, de modo que puede inferir una igualdad cuando en realidad ese no es el
caso.

Cuando GeoGebra obtiene un resultado interesante tras realizar esta comparacion numérica,
ofrece la posibilidad de refinar el estudio de la relacion descubierta, y en este momento es cuando
entra en juego la potencia de las herramientas de razonamiento automatico, que pasan a tomar el
relevo en los calculos internos del software y pueden establecer de manera matematicamente fiable la
veracidad de la inferencia establecida previamente. No solo eso, sino que ademas GeoGebra aportara
informacidn sobre las condiciones bajo las que dicha inferencia deja de ser valida (a estas condiciones
se las suele llamar condiciones de degeneracion). Esta segunda fase puede ser muy exigente desde el
punto de vista computacional y no siempre devuelve un resultado concluyente.

Vamos a ilustrar el funcionamiento basico con un ejemplo muy sencillo. Supongamos que
hemos trazado un segmento AB junto con su mediatriz, y elegimos un punto C sobre la misma. Ahora
construimos los segmentos AC y BC (ver Figura 2).

&
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Figura 2. Mediatriz de un segmento.

En esta situacion debemos tener AC=BC, pero tal vez la cosa no esté tan clara para un alumno
que se inicia en el mundo de la Geometria. Para comprobar que, efectivamente, es asi, seleccionamos
la herramienta “Relacion” y posteriormente hacemos clic sobre los segmentos AC y BC (ver Figura 3).
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Relacion

h tiene igual longitud que i
{comprobado numéricamente)

i

Mas

Figura 3. Fase numérica de la herramienta “Relacion”

El primer mensaje que obtenemos confirma numéricamente nuestra sospecha. Pero al lado del
mensaje “h tiene igual longitud que i (comprobado numéricamente)” veremos que aparece un boton
“Mas”, que sera el que nos lleve a la segunda fase de ejecucion de la herramienta. Pulsando ese boton
obtenemos una informacion “certificada” por las herramientas de demostracion automatica internas
contenidas en GeoGebra (ver Figura 4).

Relacion

Lo Qquea as I:;EI’I'_-'":‘IH!'I'_-"'IE Clerto es que
« B tene igual longitud que |

bajo la condicidn
« Ay B noson iguales

!

Figura 4. Fase ART de la herramienta “Relacion”

Ahora GeoGebra nos informa de que, efectivamente, la afirmacion “las longitudes de los
segmentos h e i son iguales” es geométricamente cierta, siempre que en nuestra construccion los
puntos iniciales A y B no coincidan.

A continuacién, vamos a enumerar las distintas relaciones que GeoGebra es capaz de detectar
entre dos elementos geométricos (ver (Kovacs, Z. et al. 2017) para mas detalles):
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Perpendicularidad entre dos rectas o segmentos
Paralelismo entre dos rectas o segmentos

Igualdad entre dos puntos, longitudes, o areas de poligonos
Pertenencia de un punto a un segmento, recta o cénica
Tangencia entre una recta y una conica

En cuanto a establecer relaciones entre mas de dos elementos, la herramienta “Relacion”
también puede utilizarse para verificar si:

e Tres lineas son concurrentes
e Tres puntos son colineales
e Cuatro puntos son cociclicos.

Por desgracia, la forma de seleccionar mas de dos elementos es menos directa que para el caso
de dos elementos. En efecto, tras elegir la herramienta “Relacion” debemos, usando el botéon derecho
del ratén, crear un cuadro de seleccion que incluya los elementos geométricos en estudio. Sin
embargo, a menudo nos veremos con el problema de que en el cuadro de seleccion aparecen también
otros elementos que debemos descartar. Para resolver esta situacion abrimos, antes de utilizar la
herramienta, el mend contextual de cada elemento que queremos desechar y, en la pestafia
“Avanzado” que aparece dentro de “Configuracion”, deseleccionamos la opcion “Permitir
seleccionar”. Esto impedira que al crear el cuadro de seleccion esos elementos indeseados que estan en
su interior sean tenidos en consideracion. Este problema a la hora de elegir mas de dos objetos hace
preferible utilizar el comando “Relacion()”, que puede introducirse en la linea de entrada de la ventana
algebraica. La sintaxis de este comando admite las siguientes formas:

e Relacion(Objetol, Objeto2)
e Relacion({Objetol, Objeto2, Objeto3})
e Relacion({Objetol, Objeto2, Objeto3, Objeto4})

Como puede observarse, para relacionar tres o cuatro objetos en realidad introducimos los
elementos en forma de lista, de modo que son necesarias las llaves {} al enumerarlos (ver Figuras 5y
6).

D ¢ : CircunferencialA, B)
C = Pustalz)
0 = Punte(c)
E = Punta{c)
Helacrin({B, C, D E})
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Figura 5. Uso del comando “Relacion” en la vista algebraica

Relacion
Redacicn

Figura 6. Las dos fases del comando “Relacién” para cuatro puntos

En la segunda fase que ejecuta el comando “Relacion”, y segtin la complejidad y caracteristicas
de la construccion, podemos recibir varios tipos de respuesta, entre las que destacamos las siguientes:

Los elementos son distintos (no existe relacion entre ellos).

La relacion .... es siempre cierta.

La relacion .... es generalmente cierta bajo la condicion ....

La relacion .... es parcialmente verdadera, parcialmente falsa.
En particular, este Gltimo mensaje refleja una situacion peculiar en nuestra construccion
geométrica, que ilustraremos en la préxima seccion (para una explicacion en profundidad consultar
(Kovécs, Z. et al. 2018a)).

3. Un ejemplo de uso en geometria elemental

Es un hecho bien conocido en geometria elemental que, si tenemos un paralelogramo ABCD
como se muestra en la Figura 7, entonces los lados AB y CD son congruentes, asi como los lados BC y
DA. Vamos a comprobar esto utilizando el comando “Relacion”. En esta construccion hemos creado
tres puntos libres A, B, D, y a continuacion hemos trazado paralelas a los segmentos AB y AD, cuyo
punto de interseccién es C.
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Figura 7. Construccién estandar de un paralelogramo

Si ahora seleccionamos “Relacion” y hacemos clic en los segmentos a y ¢, obtenemos la
primera informacion, basada en calculos numéricos, que muestra el comando (ver Figura 8):

i) /

Figura 8. Fase numérica de “Relacion” al comparar dos lados.

Pero no queremos una comprobacion que sea tan solo numéricamente aproximada, sino que
queremos una comprobacion matematicamente valida. Pulsemos pues el boton “Mas” que aparece al
lado de la expresion “c tiene igual longitud que a” (ver Figura 9):
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- Cox

Figura 9. Fase ART de “Relacion” al comparar dos lados.

Ahora GeoGebra nos comunica que los lados a y ¢ tienen la misma longitud siempre que Ay B
no sean puntos coincidentes y, ademas, el triangulo ABD no sea degenerado (lo que equivale a afirmar
gue no deben estar alineados). Y esta informacion afiadida invita a reflexionar de manera mas
profunda sobre la construccion realizada. Efectivamente, si A 'y B son iguales es imposible trazar de
forma Unica la recta AB, v si, salvado este obstaculo, D se encuentra en la recta AB, entonces es
imposible determinar el punto C de interseccion de las rectas AB y AD, puesto que ambas coinciden.

Exploremos ahora la afirmacidn reciproca. Supongamos que tenemos un cuadrilatero ABCD en
el que los lados AB y CD son congruentes, asi como los lados BC y DA. ;Sera siempre dicho
cuadrilatero un paralelogramo? En primera instancia, posiblemente mas de un profesor de
Matematicas se inclinaria a afirmar que, efectivamente, es asi. Vamos a investigar la situacion con
GeoGebra. Construimos los tres puntos libres A, B, D, y a continuacion dos circunferencias: una con
centro en B y radio AD, y otra con centro en D y radio AB. Estas circunferencias se intersecan en dos
puntos C y E, uno de los cuales (el que nombramos C) permite construir un cuadrilatero que parece
claramente un paralelogramo. Por construccion, tenemos que AD=BC, y AB=CD, y el paralelismo de
los lados opuestos parece conservarse, aunque desplacemos ligeramente los puntos libres A, B, D. Asi,
parece deducirse que los lados opuestos deben ser siempre paralelos, pero... jCuidado! En un
momento dado de la construccién hemos realizado una eleccion algo arbitraria, porque del mismo
modo que elegimos el punto C para formar el cuadrilatero ABCD podriamos haber elegido el punto E
para construir el cuadrilatero ABED, que también satisface AD=BE y AB=ED. Y en este cuadrilatero
es falso que los lados opuestos son paralelos! (ver Figura 10)
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Figura 10. Dos construcciones con cuadrilateros de lados opuestos iguales.

Si utilizamos ahora nuestra herramienta “Relacion” en esta construccion para comparar los
lados a y ¢, obtenemos sucesivamente los resultados que se muestran en la Figura 11.

Relacion Relacion
a tiene igual longitud que ¢ . a tiene igual longitud que c
P Mas
(comprobado numéricamente) (siempre cierto)
ay ¢ son paralelas i ay c son paralelas
(comprobado numéricamente) a8 (parcialmente verdadero, parcialmente false)

Figura 11. Fases numérica y ART del comando “Relacion”

Si nos centramos ahora en la segunda fase ART, podemos observar que la relacion de igualdad
de los lados a y ¢, que ha sido la base de nuestra construccion, sera siempre cierta (incluyendo
situaciones que podemos considerar degeneradas). Sin embargo, GeoGebra establece que la relacion
de paralelismo es “parcialmente verdadera, parcialmente falsa”, puesto que en una de nuestras
construcciones si es una afirmacion verdadera (cuando elegiamos el punto C como cuarto vértice del
cuadrilatero), mientras que existe una construccién “paralela” (cuando tomamos E como cuarto
vértice) que desmiente la afirmacion. Este tipo de situaciones “parcialmente verdaderas, parcialmente
falsas” aparece a menudo cuando tenemos dos alternativas al elegir el punto de interseccion de un par
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de circunferencias o de una recta y una circunferencia, porque el sistema no puede determinar cual de
los puntos estamos seleccionando efectivamente para realizar nuestra construccion.

4. Conclusiones

Las Ultimas versiones de GeoGebra incluyen nuevas herramientas que nos ayudan a explorar
nuestros modelos geométricos y encontrar nuevas relaciones entre sus distintos elementos, con la
ventaja de poder “certificarlos” matematicamente. En particular, estas nuevas herramientas
incorporadas al comando “Relacion” se han implementado para que su utilizacion esté al alcance,
tanto de estudiantes que dan sus primeros pasos en Geometria, como de entusiastas de esta disciplina
que quieran descubrir resultados originales mediante la exploracion de construcciones geométricas
mas complejas. Este comando también incluye informacién sobre las condiciones que han de
satisfacerse para la completa veracidad de las inferencias realizadas, 1o que permite reflexionar de
manera mas precisa sobre las caracteristicas de esas construcciones, y sobre sus ventajas o
limitaciones.
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