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Resumen

En este trabajo generalizamos la distribucion gamma por medio de la funcién asociada
de Rathie. Hallamos relaciones con otras variables aleatorias (Gamma y Rice), y
calculamos: el momento de orden m, funcion generadora, funcion de distribucion y
caracteristica, moda y distribucion del producto de dos v.a. de Rathie.

Palabras claves: variables aleatorias, funcion hipergeométrica y funcion de Kampé de
Fériet.

THE RATHIE'S DISTRIBUTION
Abstract

In this paper we generalize the gamma'’s distribution by Rathie’s associate function.
We find relations with others random variables (Gamma and Rice) and we calculate
the m™ moment, the generating function, the distribution, the characteristic function,
the mode and the distribution of the products of Rathie’s - (&,/; 4, 1, v;y) random
variables.

Key words: random variable, hypergeometric function and Kampé de Fériet function.

1. INTRODUCCION

En este trabajo se generaliza la distribucién gamma de parametros « y 3 cuya funcion
de densidad es:
a

f(a,ﬂ;t)=r(ﬂ+1)

Donde: @ >0, f#>-1y I eslafuncion gamma.

Al

e “t’ parat>0, y Oenotrocaso. (1)
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Para la generalizacion usaremos la funcion asociada de Rathie O(A, i, v;x) definida
asi: (Vea[1)).

04 ) i (A+n+1),x"
V,X) =
o i = T(u+n+DI(v+n+1)n!

(2

Donde: A,u,v> -1

Entre otras propiedades de la funcion () tenemos:

(a) Q esta definido en todo R, con convergencia uniforme en subintervalos
compactos de R, por lo tanto () es analitica en todo R .

(b) O(A, 1, v;x) = R(A,u,v,—x), donde Res la funcion de Rathie de parametros
A,uy vy viene dada por la serie : (Vea [1]).

-D"(A+n+1),x"

R(A 3 X) = .
(A, 4, v;x) ;r(#+n+1)r(v+n+1)n! ©
A+l A+2
(c) Q2 1 2 4 )
. )=—— . F ;
O(4, 4, v;x) T(u+DI(v+1) 273 -
A+Lu+lLv+l

Para obtener la formula anterior basta observar que:

(A+n+1), = %2 y recordar de (1. 2. 3) en [6, p. 3]
BT 1 .
rQz)=n "’Z‘HF(Z)I{Z+E) (z20,%4,-1,7%,..)

De (4), y usando (14) y (15) en [7, p.p. 174 - 175], tenemos que:

>

-4 i
L 272

2
04, u,v;x)=—=-Gy,| —4x (%)
H \/; 2.4
0,—A,—u,—v

Donde G es la funcion G de Meijer (Vea [13]).
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(d) Usando (3), (4) y (16) en [7, p.p. 207 - 209] podemos obtener una aproximacion
asintotica para (), ya que:

A+l A+1
1272 T(u+DL(v+1) ev*
L B Ax |~ PPy R ©)
A+Lu+lLv+1
Luego:
1 et
Q(i: MV, x)~ - 22/.[+2V*l+3 ! x;x+v+l (7)

Esta aproximacion asintotica la usaremos al estudiar la existencia de alguna moda
para la v.a. de Rathie.

. A-1 A
St uy=——1y V:E,tenemospara x>0

2
AZ1A ! S (40" a2t @x )t
o, 2 ¥ = (,1+1j (1+2)§(1+1)nn!_(2&)‘§0r(1+n+1)n!
I — I —
2 2
A-1 4 1
04— 30 == L) ®)

(f) Asi mismo usando (1.2) en [1], obtenemos para A > 0

T /‘_‘lﬁfj ( V_—lz.zj
Q(}l+V,,U,V,x)—2”+VQ(ﬂ, 2 32’4 QV7 2 32>4 (9)

(g) De acuerdo al teorema 28 en [9, p.p. 85 - 86], tenemos una representacion integral
de Q, siendo esta:

A+2
1 ¢ a1 12
O Vi) =77 T 7171 Ja-m7 R axt |ar (10)
B(T,T)F(#H)F(VH) ’ p+Lv+l

Donde Bes la funcion betay x € R.
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2. LA VARIABLE ALEATORIA R DE RATHIE

Denominamos variable aleatoria de R de Rathie de parametros (a,f;4,1,v,y)a la
variable aleatoria cuya funcion de densidad viene dada por:

Ae “tPQ(A, u,v,t) para t>0
0 para t <0

fla,B; A, 1,v;y3t) ={ (11)

Donde a > 0,8,y > 0,4, u,v> -1 (En adelante conservaremos estos valores) y O es
la funcion asociada de Rathie.

Siempre que no haya confusion abreviaremos: f(a,B;4, 1, v;y;t) = f(t) (12)

De acuerdo al teorema 14-31 en [2, p.p. 430 - 431] tenemos:

= i - A "’0 o nm —at 4 B+n
I—Lf(t)dt—r(#+1)r(v+1);S(ﬂ,y,v,n)@yt) j;e 1Py
)
2 n 2 n
Donde S(4,4v:m) = i (a s 1) (v e Dol

Hallando la integral y despejando 4 nos queda:

e T(u+DI(v+ Da?! (13)
- A+l A+2 )
AR )
T(B+1)- F, o
A+Lpu+lLv+l

2.1 Relacion de la variable aleatoria de Rathie con otras variables aleatorias

a) Con la v.a. tipo gamma - (a,). Sien (11) hacemos y =0, tenemos:
aft

i >
f@prmvon=1rg+n’ = 120
0 t<0
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T(u+DI(v+1)a?!
r(B+1)

De manera que X de Rathie con (a, ; 4, 1, v;0) es una v.a. gamma - (@, f)

Pues de (13), tenemos que: A4 =

b) Con la v.a. tipo Rice generalizada. Recordemos que una v.a. de Rice
generalizada de parametros (a,a,v) es una v.a. X cuya funcion de densidad viene
dada por:

2+W2

Hw“-exp(—a j-lv(aw) w=>0 (14)
0 w<0
Con: a>0,a>21y v>0; I, eslafuncion asociada de Bessel de orden v y:

fx(a,a,v,w) =

5
exp(a YA )F(v +1)20 a2

Vr(a+v+1j (D(a+v+1 lazj
. L
? 2 2 VT

(Vea[4] y [12]).

H= (15)

Teorema 1. Sea Xuna v.a. de Rice - (a,a,v), con a>0,a>1y v>0.

Entonces Y =X’es una v.a. de Rathie de parametros
(l a+v-1 v-1 v4a2]
8* z ** 3 ’3'1§)

1 -
Demostracién Como: f,(y) = fx(\/;)zy% para y>0, entonces:
o a*+y 1 .,
fy(y)=Hy™ exp(——~2 j ~1V(a~/;)~§y .

Simplificando y usando (8) nos queda:

A 2/ .
\/;(‘74) H-exp(_a/,/é) o, & Q( v-1v i j

= 27, 2 =
fY(y) 2 € y 2 ,2,16y

Para y >0, y obviamente f,(y)=0 para y <0. Luego comparando con (11),

. , 1 a+v+l v-1v a?
tenemos que Y es una v.a. de Rathie de parametros (—2——2——— v EE)

Teorema 2. Sea X una v.a. cuya distribucion condicional con respecto a una v.a.
de R de Rathie - (&,8;4,u,v;y)es una distribuciéon gamma - (a,f), entonces la
funcion de densidad de X es:
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P xh (x + £) oD 'M(/l,,u, vi6+ f+2:4y/(x +¢€) (16)
B(p+1L,6+1)- M(A,u,v;6 + L4y /¢)

A+l A+2
272

h(B,y.0,6A,p,v;x) =

N

Donde M(A,u,v;n;u) = 3 F, ‘u (16%)

s

A+Lu+lLv+l

Asi mismo: h(B,y,5,&,A,u,v,x)=0 para x<0.
(O sea X esunav.a. del tipo Tang generalizada, vea [15, p. 247])

s

r@+n°
Ademas la funcion de densidad de la v.a. R es:
ge, 8 A vy, a) = Ae “a’ Q(A, p,v,ya)cong > 0,8 > 0,4, u,v > —1, para
a >0 y 0en otro caso.
Luego si A es la funcion de densidad de X, entonces para x > 0:

w 5o
h(x) = .({f(xla)g(a)da = l_(l;i i) ‘!’.e’("*‘)“a&*ﬂ*lQ(l,ﬂ, v,ya)da
Usando de nuevo 14 - 31 en [2], tenemos:

Demostracion 1 (xla) =

“=xf con a>0,f>-1, para x>0 y Opara x<0.

B AT (S5 + B +2)x* = o ( 4y \"
) = BT DT (a+ D+ ks 877 20: S pv.m)O+ B+ D T g)
Finalmente:
h(x) = ALG + B+ D)x MO pv,8+B+24y )(x+ ) (17)

T(B+ DO (u+ DO(v+ D(x +£)°7*
parax>0, y h(x)=0 en otro caso. Usando (13), nos queda también:
P (x+£) PP M(A,u,v;8+ B+2;4y/(x +¢€))

h(x) = B(B+1,6+1)- M(A, p,v,0 + 1,4y /€)

(18)

2.2 Momento de orden m y funcioén generadora de momentos

Teorema 3 Sea Xuna v.a de Rathie -(a,8;4,u,v;y). Entonces existe
E(X™)param>-f-1,y
I'(m+p+1) M(Au,v,m+pf+14y/ a)

E(X") = T(B+Da™  M(Auv,f+14y /)
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A+l A+2
272

N
s H

>

Donde M@, pvimu) = Fy
A+Lu+lv+l

Demostracion
De acuerdo a (7) y usando criterios de comparacion, es sencillo demostrar que la

integral: It"' f(0)dt converge para m>—f—1, por lo tanto existe £(X™)
0

A R =
Luego: E(X")= ——————|t™* “"( S(A, 1, v;n)(4 "t")dt
g0 E(X") WH)F(M){ e | 25 vimiar)
. . . r I'(s+1)
Intercambiando la integral con la serie y usando It’e “dt = —— (s>-1),
0
—‘/1;1,1;2,M+ﬂ+1
resulta: poxmy AT(m+f+1) " F AR
") C(u+DO(v+ gt 372 ‘a
A+Lu+lv+1
De acuerdo a (13) y (16”) nos queda:
E(X") = I'(m+p+1) MA,u,v,m+pf+14y /) 0)

T T(B+Da"  M(Auv,f+14y/a)

Teorema 4. La funcion generadora de momentos para la v.a. de Rathie, existe
para x <@ y

A+ 1 " s
myty=(o2)" MleriBe iy a2 -

M@, p,v,B+1;4y /a)

Demostracion

Usando (7) y comparacion, tenemos que la integral: Ie"‘ f(t)dt converge, para
0

x <a, luego existe m, (7).

Asi mismo:

) 4 B ,w(“’ . " ]
") = o DR T {e e 30 SCpvimdy '
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my (1) = r(ﬂﬂ)?(r‘ff:)(l; v ZS(A wvin)(B+1), [ xj"
A+1/1+2ﬂ+l
+lLu+lv+
Finalmente, usando (16”) y (13) nos queda:
o) S @

2.3 Funcion de distribucion

En lo que sigue veremos que la funcion de distribucion de la variable aleatoria de
Rathie se puede escribir en términos de la funcion gamma incompleta, de 5 F, o de

la primera funcion generalizada de Kampé de Fériet. (Vea [11])

Teorema 5. Sea X una v.a. de Rathie de parametros (a,f;A4,u,v;d8)con las

restricciones usuales. Entonces su funcion de distribucion viene dad para w>0
por:

Aaﬂd
a) F(w)=—""-""—Y 84 4a8)"y(B+n+1,aw
) Fy(w) = rWI)F(M)Z( Vi) (4ad)" y (B4 +1,a)
o /1;1 A+2 Benel
Aw B ©
b) F,(w) = 3 F =
I‘(;z+1)l'(v+1),,:0(ﬁ+n+1)n' g . W
A+Lu+lLv+Lf+n+2
1| B+1
9 Fy(w)mm—r 07 ELAZ g4
OB B 1| 5, 2 “Ww
0,3 A+ Lu+Lv+

Demostracién
a) De F, (w) = I f(t)dt , para w >0, desarrollando , F; en serie e intercambiando
0

la integral definida con la serie, obtenemos:
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A ﬂ+n -at
Fy(w) = 7r(y+1)r(v+1)zs('1 1, v;n)(48)" j t dt

Por 3.381 en [3, p. 317], resulta:
AaﬂH
F ) . S(4 4 1 22
x (W) = wﬂ)r(m)z (4, v:m)(4ad)" y(B+n+law)  (22)
b) Sien f(f)desarrollamos e *en lugar de , F,, y procedemos en forma similar,
tenemos:
A+l A+2
a)'" ¥t . 272
= Z( ) J' £ F
(,u+1)1“(v+1) n! 2

Fy(w) =

4ot dt

A+Lu+Lv+l

u
Haciendo el cambio 7 = Y usando el teorema 28 en [9, p. 85], resulta:
A+l 1 A A+2

—(B+1) o o A 2
Aw (a,w) . 4 |(@3)
C(u+DC(v+ 1) S (B+n+Dnt 3F o
A+Lpu+lLv+LB+n+2

—.,p+n+1

F,(w)=

c) Si en (23) desarrollamos en seria a 5/, y multiplicamos ambas series,
obtenemos:

' A+1) (A+2
e e B (2 (22

_ 2 2 _a 46)
Fx(w)_1"(,u+l)F(v+l)(ﬂ+1),,:0,,,:0(ﬂ+2)n(ﬂ+n+2)m(ﬂ.+l)m(,u+l)m(v+l)mn!m|( w) (w

Como (B+1),., =(f+1),-(B+n+1), , entonces:

A+1) (A+2
. ey L. (ﬁ+1)m( 2 )M(T) [ _) (gcjj
X(w)_1—(#+1)r(v+1)(ﬂ+1)gg(ﬂ+2)nm(ﬂ+l)m(/‘“)m(VH)m”!M! w w

Finalmente, usando la primera funcion generalizada de Kampé de Fériet (Vea [5]).

1| A+1
1 2
Aw O 0,2 T a4 29
Fy(w) = .F, 20 2 |-= =
T(p+DC(v+1)(B+]) 1| pg+2 w’w
0,3 A+ Lu+lv+]
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2.4 Funcion Caracteristica

En lo que sigue hallaremos la funcion caracteristica de la v.a. X de Rathie en
términos de la segunda funcion generalizada de Kampé de Fériet, y colateralmente
obtendremos las transformaciones de Fourier de e **0?Q(A, 1, v, yv) .

Teorema 6. La funcion caracteristica de la v.a. X de Rathie de parametros
(a,pB; A, u,v,y) viene dada por:

AT(B+1)
a . ry ) = ————————
) OB A pv.yi) DI D
(,zmz)—%isa,y,mnxﬂm"[ 4y ] vl )
0 n! N/
AT(B+1)
Oa.p A H=——"Fr"7 .
b) @A A vy = L DT + D
1 ﬂ+1 . 1 ﬂ+2'
241 242 3 A+l A+42 2
0,2 i t]' 4y | (B+Dt _|0, 2] s t)' 4y
27 2 B (N el P 27 2 B (A g
FZO (Za’aHanO 20/ " a
L3 YA+l uslvel L3\ YA+ utlv+l
Demostracion Por brevedad escribiremos:
A+l A+2
L A bed . ~ 2 ] 2
(t) = |e™ f(v)do = ———————|e™e ™ v’ - . dv
) J; S @) r(y+1)r(v+1)£ 2 B Ay
kl+1_,u+l,v+l
= A4(1) +i4, (1)
A+l A+2
4 s : 2 2
Donde: 4 (t)=———— tv)e “ v’ . . dv -
(1) l"(/.t+1)l"(v+1)'([gf( ) 2 4
A+Lpu+lLv+1

(U=L2 g uw=cosu, g,(u)=senu
De acuerdoa 3.944. 6 y 3.944.5 en[3, p. 490],y 14-31en [2, p.p. 430- 431],
resulta:

n 7 )
ACB+Y 5 o ey S(l,ﬂ,V;")(ﬂJfl)n( 4y j g
_—(t" + e
Furyrwry 7)) ZO nl Vi +a?

(25)

o(t) =
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Por otra parte si en A (f)multiplicamos las series de g (1) y ,F;,

intercambiamos la integral con la serie doble y usamos la formula de duplicacion,
resulta:

A() =

Aa B+ s0en St i) ](4_7)
T(u+DO(v+1) 0,;) (ﬁ) ol \ 4a*) \a
2/,
Finalmente, usando la segunda funcion generalizada de Kampé de Fériet, tenemos:

1 ﬂ+l
A+l A+2
AT (B+1) ) 0,2 ;T+’; 4y 26)
T(u+DI(v+Da? Bl i
0,3y;/1+1,y+1,v+1

Procediendo en forma similar para 4, (¢), tenemos:

A0 =

1 18+2
T(u+DT(v+1) 2| g T e
0,3 y A+Lpu+lv+l
De esta manera obtenemos b).
Observe que (26), (27) y b), nos da la transformada coseno de Fourier, seno de
Fourier y Fourier de e v’ Q(A, u, v, yv) , respectivamente.

A (1) =

2.5 Existencia de la moda

De acuerdo a (6), (7) y (11), tenemos:

Atﬂ,ﬂ—vfl —Vt(aVt-4y)

f(a.B;A,u, V;7;t)~w~e ~ (28)

Como f(1)>0,para t>0, f(a,fAmviyO)=1T(u+ v+l "
A sif3>0

y de (28), lim f(r)=0 para a >0, B,y 20; A,u,v>—1, es bastante probable

que exista moda para la v.a. de Rathie X . En efecto:
Teorema 7. Existe moda para la v.a. de Rathie X.

Demostracion: Como fes derivable, V¢ > 0, entonces para £ >0 tenemos:
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A+l A+2

A _ —at B 2 72
") = " ap ap1) ) +
7o F(u+DL(v+1) ( o pe ) 2B an
A+Lu+lv+1
(/Hlj_(l*zj A+3 A+4
a4y 2/ 2 2 7 2
A+ (u+D)(v+1) 25 st
A+2, u+2,v+2
Usando (3), (4) y (16) en [7, p.p. 207 - 209], resulta:
A ~\7(av?74\“7)tﬁfy—v72

f'(t)~ ”71+/.1+v22;442v»/1+3 (_at+ﬂ+l) (29)

De acuerdo a (29), existe 7' >0 tal que f'(t)>0, V¢>T7. Como fes continua,
existe ¢ (0,71, tal que: £({) = max{ f(1):t €[0,T1} = max{f(t).1 € R}

A ~Vi(avt-4\y)
Similarmente si =0, tenemos: f'(¢)~ P T (—a +1).

Luego también existe moda en este caso.

2.6 Distribucién del producto de dos variables aleatorias de Rathie

En lo que sigue estudiaremos el tipo de distribucion que sigue la v.ia. Y =X X,
donde X, y X, son independientes, utilizando una metodologia similar a la
utilizada por Saigo en [11].

Teorema 8. Sean X, y X, v.a. de Rathie, independientes con parametros

(a,,B;A41,v,;y,) (i=1,2), con las restricciones usuales, entonces la v.a.

Y = X, X, tiene como funcion de densidad a: )
24,4, (a, /a,) " PN yosaem

T(u, + DT (g, + DO(v, + DO(v, +1)

> S(ll,/tnvl;n)S(iznuz,Vz;m)(471(azy/a1)%)"(472(aly/az)%)

n=0 m=0

v
Ky gin-n2(@2,) 8

S =

m

Demostracion
Sea Y = X,X,, para s> max{- -, } tenemos: E(Y*')=E(X;")E(X;")
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De acuerdo a (19), y multiplicando las series de cada 5 F;, tenemos de acuerdo a
12. 42 en [2, p. 356]:

E(Y™)= 4,4,

T(w, + DIy, + DE(g, + DIy, + Da? e

2

© © 4y Y (47 \"
Zzs(ﬂn#nVl;n)S(ﬂz,#sz;m)F(ﬂ. +s+n(f, +s+m)[%] (—72_)

n=0 m=0 a,

Luego:

E(y:—l)z AIAZ

T(u, + DO(v, + DT, + DI(v, + Data’
(%J [%) T(f, +s+m[(B, +s+m)

a, (a,a,)’

zzs(lnﬂnVn”)S(;'znuz’Vz’m)

n=0 m=0 Q,

Como E(Y* ") = ou fy (»);s], donde - es la transformada de Mellin, por teorema
en [14, p. 273], tenemos:

fe) = 44,
b T(g, + DO(v, + DI, + DO(v, + Daa?

iis(in/‘wVl;n)S(}?>ﬂzsz;m)(%j (ﬂj ‘M.{F(A +s+n)l"(,BJ2 +s+m);y}

=0 m=0 a, (a,@,)
De acuerdo a (4- 1- 2) en [14, p. 262] y 5.39 en[8, p. 196], tenemos:
24,4,(a, /a,)" " yosmn
T(p, + DO (i, + DIy, + DIy, + 1)

© ®

S St St v 47, (@) *) (7 (avfa) )

n=0 m=0

Ky ponn(2(@,@,3)?) (30)

fr()=

Observamos que Y es una generalizacion de la distribucion de Wishart,
Vea [15, p 621]
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