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RESUMEN:

La modelizacién de muchos fenémenos en Las Ciencias de la Naturaleza nos lleva a la
construccion de ciertas ecuaciones que, generalmente, no captan todos los factores que inciden en el
fenémeno. Las consideraciones fisicas que concurren en un fenémeno, de tipo geomorfolégico, son tantas
que es imposible introducirlas en un modelo simple. Sin embargo, la técnica de acoplar un término que
represente las fuerzas incontrolables nos lleva a considerar ecuaciones de tipo estocastico. En el presente
trabajo construimos un modelo matemdtico que reproduce un fenémeno geoldgico efimero, que se
detecta, con mucha frecuencia, en las playas arenosas. La consideracién de ecuaciones diferenciales
estocdsticas y la influencia de los métodos numéricos de resolucion de las mismas, para la configuracién
de esa estructura, hacen que este trabajo adquiera interés en el dambito de la Geologia Matematica.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales estocésticas, Integrales estocésticas, ecuaciones de

tipo Langevin, Geologia.
0. INTRODUCCION:

En muchas aplicaciones se utiliza la modelizacién de fenémenos naturales
mediante ecuaciones diferenciales estocasticas (Anderson [2]) . Para estas ecuaciones, la
dnica via prictica de resolucién consiste en generar realizaciones, del proceso
estocastico que la define, mediante calculo numérico. Una vez puesta la ecuacién en
forma adecuada, se plantea qué método numérico es el mas indicado para resolverla. El

método de Euler-Maruyama es simple, pero produce errores del orden O(Allz) donde

delta representa el paso temporal y la potencia determina un nimero mayor que el paso.
Para afinar mds en la representacion del fenémeno, es preciso introducir reglas que
generen menos errores, lo que nos lleva a la obtencién de los métodos de Platten-Runge-
Kutta cuyo origen se encuentra en los desarrollos en serie de 1t6-Taylor.

En los dltimos afios, el desarrollo de los métodos numéricos estocdsticos ha sido
extraordinario. Sin embargo, en la gran mayoria de las investigaciones, donde se hacen
uso de este tipo de herramientas, se observa la manipulacion de esquemas de 6rdenes
bajos ( 1/2 y 1) que son los de Euler-Maruyama y Milstein.

La dificultad que se encuentra, en la aplicacion de esquemas numéricos
estocdsticos de dérdenes superiores, son debidas, por un lado, a la gran cantidad de
términos que aparecen en estos desarrollos, y por otro, el tipo de ecuacién que se
manipula.
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En este trabajo obtenemos un esquema numérico de orden mayor que los citados
anteriormente, aunque por la dificultad que entrafia no trataremos métodos con 6rdenes

superiores a O(AM).

1. TRUNCAMIENTOS DE ITO

1.1. Desarrollos de Ito-Taylor.- El ‘desarrollo de It6-Taylor [Platten,1992], para
procesos estocasticos, toma la forma:

f(r.x1)= ¥ Llfale.Xp)], .+ ¥ L[Gl.X)] . M
aeA " aeB(A) ’

donde I, son integrales estocasticas miltiples, A y B(A) son subconjuntos de

M={(j1,j2,...,jl)/ji e{0,1,2,..,m},ie{1,...,}‘,},7\,= 1,2,..}uv en el que v representa

el multiindice de longitud 0. Al fijar el valor de la longitud de la n-upla (A) quedan
determinados los conjuntos jerdrquico A y residual B(A) que configurardn la parte
principal y término residual del desarrollo.

Las funciones f (llamadas funciones coeficientes de Ito) vienen dadas por la
férmula de recurrencia:
f siA=0
f,= @

Ui, siA2l
que se obtienen de forma sencilla y directa , por ejemplo, para la ecuacion diferencial

2
dX, =a(t,X,)dt +b(t,X,)dW, (3) aplicando los operadores 1°= NI 3_2
dt  dx 2 9x
1 a . ’ /’
y L =ba— se tiene f, = y(a,b,a’,b,..).
X
Aplicando el desarrollo de It6-Taylor (1) a laecuacién (3), para f(t,x)=x, y

el conjunto jerdrquico A= {ot eM/Ma) < 3}, se tiene:
X, =L, +fo)(0) + f)la) + 0.0k 0,0) + Fo.0)0.0) + F1,0)k1.0) + Fn)lan) *+ F0,0,0/(0,0,0) +
f0.01(0,0,0) *f(0.1.0/(0,10) 0.1 K0,1,1) + F(1,0.0)(1.0,0) + fr.0.) (1,0, +

fa001,10 * ity + R (C))
donde R es el término residual que estd compuesto por un nimero finito de integrales
multiples que se generan a partir del conjunto B(A).

Este truncamiento determinara un esquema numérico convergente en el sentido
de la convergencia fuerte.
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Las integrales estocdsticas miltiples, que aparecen en el desarrollo, vienen dadas
por la férmula de recurrencia:

f(1) si A=0
L[f],. = j‘Ia_(f) ds  siA21Lj=0 )
jlu_ AWR si A>1,4 21

1.2. Aproximaciones fuertes de It6-Taylor.
Sea el conjunto de multiindices:

Ay= {a e M/A(a) +n(a) <2v,6,A(ct) =n(at) = Y+%}
y determinemos el conjunto:

Ag =1{v.(0).(1).(0.1),(1,0),(0,0), (1,1, }
a partir del cual generamos el con]unto de integrales estocésticas:

{ To0) o Yy Yoy ow) ooy Xauay 1

Para y = % definamos el esquema fuerte de Ito-Taylor, de ese orden, mediante la

ecuacion vectorial:

Yo = Z fa(Tn’ Yy )Ia (6)
(!EA3/2
cuyo desarrollo se obtendrd més adelante.

Notese que para Y =1/2 y 7y =1 se obtienen otros truncamientos mas débiles.

1.3.- Un teorema de convergencia.

Sea Y® = {Ys(t)/te[O T]} una aproximacién fuerte de It6-Taylor de orden

3 :
Y= 5 correspondiente a una discretizacion (‘t)8 con 6¢(0,1). Suponemos, ademds,
que las funciones coeficientes f, verifican las condiciones:
a) VaeA,,te[0,t], x,yeR!= |fo(t. %) - fo(t,y)] < kyfx—y|-

b) VoeA,UB(A,)=f,eC?y f,eH,.
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¢) VaeA, UB(A,),te[0,T]x e R =|f, (t,x)| < ky(1+]x]).
Entonces podemos afirmar que:

E( Os;tlsprt —Ys(t)’z) <k 14X )52 + ky|Xo = Y*(0)

La demostracion descansa en la aplicacion de la serie de Itd-Taylor unido al
Lema de Gronwall.
Si al teorema anterior le afiadimos las siguientes condiciones en la hipétesis:

E(Xf) <y EOXO - Ya(oﬂ <kd¥?

Entonces ( teniendo en cuenta la desigualdad de Liapunov), se tiene :

E( Sup |X, —Ys(t)D < E( Sup X, - Ys(t)lz) <kgdY?
O<t<T! 0<t<T!
confirmandonos que el esquema es de orden 3/2 [ Platten, 1992].

2. ESQUEMAS NUMERICOS

2.1 Un esquema fuerte de Ito-Taylor de orden y=3/2
Para este orden construimos el conjunto jerdrquico segiin el teorema de la
convergencia fuerte:

Ay ={v,(0),(1),(1,1),(0,1),(1,0),(0,0),(1,1,1)}
y el truncamiento correspondiente al caso de la ecuacién no auténesna , es:

da oda 1, ,0%
Xl = XtO == a(t,X[)I(O) = b(t,)(t )I(l) + {g + a$+5b y)l(o,o) +

db b 1 b da db b\ %
+[§ + ag + a— bWJI(O,l) + bg I(l,()) + bg; I(l,l) + b[(a—x) + bsx—2:|1(1,1’1) (7)

las integrales estocésticas multiples que aparecen en dicho truncamiento se expresan,
facilmente, en funcién del proceso de Wiener, y son:

1 Tasl (S
lo=8, 1) =AW . oo =5 & Tgg = AZ= [ [ aWds,
Loy = Lol ~ Lo = AAW)=AZ , [y =—((AWP -4) 1y, = (1) -34T )
(01) =Koyl ~To) = AMAW)=AZ,, T ) =7 —A) g =5\ — 34k

sustituyendo estas integrales en el desarrollo anterior, tenemos la siguiente
discretizacion:
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ab da 13 da 1.,9%),
VEED +a_A+bAW+2b5;{(AW) A}+a bI(10)+ [at +aa_x+5b a_xz_]A i

+[a_b+ ab lbzab]{(AW)A—I(LO)}+

At ax 2 a2
2
+lb bg—b+(ab) { (AW) }AW. (8)
2 ax2 0x
2.2. El esquema fuerte de Platen-Runge-Kutta de orden 3/2.

Sustituyendo en la ecuacién (8) las derivadas por las diferencias finitas y
simplificando, tenemos, en el caso unidimensional:

Y, =Y, taA+bAW +

1
m{b(tnv\y+)_ b(tn’\y—)}l(l,l) *
1
+X{b(tn+l’Yn)_b(tn*Yn)}I(O,l) {b n’ 2b(tn’Y )+b }IOI)+
{b o> @) = b(tn, @)~ bty ¥, )+ b(ty, ¥_) gy - ©)

siendo ¥, =Y, +aAtb VA y cbi=\}f+ib(tn,\1'+)JK

Esta ecuacién se simplifica mucho cuando se tratan ecuaciones diferenciales
estocdsticas con ruido aditivo y el sistema de ecuaciones diferenciales es de tipo
auténomo.

2.3. El esquema vectorial de orden 3/2:

En muchas investigaciones es qtil considerar ecuaciones diferenciales
estocasticas no lineales de segundo orden del tipo de Langevin que, para aplicar los
métodos numéricos, reducimos posteriormente a un sistema de primer orden. Tal caso
se da en aplicaciones a algunas cuestiones geomorfolégicas, como se vera mds abajo.

La ecuaciéon (9), en el caso particular de ruido aditivo, podemos expresarla
como un sistema, resultando:

13

© Del documento, de los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017



1 1 e vl y? 1
{Y';“J [Y2J+ (n '; "2) A+[b2(t")]AW+
n+I Y, ( Yn’Yn) b (tn)

1
a ( n+17LP—’

1 2
1 n+1’\P+"'P+)_

1 2
n+1’\{l+’\}l+)_.a (tn+l’

2JA | a
1 @ty w1, 92) = 22! (¢, Y2, ¥2) + 0! (£, 91, 92)
4 a ( n+1"{’l"1’2) ( % 44 Y2)+32( n+1’\Pl’\IJ—2) o

1 n+] )
Z[b )J{AWA AZ}.

n+1

) AZ+
¥?)

(10)
donde:

v (Y! al(t ’Ylez) b!(t
§=g+2“';“2A¢2(")\/Z
w2 )\ v2 )" | a(t, Y0 v2) | (bA(t,)

3. ESTRUCTURAS GEOMORFOLOGICAS Y MODELO MATEMATICO.

Dentro de los fenémenos geoldgicos, de tipo sedimentario, que acontecen en la
naturaleza figuran las estructuras sedimentarias primarias. Existe una extensa y
abundante clasificacién de las mismas, segiin los distintos aspectos a considerar, entre
ellos, por su forma externa (véase Allen [1]).

Nos ocuparemos, solamente, de un tipo de estructuras sedimentarias primarias
efimeras, denominadas cientificamente rill-marks, que aparecen en las playas arenosas y
que permanecen observables cierto tiempo, trataremos mds concretamente, los
Branching rill-marks 'y los Bifurcating rill-marks [1].

La generacién de los rill-marks se establece cuando baja la marea y la arena
permanece hiimeda. En este momento rezuma las particulas de agua hacia la superficie,
como consecuencia del efecto de la gravedad sobre la arena, produciéndose en el lecho
de la playa unas figuras, inicialmente erréticas parecidas a un drbol. La configuracién de
riachuelos irregulares son debidos a que las particulas de agua estin sometidas a
multiples. fuerzas dificiles de controlar y que tienen una carga muy significativa de
aleatoriedad.

El modelo matemadtico que rige este fenémeno viene dado por una ecuacién tipo
Langevin que podemos expresar de la forma:
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’

X =Yy

,__ VX

1
g - yf(x,y)+G(t) (an
X

donde V(x) representa potenciales de pozo simple o multiple y el término yf(x,y)
indica los efectos a escalas mds pequefias, cuya interpretacién fisica es algin tipo de

friccién.El sumando G(t) =n(t)€(t) es un término aleatorio donde el segundo factor es
un ruido blanco y el primero una medida de intensidad o varianza. La eleccién del ruido
blanco es conveniente para la simplificacién del problema.

La forma matricial del sistema (11) es:

’

x(t) fl(t,x,y)J (gl(t,x,y)J
(y(t)) (fz(t:X,Y) g(txy)) i

—-yf(x,y)

con F(t,i)=(f1(t,x,y),f2(t,x,Y))T=(_av : ] y
dx

G(t,i):( T?(t)} V=TTG-a)™ L fx)=trast  ielio] L 1020

Utilizando la férmula (10), y teniendo en cuenta que b(t,x,y)=b(t), es decir, la
ecuacion diferencial estocdstica tiene ruido aditivo, el esquema toma la forma:

[)\((::) ) [2}+[—VX(X,,,Y,,)Y—nYnf(Xn,Yn))A+[ ,?(t)JAWﬁ

1 ‘Pf —y?

1 0
+m[—vx(‘1’i)-‘}’3f(‘l’_}_)+Vx(\{‘i)+\l,_2f(\Pl)]AZ+z( ) - MJ{AWA— AZ}+

1 ¥242Y, + W2 e o013
+Z _Vx(\yl)—ql}-f(‘yi)_?‘vx(xn)_2Ynf(Xn)—Vx(\Pl)_\P—zf(\Pl) '
donde:

¥ow) | _(%a Y " ° VA a4
‘f’,?(i) - Yy ! _Vx(Xn’Yn)_Ynf(Xn’Yn) a T](tn’Xn’Yn)l/2 '
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Con la variable aleatoria AZ normalmente distribuida con media E(AZ)=0, varianza

E((AZ)Z) =—;—A3 y covarianza E(AZAW) =%A2. La variable aleatoria conjunta se

3/2
puede obtener mediante las expresiones AW = UD/Z ; AZ= A—z-(Ul +%U2) siendo

U; y U, normales N(O,1).
Para la reproduccion por ordenador se han tomado los valores que se exponen en

-1
la tabla, teniendo en cuenta las expresiones n(t):(a+ctb) y

V(x(t) = k(x(6)-xo)°

obtenidas empiricamente .

t A o a b C k x(0)
65 0,1 0,1 0,2 2 0,001 0,1 0
45 0,1 0,1 0.2 2 0.001 0.01 0
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fig.1 Rill-mark
Aproximacién de Platen-Runge-Kutta Playa el Cotillo (Fuerteventura)

V(x) = k(x - xo)°, N(0,4)
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Fig.2 Rill-mark
Aproximacién dc Platen-Runge-Kutta. Playa Las Cantcras (Las Palmas)

V(x(1)) = k(x(t) - xo)*. N(0,4)

Recibido: 16 Mayo 1996





