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ABSTRACT

In this paper we introduce a new generalization of the generalized secant
integral presented by Michieli (Radiat. Phys. Chem. Vol. 51, No. 2, pp.
121-128, 1998)

¥
L(b,b,0) =b* [ "= (sec p)° (tan ) dy
wherea > 0,6>0,0<y <7/2 and a > 0.

It is also given an adequate series representation for I,(%, b, @) in terms of
the incomplete gamma function and the complementary incomplete gamma
function.

Key words: Secant integral, incomplete gamma function, complemen-
tary incomplete gamma functions.

RESUMEN

En este trabajo se introduce una nueva generalizacién de la integral se-
cante generalizada presentada por Michieli (Radiat. Phys. Chem. Vol. 51,
No. 2, pp. 121-128, 1998)

¥
L,(1h,b,a) = b / €"%%(sec p)* (tan p)**~'dy
0
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dondea>0,b6>0,0<9% <7/2 y a>0, asi como también es dada una
adecuada representacion en serie para I,(1,b, @) en términos de la funcién
gamma incompleta y la funcién gamma incompleta complementaria.

Palabras claves: Integral secante, funcién gamma incompleta, funcién
gamma incompleta complementaria.

1. INTRODUCCION

/0 e~ %4y
0

es conocida como la integral de Sievert, y en donde su representacién en
términos de la integral exponencial, estd dada por

/2
/ﬂe-zsecqﬁd¢=./—’r e-—zsec¢d¢_
0 0

= z
—kiz:oak(cos 0)2k+1 . E2k+2 (Coso) s (ZL‘ >0,0<0< 7!'/2) (1)

La integral [1, pag. 1000]

la cual ha sido estudiada extensamente por Sievert [5,6], Abramowitz y Ste-
gun [1] y Wood [7].

En la bisqueda de una adecuada representacién funcional de una infor-
macién del factor de refuerzo de un nuevo punto del rayo gamma isotrépico,
una funcién basada en un conjunto de polinomios expandidos fue estudiado
por Michieli [3], la funcién de aproximacién tiene la forma

3
B(z, Bo) = 1 + exp|fz]z® 3~ Az,

=0

donde z representa el espesor de la placa (en m fps), a y B son constantes para
el material protector seleccionado y los A; son pardmetros independientes de
la funcién.

Recientemente, Michieli [4] demostré que el resultado anterior es ex-
presable en una integral secante generalizada que puede definirse como
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L) =8 [ e*=P(sccy)dp (2)

cona>0,b>0y 0<9y <m/2

En este trabajo introducimos una nueva generalizacién de la integral se-
cante generalizada dada por Michieli, denotada por I(%,b, @), y definida en
la forma siguiente:

L,b,0) =1 [ ™ ¥(secy)"(tan ) dp (3)

dondea>0; 6>0; 0<yp<7/2; a>0.

Si @ =1/2 en (3) se tiene como caso particular (2), que es la integral de
la secante generalizada presentada por Michieli [4].

Haciendo la sustitucién secp = z en (3), resulta la integral

V4
I,(¥,b,0) =b° ’ e (22 - 1)z , >0 (4)
1

también se da una adecuada representacion en serie para I,4(%, b, @) en términos

de la funcién gamma incompleta y la funcién gamma incompleta complemen-
taria.

2.-REPRESENTACION DE Ip(¢, b, @)
Haciendo a = 0
¥
I b — bz, —1(,.2 1 a-1 d
0(¢7 y C!) ’l e T (Z' ) T

Dado que 0 < 9 < 7/2, entonces la integral anterior se puede escribir
como

Io(¥,b,a) = /we'b’x”l(z2 - 1)*dz —
1
- [:; e ¥z (2 — 1) dz. (5)

Expandiendo (z? — 1)*~! en potencias de (1/z)[2], la cual es valida para
| (1/z) |< 1, resulta
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2?1t =3 o b ( 1 )"'2“'“’
& 4 x ’

luego, al sustituir este resultado en el segundo término del lado derecho de
(5) e intercambiando el orden de integracién y suma, podemos escribir la
integral como

/®¢e‘°’z”1(m2 1)2lde = Zkf” bz .2~2i~3 g,

por lo tanto,

Io(4,b, @) = Io(m/2,b,a) = 3_ ki /‘m ~ba20-2i-3
=0
con :
La";k == k,'.
il
Efectuando el cambio de variable bz =t en la integral anterior, se tiene

© .
To(w,b, @) = I(7/2,b,a) = 3" b — /m ~ty2a-2i-3 gy
0(1/’ a) 0(7"/2 a) ';o b2a—2|—2 baec ¢

después de integrar, usando la definicién de la funcién gamma incompleta

1,
I(m,y) = /:O e"t™dt , (y>0),
obtenemos,
I(,b,a) = Io(n/2,b,a)— S k #2242 .
- T'(2a —2i— ;gsecw).
Usando la relacién [1, pag. 230]

En(y) =y""'T(1 —n,y)
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al despejar la funcién gamma y comparar ,se tiene que
T'(20 — 2% — 2, bsectp) = b2~%+2(cog 1p) 5202 By, 4 (bsect))

Por lo tanto, Iy(%,b, @) se puede escribir como

Io(y,b,a) = Iy(7/2,b,a)— ik‘. (cos 1p)%-22+2

=0

+ Egi_9043(bsect)). (6)

La cual queda expresada en términos de la integral exponencial, en donde
si & = 1/2 se tiene como resultado la integral de Sievert [1, pdg. 1000]

3.- REPRESENTACION GENERAL de I, (¢, b,a) EN TERMINOS DE
LAS FUNCIONES GAMMA INCOMPLETAS

Para simplificar la notacién introducimos la definicién auxiliar

T (Y1, %2,8,0) = Li(ts,b,a) — L(¢1,b,0)
Yo > Y1 >0,a>0

En téminos de esta notacién, la integral secante generalizada (3) puede
escribirse como

L(,b,0) = I(te, b, @)+ Ta (e, %, b, @) (7)

en donde ¥ > 9. > 0.
Usando la expansién en serie de (z2 — 1)~1/2 en potencias de (1/z) en

A
Ia (%e,v, b, @) y siguiendo un procedimiento similar al efectuado en la seccién
anterior

¥
I (e b0) =7 [~ " et zooi(a? — 1)°lds

es decir,

A s ¥ :
Ta (e, ,b,0) =523k [ e g2e-dte-3gy (8)
i=0 sec e
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la cual es vélida para 7/2> 9% > 9%. >0 y
(C!— 1),

k= Sk

3!

con lo cual (8) puede escribirse en la forma

oo
o Wob0) = 3ok [ et piemetag -
=0 secye

i /” g% pa-2ita-3 ]
secy

Integrando y usando la definicién de la funcién gamma incompleta

?a (Ye,%,b,0) = f:k,- b¥-22+2 (20 — 2i + a — 2, bsectf,) —
1=0
—I'(2a — 2i + a — 2, bsecy)). (9)

Es fécil reconocer que para a@ = 1/2,a = 0;9¢ = 7/2, 9. =9 y usando la
relacién E,(y) = y" ! I'(1 — n,y), la suma (9) es la integral de Sievert dada
en (6).

Para finalizar es necesario una adecuada representacién en serie para
I4(te, b, a), para esto escribimos la ecuacién (4) de la siguiente manera

Ve
La(te, b, @) = b° ’ e 2% (2? — 1)* ldz.
1
Sabemos que z% — 1 = (x + 1)(z — 1), entonces

Ia(e, b, @) = b° F v gt %Yz +1)* Yz — 1)*"dz. (10)

Usando una expansién de Taylor de z°~!(x +1)~'/2 en potencias de z — 1,

obtenemos

Ve 00 .
Lebo) =t [ e™(z=1)"1Y Pasalc ~ 1)ds
i=0

8eC Yg .
= baz Pa,i,a/ e"”(a: G l)a_l-hd.’l:
1

94

Universitaria, 2017

realizada por ULPGC. Biblioteca

autores. Digitalizacion

© Del documento, de los.



donde es facil probar con el uso de la regla de Leibniz para la n+ h derivada
de un producto [2] que los coeficientes de la expansién P, ;o son

Poia= Z( 1y (a ]1)( i I)Z;-; (11)

efectuando el cambio z — 1 = t, resulta
L(%e,b,0) = ZP,W, / T gt ja-tvigy
Si ahora hacemos = = bt y usamos el resultado
y(m,y) = I'(m) — T(m,y) = /: et t™1dt, param >0
después de integrar, tenemos

I,(%e, b, @) E Poio b7 y[a + 1, b(sec . — 1)] (12)

con lo cual se puede escribir (7) de la siguiente manera

b &

I(y,b,0) = Z Paiab " y[a+1i,b(secyp — 1)] +

+3 kd* 2 [[(20 — 2 + a — 2,bsectpe) — ['(2a — 2i + a — 2, bsectp)]
=0
(13)
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