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50 Aniversario en la Facultad de Matematicas
(Problemas Comentados LIII)

José Antonio Rupérez Padron y Manuel Garcia Déniz (Club Matematicoz)

Resumen Los problemas y ejercicios presentados se desarrollan teniendo en cuenta las diversas
estrategias existentes para la resolucién de problemas, constituyendo una muestra de las
mismas. En su resolucién se emplean diversos materiales como las regletas de
Cuisenaire y asistentes de geometria dinamica. Se presentan dos problemas provenientes
de las Olimpiadas de Albacete y Asturias. Hacemos una resefia sobre el 50° aniversario
de la creacién de la carrera de Matematicas en la Universidad de La Laguna y los
diversos actos conmemorativos.

Palabras clave Métodos de resolucién de problemas. Uso de regletas de Cuisenaire y asistentes
geométricos. Olimpiadas matematicas. 50 afios Matematicas en la Universidad de La
Laguna (Tenerife)

Resumen The problems and exercises presented are developed taking into account the various
existing strategies for solving problems, constituting a sample of them. Various materials
such as Cuisenaire strips and dynamic geometry assistants are used in its resolution.
There are two problems from the Albacete and Asturias Olympics. We review the 50th
anniversary of the creation of Mathematics studies at the University of La Laguna and
the various commemorative events.

Palabras clave Problem solving methods. Use of Cuisenaire strips and geometric assistants.
Mathematical Olympics 50 years Mathematics at the University of La Laguna (Tenerife)

1. RETOS ANTERIORES

Vamos, para comenzar, a dar unas posibles respuestas a los problemas pendientes que se
denominan INTERVENCION QUIRURGICA y LA PARCELA TRIANGULAR.

El primero procede de una lectura de Thomas Byrne y Tom Cassidy, “Como ganar a la ruleta
rusa y otros problemas endiablados de l6gica”, Alianza Editorial, 2013. El enunciado del problema es
muy artificial, evidente a partir de la masa corporal no grasa de la persona. No intentamos adaptarlo ya
que el objetivo era hacer ver como pequefias variaciones en los porcentajes pueden resultar muy
potentes en los valores a manejar. S6lo hicimos una variacién en una palabra porque nos parecia
“politicamente incorrecta”, donde dice “persona” en origen decia “sefiora”.

1 ElI Club Matematico esta formado por los profesores José Antonio Rupérez Padrén y Manuel Garcia
Déniz, jubilados del IES de Canarias-Cabrera Pinto (La Laguna) y del IES Tomaés de Iriarte (Santa Cruz de

Tenerife), respectivamente. jaruperez@gmail.com /
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INTERVENCION QUIRURGICA

Una persona pesa 300 kg, con un 99 % de grasa. Se somete a una intervencion para resolver su
problema. En la primera revision seguia teniendo una cantidad total de grasa del 98 %.
¢Podriamos decir que fue un fracaso la intervencion?

Razona tu respuesta.

Proceso de Resolucion.

COMPRENDER Datos Una persona pesaba 300 kg, con un 99 % de grasa. Ahora tiene una
cantidad total de grasa del 98 %. Objetivo Fue o no un fracaso la intervencién. Relacion Una persona
pesa 300 kg, con un 99 % de grasa. Se somete a una intervencion para resolver su problema. En la
primera revision seguia teniendo una cantidad total de grasa del 98 %. Diagrama Modelo.

PENSAR Estrategias Modelizacién. Organizacion de la informacion.

EJECUTAR Podemos hacer una modelizacion de los pesos tomando como modelo de 10 kg
un cubito de 1 cms de volumen (centicubo) en las cantidades necesarias para representar los pesos
antes y después de la intervencién quirurgica.

Para saber si es un éxito o un fracaso debemos saber cuanto peso perdio. Al principio tenia un
99% de grasa. O sea, que el 1% restante se corresponde con la masa de huesos, musculos, 6rganos, etc.
De los 300 kg que pesaba en esos momentos, habia 3 kg de materia no grasa (1%) y 297 kg de grasa
(99%).

La materia no grasa no se elimina en la intervencion quirdrgica. La bajada de peso se
corresponde con lo eliminado en la intervencion mas lo perdido en la dieta posoperatoria. Es decir, el
porcentaje de materia no grasa aumenta a medida que desciende el porcentaje de grasa. Con un 98%
de grasa, la componente no grasa es ahora de un 2% para un peso de 3 kg.

El razonamiento ahora es bien simple. Como hay proporcionalidad, construimos una tabla.

% Materia no grasa _ Peso total
1

00

&?

gl iwin

Bastara con buscar unas parejas de valores. Utilizaremos, de manera sencilla, un razonamiento que
incorpore las propiedades de la proporcionalidad con respecto al producto y a la suma.

Materia no grasa Peso total
1 50
2 100
2+1=3 100 + 50 = 150
3 150
4 200

O razonar como de costumbre en las proporciones:
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PESO PORCENTAJE PESO GRASA PORCENTAJENO PESO NO

GRASA GRASA GRASA
300 99% 0.99-300 = 297 1% = 0.01-300 3
X 98% 0.98-X=X-3 2% =0.02-X 3

Luego 0.02-X = 3y despejando la X, X = 3/0.02 = 150 kg.
O también de 0.98-X = X — 3 obtenemos la misma expresion: 0.02-X = 3.

Asi que el peso de esta persona ha bajado desde los 300 kg hasta los 150 kg. Ha perdido la
mitad del peso que tenia. EI médico que realizd la intervencion quirirgica debe estar satisfecho,
aunqgue aun el paciente tiene un buen problema por delante, seguir bajando de peso y no recuperar la
grasa eliminada.

Solucion: Fue un éxito.

RESPONDER Comprobacion 98% de grasa = 2% de 150 = 2 x 150 / 100 = 3 kg materia no
grasa; 3 kg/ 300 kg = 0,01 = 1% —> 99% de materia grasa. Analisis Solucion Unica.

Respuesta: La intervencion quirurgica no fue un fracaso; al contrario, fue un éxito
rotundo.

El segundo habia sido tomado de Carlo Frabetti, “El diablillo de Einstein y otros enigmas
perturbadores”, Alianza Editorial.

LA PARCELA TRIANGULAR

En una parcela limitada por tres tramos rectilineos de carretera de la misma longitud, y con la
misma densidad de trafico, ¢donde tenemos que construir una casa para que la suma de las
distancias a las tres carreteras sea la maxima?

Justifica tu respuesta.

Proceso de Resolucién

COMPRENDER Datos Una parcela limitada por tres tramos rectilineos de carretera de la
misma longitud, y con la misma densidad de trafico. Objetivo: Dénde tenemos que construir una casa.
Relacién: La suma de las distancias a las tres carreteras debe ser méxima. Diagrama Dibujo del
triangulo. Geoplano isométrico. Geogebra. A

PENSAR Estrategias Modelizacion. Organizacién
de la informacion.

EJECUTAR La parcela tiene forma de triangulo
equilatero. Podemos usar el geoplano isométrico para
construir el tridngulo equildtero y elegir un punto
cualquiera en su interior para calcular las tres distancias a
los lados. Variar la posicion del punto y estudiar qué
ocurre con esas tres distancias (perpendiculares a los
lados).

B
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O mejor, hacer una construccion dinamica con Geogebra y realizar el mismo estudio. También
podemos utilizar un dibujo del tridngulo realizado con regla y compas. Sobre €l elegimos un punto y
trazamos las tres distancias a los lados.

Si unimos ese mismo punto a los tres vértices del triangulo, obtenemos tres triangulos. Cada uno
de esos triangulos tiene como base uno de los lados y como altura la distancia correspondiente a dicho
lado.

El area (S) del triangulo equilatero de la figura es la suma de los tres tridngulos que
obtendriamos al unir un punto cualquiera (P) con los tres vértices.

Si llamamos | al lado del tridngulo y r1, r2 y r3 a las distancias (alturas) de P a los tres lados,

l-T1 l-T2+l-T3_l(T1+T'2+T3)

S=7 v 2 2
por lo que la suma de las distancias (r1 + r2 + r3) es constante e igual a la altura del triangulo, h,
yaque S = %

Resulta entonces que no importa donde se coloca el punto, la suma de las distancias a los tres
lados es igual para cualquier punto elegido.

4,29 cm

3,77 em

Resultado: 10,85 cm Resultado: 10,85 cm Resultado: 10,85 cm

Solucioén: Cualquier punto.
RESPONDER

Comprobaciéon La mejor comprobacion seria la empirica, es decir, colocar tres puntos en
diferentes partes de la parcela y hacer las tres mediciones correspondientes a las distancias a los lados
desde dicho punto; la suma de las tres debera dar la misma cantidad en los tres casos y, ademas, ser
igual a la altura del triangulo.

Anélisis Este resultado constituye el teorema de Viviani. Debe su nombre al matematico
italiano Vincenzo Viviani (1622-1703) nacido en Florencia. Fue colaborador de Galileo Galilei.

El teorema se puede generalizar a cualquier poligono equidngulo o equilatero. Es un teorema
con abundancia de demostraciones diferentes del mismo. También hay consecuencias interesantes
sobre los segmentos determinados sobre los lados y sobre las areas de los triangulos que se forman.

Hay una version diferente de este problema que se ha hecho famosa después de su publicacion
por Clifford Pickover y dice asi: Un surfista se encuentra viviendo en una isla con forma de triangulo

126 Vol. 103 + marzo de 2020 NUMERQOS



=R O SRS S AR S VIS ACID S

50 Aniversario en la Facultad de Matematicas. Problemas comentados LI11
J. A. Rupérez Padrén y M. Garcia Déniz

equilatero. Quiere construir una cabafia de tal manera que las distancias a cada una de las costas sean
minimas, ya que le gusta surfear en las tres costas por igual.

Respuesta: Cualquier punto del interior de la parcela cumpliria con la condicion del
problema.

2. ULTIMOS RETOS

Y, naturalmente, las soluciones de los retos con problemas de Paenza que propusimos en el
anterior articulo. Recordamos que dichos problemas fueron ligeramente adaptados en su enunciado
con respecto a los originales. Las soluciones son del propio Paenza. Nosotros hemos afiadido la
estructura del proceso de resolucién, asi como algunas estrategias complementarias y unas pocas
observaciones. No para enmendar la plana al maestro (jDios nos libre!) sino para dar continuidad a la
intencidn con la que son escritos estos articulos. Esperamos que don Adridn Paenza y nuestros lectores
nos disculpen por la licencia.

LAS GUARDIAS DE RECREO

Un centro escolar a principios de los afios setenta del siglo pasado. Un grupo de cuatro
profesores, a quienes voy a llamar A, B, C y D, decidieron encargarse de las guardias en los recreos
del colegio. El encargo se hacia de manera semanal, pero con algunas condiciones que establecieron
entre ellos.

Estas son las cuatro condiciones que decidieron cumplir:

« Los dias en los que hacia guardia A, no la hacia B.

« Los dias en los que hacia guardia B también la hacia D, pero no la hacia C.

* Los dias en los que hacia guardia D, también la hacian A o B (o incluso los dos).

* Nunca hubo dos dias iguales, es decir en donde se repitieran los profesores que salieron al
patio de recreo para hacer la guardia.

En los siete dias de la semana, ¢ cuantos dias estuvo de guardia D y con quién (o quienes)?

Proceso de Resolucién

COMPRENDER Datos Un centro escolar a principios de los afios setenta del siglo pasado. Un
grupo de cuatro profesores (A, B, C y D) se encargan de las guardias en los recreos del colegio. Una
semana. Objetivo: En los siete dias de la semana, cuantos dias estuvo de guardia D y con quién o
quiénes. Relacién: Los dias en los que hacia guardia A, no la hacia B. Los dias en los que hacia
guardia B también la hacia D, pero no la hacia C. Los dias en los que hacia guardia D, también la
hacian A o B (o incluso los dos). Nunca hubo dos dias iguales, es decir en donde se repitieran los
profesores que salieron al patio de recreo para hacer la guardia. Diagrama Tabla.

PENSAR Estrategias Organizar la informacion de manera sistematica, Eliminar.

EJECUTAR Construiremos una tabla con todas de todas las maneras posibles de realizar las
guardias por parte de los cuatro profesores. Puede haber guardias con los cuatro profesores juntos, con
solo tres de ellos, con sélo dos, con sélo uno o, incluso, con ninguno.

Para facilitar la creacion de la tabla (con filas denominadas A, B, C, D, en ese orden, donde A,

B, C y D son los profesores) usaremos una simbologia eminentemente ldgica, con el uso del 1y el 0
(lenguaje binario), para representar la presencia o la ausencia de un profesor determinado.
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Si en una columnas aparece, por ejemplo, (1, 0, 0, 1), esto significa que ese dia estaban de
guardia los profesores A y D, mientras que B y C libraron. De igual manera, la columna 162 (1,1,1,1),
significaria que, ese dia, los cuatro profesores estaban de guardia simultaneamente; asimismo, la
columna 12 (0,0,0,0) expresa que ese dia ninguno de los cuatro profesores hizo guardia de recreo.

Como en total hay cuatro profesores (A, B, C 'y D) que cada dia pudieron (o no) haber hecho la
guardia de recreo, entonces hay 2x2x2x2 = 24 = 16 permutaciones con repeticion posibles. Ahora
examinaremos, una a una, las diferentes relaciones del problema.

e Losdias en los que hacia guardia A, no la hacia B.

Esta primera relacion dice que las columnas que empiecen con un 1 en la primera fila (aquellas
en las que A estaba de guardia) deben tener un cero en la segunda fila ya que si estaba de guardia A
entonces no estaba B. Esto elimina las columnas empiezan con un uno y tienen un uno en la segunda
fila, pero no asegura nada de las que empiezan por cero. Se eliminan asi las columnas 13, 14, 15y 16.

Diss 18 20 3 4 5 @ 72 g g 10* 118 12 13 14 15 16
oA 0 O 0 0O 0 0 o0 0 1 1 1 11 1 1 1
s 0 0 0o o0 1 1 1 1 0 0 O 0 & 1 1 1
€c 0 0 1 1 o0 o0 1 1 0 0 1 1.0 0 1 1
“p o 1 0o 1 0 1 0 1 0 1 0 1[0 1 0 1

e Los dias en los que hacia guardia B también la hacia D, pero no la hacia C.

Esta segunda relacién dice que las columnas que resuelvan el problema que contengan un
namero 1 en la posicion de B (o sea, si B estaba de guardia) tienen que tener un uno en B, un cero en
C y un uno en D, pero no asegura nada de las que tienen un cero en B. Por lo tanto, se eliminan las
columnas 523, 72y 82,

Dias 12 22 3@ 4 B 72 g 2 107 118 122 13* 14¢ 15 16°
@A 0 0 0 0/ 0 O0O/'0 O 1 1 1 1}/31 1 1 1
s 0 0 O o0 1 1,2 1 o0 o0 0 O0 1 1 1 1
% c 0 o 1 1,0 O/ 12 1 o0 O 1 1.0 O 1 1
“p o 1 0 1 0 1. 0 12 o0 1 o0 1 0 1 0 1

e Los dias en los que hacia guardia D, también la hacian A o B (o incluso los dos).

En la Gltima relacion se dice que los dias en los que hay un uno en la Gltima fila (los que
corresponden a que ese dia D estaba de guardia), tienen que tener, al menos, un 1 en las dos primeras
filas ya que los dias que hacia guardia D también debian hacerla A o B o incluso los dos, ademas del 1
en la dltima fila. Esto hace que haya que eliminar las columnas 22 y 42,
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Después de estas eliminaciones, las Unicas columnas que quedan con informacion correcta del
problema son las columnas: 42, 78, 82, 98 128 142y 162

Es decir, las guardias de recreo se distribuyeron asi:

Dias 12 3 6? 9 100 118 120
@ A O 0 0 1 1 1 1
S B O 0 1 0 0 0 O
§ C 0 1 0 0o 0 1 1
© p o0 0 1 o 1 0 1

Esto corresponde exactamente a siete dias distintos en los que se cumplen todas las condiciones.
Y no hay mas. Por lo tanto, ahora podemos contestar a la pregunta del problema.

Solucién El profesor D estuvo de guardia tres dias. Una vez con A solamente, otra vez con B
solamente y, una tercera vez, hizo la guardia acompafiado por A 'y por C.

RESPONDER Comprobacién Bastara con comprobar las siete columnas, una por una, para
comprobar que se cumplen en cada una de ellas las tres relaciones del problema.

Dias 1 2 3 4 5 6 7 Total
@ A 0 0 0 1 1 1 1 4
s B 0 0O 1 0 0 0 0 1
€ C 0 1 0 0 0 1 1 3
“ p o o0 1 0 1 0 1 3

Por ejemplo:

La Gltima columna, |1[0[ 1] 1] la 72 dice que ese dia estaban de guardia A, Cy D.
Ese dia hizo guardia A, pero no la hizo B. Ese dia en el que hizo guardia D, también la hizo A.
Repetir la verificacion para cada una de las restantes filas.

Andlisis Solucion Unica. No es posible encontrar ninguna otra permutacion de los cuatro
profesores de guardia que respete las relaciones sin repetir alguna de estas siete filas.

Es interesante notar que en uno de los dias de la semana ninguno de los profesores estaba de
guardia. Naturalmente, eso debié acontecer el domingo, dia en que en ninguln colegio es dia lectivo.

También aparecen, curiosamente seis dias de guardia y, por tanto, lectivos. Y hoy sabemos que,
en Espafia, los sdbados no son lectivos. La duda se aclara cuando se lee con atencién el problemay se
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ve que el centro escolar corresponde a principios de los afios setenta del siglo pasado. En esa época si
se trabajaba los sabados en los colegios.

Respuesta: El profesor D estuvo de guardia tres dias. Una vez con A solamente, otra vez
con B solamente y, una tercera vez, hizo la guardia acompafado por Ay por C.

INICIO DE CURSO

Existe la costumbre al principio de curso de pedir al alumnado que aporte el material suficiente
para trabajar durante el curso. Se deposita en la clase y, a medida que se va gastando, se surten
de él los alumnos que lo han aportado. El profesor a veces, previendo que habrd alumnos que no
puedan aportar todo el necesario, pone de su bolsillo o del presupuesto escolar de aula una cierta
cantidad de material basico. Supongamos que usted, profesor entré en un kiosco y compro tres
tipos de materiales: lapices, boligrafos y gomas de borrar. Juntando todo lo que compro, se llevé
30 cajas por las que pagd 30 euros. Se sabe, ademas, que compré por lo menos una caja de cada
producto.

Cada uno de los productos venia envasado en su propio paquete y los precios por unidad
estaban distribuidos de la siguiente forma:

a) Cada caja de boligrafos costaba tres euros, m =005
b) Cada caja de lapices costaba dos euros, y finalmente, ' L T
c) Cada caja de gomas de borrar costaba 50 céntimos. A

¢Es posible determinar cudl fue la distribucion de lo que compré? Es decir, ¢es posible
determinar cuantas cajas de cada producto se llevé a su aula?

Proceso de Resolucion

COMPRENDER Datos Se compran lapices, boligrafos y gomas de borrar. Todo junto son 30
cajas por las que se pagan 30 euros. Cada caja de boligrafos cuesta 3 euros. Cada caja de lapices
cuesta 2 euros. Cada caja de gomas de borrar cuesta 50 céntimos. Objetivo Cuéntas cajas de cada
producto se compran. Relacion Se compra por lo menos una caja de cada producto. Cada uno de los
productos viene envasado en su propio paquete. Diagrama Modelo, Tabla, Partes/Todo.

PENSAR Estrategias Modelizacion, Ensayo y Error, Organizar la informacion de manera
algebraica.

EJECUTAR

Mediante Modelizacién:

Usaremos como modelo las regletas. Con ellas

representaremos el dinero gastado en comprar cada tipo de caja.

La regleta blanca (1) para representar el coste de dos cajas de
gomas de borrar, ya que han de ser siempre un nimero para al no
haber decimales en el total final de euros. La regleta verde (3)
para representar el coste de una caja de lapices. La regleta
amarilla (5) para representar el coste de una caja de boligrafos.

Como el coste total de la compra es de 30 euros, podemos utilizar una configuracion plana de 5
X 6 cubitos (o cualquier otra descomposicién en dos factores, 10 x 3 0 15 x 2, pero parece mas util la
indicada).
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Si pensamos en las cajas de boligrafos y lapices, emparejadas, cada dos de ellas (una de cada) cuestan
3 + 2 =5 euros. Repitiendo seis veces esa configuracidn, obtenemos el rectangulo de area 30.

Pero no nos serviria esta solucién ya que asi no se pueden comprar cajas de gomas de borrar.
Tampoco se cumpliria con el ndmero correcto de cajas compradas que ha de ser de 30. Solo
compramos 6 x 2 = 12.

Es necesario comprar menos cajas de boligrafos y lapices para poder comprar cajas de gomas de
borrar.

Por cada pareja amarilla-verde que eliminemos (5 euros), | & | % |% | % | %
podremos comprar 10 cajas (10 x 0,50) de gomas de borrar, o
sea, cinco regletas blancas. %% %%
R % %% &
Si eliminamos una pareja:
- - S - -
La cantidad total de cajas ahoraesde 5+5+2x5=10+ Bz = - - 8-

10 = 20. Insuficiente todavia.

Eliminamos otra pareja:

La cantidad total de cajas ahoraesde 4 +4+2x10=8+
20 = 28. Casi, pero insuficiente adn.

Eliminamos otra pareja:

\ 3
«
<
=
-

La cantidad total de cajas ahoraesde 3+3+2x15=6+
30 = 36. Se ha pasado. Por tanto, hemos de volver a la situacion
anterior y tener en cuenta que no podemos eliminar la pareja,
sino uno solo de los componentes.

Hay dos opciones: cambiar la regleta verde por regletas

mas pequefias o cambiar la regleta amarilla por regletas méas
pequerias.

Si cambiamos la verde no hay mas que una opcion: habra

una caja de lapices menos y cuatro cajas de gomas de borrar
mas. Eso aumenta en tres la cantidad total de cajas, es decir,

ahora hay 28 + 3 = 31
cajas. No es bueno.

] ¢ ¢« ER] #| ¢| <
B ¢« EX #| <] #

'] < ] | B ] <]
v v

Si cambiamos la amarilla hay dos opciones.

La primera, como la anterior, consistird en cambiar una

regleta amarilla por seis blancas, o sea, una caja de boligrafos

menos Yy doce cajas de gomas de borrar mas. Un total de 28 + 11
= 39. La situacion empeora.
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La segunda consistira en cambiar la regleta amarilla por una verde y una blanca, es decir, una
caja de boligrafos menos, una caja de lapices mas y dos cajas de gomas de borrar mas. Eso hace un
total de 28 + 2 = 30. Correcto.

Recontando las regletas encontramos: 3 amarillas, 5 verdes y 11 blancas

Estos se traduce en términos de cajas a: 3 cajas de boligrafos, 5 cajas de lapices y 22 cajas de
gomas de borrar

Mediante Ensayo y Error:
Primero crearemos una tabla que nos estructure las informaciones del problema.

Gomas de borrar  Lapices  Boligrafos  Costo Total 30 euros
x 0,50 X2 X3 +

Los 30 euros se completan con s6lo 10 cajas de boligrafos, o con 20 cajas de lapices o con 60
cajas de gomas de borrar. Pero ha de comprarse una caja, al menos, de cada tipo. Por lo tanto, la
cantidad mayor de cajas ha de ir por el lado de las cajas de gomas de borrar. La cantidad de cajas de
gomas de borrar ha de ser par, porque en el total no aparecen céntimos de euro. Cada 10 cajas de
gomas de borrar se podrén convertir en una caja de boligrafos y otra de l&pices.

Gomas de borrar  Lapices Boligrafos  Costo Total 30 euros Total cajas
x 0,50 X2 X3 Xy + +
50 1 1 25+2+3=30euros 50+1+1=52

Aunque se satisface la cantidad de euros de coste, resulta una cantidad de cajas demasiado
elevada. Probemos otra conversion de cajas de gomas de borrar en cajas de boligrafos y de lapices.

Gomas de borrar  Lapices  Boligrafos  Costo Total 30 euros Total cajas
x 0,50 X 2 X3 Xy + +
50 1 1 25+2+3=30euros 50+1+1=52
40 2 2 20+4+6=30euros 40+2+2=44
30 3 3 15+6+9=30euros 30+3+3=36

En ambos casos se vuelve a satisfacer la cantidad de euros de coste, pero, aunque se ha reducido
bastante, ain debe disminuir mas.

Pero ahora no se puede repetir una conversion similar a las anteriores, porque se quedaria por
debajo del nimero correcto de cajas.
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Gomas de borrar  Lapices  Boligrafos Costo Total 30 euros Total cajas
X 0,50 X 2 X3 Xy + +
50 1 1 25 + 2 + 3 = 30 euros 50+1+1=52
40 2 2 20 + 4 + 6 = 30 euros 40+2+2=44
30 3 3 15+6+9=30euros 30+3+3=36
20 4 4 10+8+12=30euros 20+4+4=28

Por lo tanto, la conversidn sélo se deberéa realizar con uno de los dos tipos de cajas.

Convirtiendo 6 cajas de gomas de borrar en una caja de boligrafos:

Gomas de borrar  Lapices  Boligrafos Costo Total 30 euros Total cajas
x 0,50 X2 X3 Xy + +
50 1 1 25+ 2 + 3 =30 euros 50+1+1=52
40 2 2 20 + 4 + 6 = 30 euros 40+2+2=44
30 3 3 15+6+9=30euros 30+3+3=36
24 3 4 12+6+12=30euros 24+3+4=31

Convirtiendo 4 cajas de gomas de borrar en una caja de lapices:

Gomas de borrar  Lapices  Boligrafos  Costo Total 30 euros Total cajas
x 0,50 X2 x3 Xy + +
50 1 1 25+2+3=30euros 50+1+1=52
40 2 2 20+4+6=30euros 40+2+2=44
30 3 3 15+6+9=30euros 30+3+3=36
26 4 3 13+8+9=30euros 26+4+3=33

En ambos casos se supera la cantidad de cajas. Habria que buscar una manera de realizar esta
conversién sin gque se produzca este exceso de cajas. La Unica forma serd aumentando un tipo de cajay
disminuyendo el otro. Es decir, quitamos 4 cajas de gomas de borrar y las convertimos en 1 de lapices.

Gomas de borrar  Lapices  Boligrafos Costo Total 30 euros Total cajas
x 0,50 X2 x3 Xy + +
50 1 1 25 + 2 + 3 = 30 euros 50+1+1=52
40 2 2 20 + 4 + 6 = 30 euros 40+2+2=44
30 3 3 15+6+9=30euros 30+3+3=36
26 4 3 13+8+9=30euros 26+4+3=33
22 5 3 11+10+9=30euros 22+5+3=230

Con lo que volvemos a obtener la solucién del problema.

Este ensayo y error podria hacerse de muchas maneras diferentes, mediante el uso de otros
razonamientos. Uno muy eficaz también podria ser de tipo sistematico.

Mediante Organizar la Informacion:

Representaremos B, L y G a la cantidad de cajas que hay de boligrafos, lapices y gomas,
respectivamente.

Los datos referidos a la cantidad de cajas, nos permite escribir: B + L + G = 30.
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Por otro lado, los datos referidos a las cantidades de euros pagadas por las cajas, nos permite
escribir también: (3-B) + (2-L) + (0,50-G) = 30.

Disponemos de un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas. Es necesario realizar una
composicion de ambas igualdades a fin de tener Unicamente una ecuacion.

Multiplicando por 2 la segunda igualdad, obtenemos: 6 B + 4 L + G = 60, y restando de ésta la
primera igualdad, obtendremos: 5 B + 3 L = 30.

De esta ecuacion con dos incdgnitas sabemos que los valores de las mismas han de ser nimeros
naturales, de lo cual deducimos que nos encontramos ante una ecuacion diofantica.

Despejamos, por ejemplo, la incégnita L que representa a los lapices.
L=10 > B
B 3

Podemos utilizar una tabla para calcular el valor de L, dando sucesivos valores a B.

No olvidemos que hay al menos una caja de cada articulo, por tanto, B no puede ser cero. Para
que se cumpla la condicion anterior, B ha de ser multiplo de 3, es decir, valdra 3, 6, 9, 12, ...

ParaB=3:L=10—§-3=10—5=5 ParaB=9: L=10—§-9=10—15= _5

Para B = 6: L=10—§-6=10—10=0 ParaB:12:L=10—2-12=10—2o=---

No es necesario seguir probando valores. No pueden resultar valores negativos. Por
consiguiente, s6lo hay una solucion: hay 3 cajas de boligrafos y 5 cajas de lapices.

De la ecuaciéon B + L + G = 30 deducimos: G = 30 — 3 — 5 = 30 — 8 = 22 cajas de gomas de
borrar.

Solucién 3 cajas de boligrafos, 5 cajas de lapices y 22 cajas de gomas de borrar.

RESPONDER Comprobaciéon 3 +5 + 22 = 30 cajasen total; 3-3 +5-2+22-:050=9+ 10 + 11
= 30 euros. Analisis La solucion es Unica.

Respuesta:  Ha sido perfectamente posible determinar la distribucién de la compra. Se
compran 3 cajas de boligrafos, 5 cajas de lapices y 22 cajas de gomas de
borrar.

TORRES DE TELEFONIA CELULAR
4m
Suponga usted que hay dos torres de telefonia
celular. Estas torres se erigen en forma vertical.
No importa la distancia que hay entre una y otra, z
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pero lo que si se sabe es que una mide seis metros y la otra cuatro.

Del extremo superior de cada una, sale un cable que llega hasta la base de la otra. Obviamente,
esos cables tienen que cruzarse en alguna parte (ver Figura 1):

¢Puede deducir usted a qué altura del piso se cruzan? Mirando la figura, el problema consiste
en determinar cuanto mide “Z”.

Proceso de Resolucién

COMPRENDER Datos Dos postes verticales. No sabemos la distancia que hay entre uno y
otro. Uno mide seis metros y el otro cuatro. Del extremo superior de cada una, sale un cable que llega
hasta la base de la otra. Objetivo: Deducir a qué altura del piso se cruzan. Relacion Los cables se
cruzan en alguna parte. Cada cable junto con el poste y la distancia entre ambos forman un triangulo
rectangulo. Diagrama Geoplano. Geogebra. Dibujo geométrico (el que acompafia el problema).

PENSAR Estrategias Modelizacion, Organizar la Informacion con técnica geométrica.

EJECUTAR Hay muchas formas de abordar el problema. La modelizacién puede resolver el
problema perfectamente o, cuando menos, ayudar a entenderlo. Podemos utilizar un geoplano y
representar en él la situacion, colocando los postes a diferentes distancias entre si. O realizar una
representacion en Geogebra, haciendo variables las alturas de los postes y la distancia entre ellos.

En cualquiera de los casos, habria que
extraer conclusiones de lo observado para después Q
conseguir encontrar la solucion exacta. 6m

Una forma es partir del dibujo que 4m
acompafia al problema y usar la semejanza de A
triangulos. Si observamos la Figura, a la que se ha T
afiadido algunas letras para representar puntos (A,
B, C, O, P, Q) y otras para representar segmentos
(%, y), veremos unos cuantos triangulos en ella.

z

o 4 B y P

La letra A indica el lugar donde se cortan los cables, C es el extremo superior de la torre mas
baja, P es la base de la torre mas alta y Q es el extremo superior de esa torre. La letra z, que ya
aparecia en el dibujo original, sirve para medir la distancia desde A hasta el piso y es justamente la
altura que queremos medir. Las letras x e y sefialan, respectivamente, la distancia OB y la distancia
BP, que conjuntamente indican la distancia entre las dos torres.

Desde la torre de la izquierda hasta la base de la torre de la derecha se forman los triangulos
COP y ABP que son semejantes porque tienen los mismos angulos, un lado superpuesto y el otro
paralelo, CO y AB. Desde la torre de la derecha hacia la base de la torre de la izquierda también
aparecen otros dos triangulos: OBA y OPQ, que también son semejantes por las mismas razones que
los anteriores.

Con estos cuatro tridngulos y las propiedades de semejanza, se deducen estas igualdades:

y _ (x+y) x _ (x+y)
z 4 z 6

Un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas. Pero podemos hacer un cambio de variable:
llamemos s = (x + y) y reemplazamos en las ecuaciones anteriores:

& Sociedad Canaria Isaac Newton Vol. 103 + marzo de 2020 | 135
de Profesores de Matematicas



=R O SRS S AR S VIS ACID S

50 Aniversario en la Facultad de Matematicas. Problemas comentados LI11
J. A. Rupérez Padrén y M. Garcia Déniz

%)
N
%)
N

SEXFY= Tt

Es decir: usando esta igualdad y las anteriores:

Sz Sz 1 1
ST T e TS G+ e
Que simplificada nos da s = sf—zz o mejor: 1= i—z
Despejando la z resulta ser z=12/5=2,4m

Sorprendentemente, la altura a la que se cortan los dos cables es de 2,4 metros.

El sistema de ecuaciones también podia haber sido resuelto sin el cambio de variable.

X x+ty
z 6
y x+y
z 4
Despejando en la segunda Xty= % xX= %-y
Sustituyendo en la primera:
4y
- 5. A QLY. _ 2y _ 24y,
Xty= —,; ~-yty=6— 4y . 6y; 10y = —;
z=22; 7=24

10y’

Volvemos, pues, a la misma solucién. Solucion: 2,4 metros

RESPONDER Comprobacion Si tomamos las proporciones iniciales y sustituimos en ellas el

valor de z, obtendremos:

yl24=(x+y)/4 X[2,4z = (x +y) /6
Despejando y=24(x+y)/4 X=24(Xx+y)/6
Sumando X+y=06(X+y)+04(X+y)=x+y
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Una auténtica tautologia.

Anélisis La altura a la que se cortan los cables ha sido totalmente independiente de la distancia
que separa ambas torres. Si tenemos en cuenta que la figura que ilustra el problema representa un
trapecio rectangulo al que le falta el cuarto lado, el oblicuo no paralelo, es curioso el hecho de que los
cables son las diagonales del trapecio. Por lo tanto, la soluciéon que acabamos de descubrir es una
propiedad del punto de corte de las diagonales de un trapecio rectangulo.

Respuesta:  Los cables que anclan las torres se cruzan a 2,4 metros de altura.

Hemos hablado abundantemente de MODELIZACION como estrategia (til, ya sea para
comprender, o bien, para resolver muchos problemas. En su dia hicimos una descripcion de esa
estrategia y de su forma de aplicacion. Pueden buscar en los NUMEROS anteriores si quieren
refrescar ideas.

Nosotros queremos poner un ejemplo de modelizacioén para resolver de manera sencilla un
problema aparentemente complicado: EL PAQUETE DE CARAMELOS. Este problema fue tratado
en su dia también, pero no mediante esta estrategia. Nos parece singular afrontar este problema por
chicos.

EL PAQUETE DE CARAMELOS

En un paquete de caramelos, algunos son azules, otros son rojos y otros son verdes.
28 caramelos no son rojos.
39 caramelos no son azules.
31 caramelos no son verdes.
¢ Cuantos caramelos de cada color hay en el paquete?
Explicad cémo habéis encontrado la respuesta.

Proceso de Resolucién

COMPRENDER Datos: Un paquete de caramelos, azules, rojos y verdes. Objetivo: Cuantos
caramelos de cada color hay en el paquete. Relacién 28 caramelos no son rojos. 39 caramelos no son
azules. 31 caramelos no son verdes. Diagrama: Un modelo de los
caramelos de la bolsa.

PENSAR Estrategias Modelizacion, Ejecutar BE&BE
Utilizaremos como MODELO unos elementos que representen - [l I II

a los caramelos y unas tarjetas que representen a las ETIQUETAS de 4 2 3 4 56 78 910

las distintas colecciones que se mencionan en el problema.

La mejor opcion para los caramelos parecen ser las REGLETAS para evitar el manejo de mucho
material.

Para las etiquetas de las colecciones usaremos tarjetas con NOMBRES de los

colores o los propios colores que caracterizan a cada coleccién.

Las regletas del 1 al 10
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Las etiquetas de las colecciones de caramelos:

Estas tres etiquetas representan el contenido de la bolsa de caramelos.

28 caramelos no son rojos.

Equivalente a decir: Hay 28 caramelos de los cuales unos son azules y otros son verdes.

39 caramelos no son azules.

s W

Equivalente a decir: Hay 39 caramelos de los cuales unos son rojos y otros son verdes.

31 caramelos no son verdes.
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10 10 10 1

Equivalente a decir: Hay 31 caramelos de los cuales unos son azules y otros son rojos.

Si juntamos las tres colecciones correspondientes a las tres relaciones del problema, obtenemos:

Si reorganizamos las regletas y ordenamos las etiquetas, obtenemaos:

10 10 10

10 10 10

10 10 10

Es decir, hay 98 caramelos en esta nueva coleccion que no es la bolsa de caramelos.

Pero, curiosamente, observamos que las etiquetas de los colores estan jduplicadas!

Eso significa que la coleccion original, la bolsa de caramelos, vale la mitad de la cantidad

obtenida.

Sociedad Canaria Isaac Newton
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O sea, la bolsa original contiene 49 caramelos de los tres colores.

Ahora podemos volver a revisar las tres relaciones, una por una, y deducir la cantidad de
caramelos de cada color.

28 caramelos no son rojos —» Hay 28 caramelos de los cuales unos son azules y otros son
verdes.

Si tomamos el total de caramelos de la bolsa y separamos los 28 que son azules o verdes, nos
quedan los caramelos rojos:

Seguimos con la segunda relacion.

39 caramelos no son azules — Hay 39 caramelos de los cuales unos son rojos y otros son
verdes.

Si tomamos el total de caramelos de la bolsa y separamos los 39 que son rojos o verdes, nos
guedan los caramelos azules:
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. 4 Terminamos con la tercera relacion.
R X 31 caramelos no son verdes —» Hay 31 caramelos de los cuales unos son azules y otros son
' ! rojos.
{ 2 Si tomamos el total de caramelos de la bolsa y separamos los 31 que son azules o rojos, nos
guedan los caramelos verdes:
SRS,
) b
=
m

P

Solucion

Hay 21 caramelos rojos, 10 caramelos azules y 18 caramelos verdes.
RESPONDER

Comprobacion
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Uniendo las tres colecciones de nuevo, obtenemos el total de caramelos de la bolsa y, ademas
podremos ver que se cumplen las tres relaciones del problema.

PN

RER O B R AT S

Anélisis La solucién es Unica.

Respuesta: En el paquete hay 10 caramelos azules, 18 caramelos verdes y 21 caramelos
rojos.

. v

Queremos hacer unos comentarios sobre otras maneras de solucionar este problema.
Mediante ENSAYO Y ERROR:

Un alumno de 6° del CEIP Emeterio Gutiérrez Albelo encontré la solucién mediante el uso de
esta estrategia.

Lo razono asi:
28 caramelos no son rojos —» 28 =10 + 18
39 caramelos no son azules —» 39 =18 + 21

31 caramelos no son verdes —»31 =21+ 10
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iEs sorprendente!

A veces la intuicién es un arma poderosa para resolver problemas. Gardner lo llamaba
inspiracion jAja! De Bono lo llamaba pensamiento lateral. Pero no deja de ser también una buena
comprension de la descomposicion de nimeros a partir de la manipulacion de las regletas.

Mediante ORGANIZAR LA INFORMACION:

Ya sabemos que esta estrategia, con diferentes técnicas permiten resolver el problema.

A) Mediante una técnica aritmética

Plantear un razonamiento aritmético.

39 + 28 + 31 —» dos veces el total de caramelos

98 : 2 = 49 caramelos en la bolsa; 49 -39=10;49-28=21;49-31=18.

También se puede llegar a la misma situacion de la siguiente manera:

N — 28 rojos, N — 39 azules, N — 31 verdes > N-28 + N-39+ N-31=N

De donde, 2N =28 + 39 + 31 = N =98/2 = N = 49 caramelos tiene la bolsa.

B) Mediante una técnica algebraica

28 =A+7V
Plantear un sistema de ecuaciones: 39 =R+V
31 =4+ R
De donde: A=10 V=18 R=21

3. ANIVERSARIO DE LA FACULTAD

En el curso 1969-1970 se pusieron en marcha los estudios de la Licenciatura de
MATEMATICAS en la Universidad de La Laguna. Se cumplen 50 afios de los comienzos de estos
estudios en esta Universidad. Es éste un buen momento para conmemorar dicha iniciativa y, como
dice el propio Comité Organizador del evento, “poner en valor los logros conseguidos en este campo
en nuestra region, poner de manifiesto las innumerables salidas profesionales que aporta a los
egresados y reflexionar sobre lo que se debe hacer en el futuro para seguir creciendo en rigor y
prestigio”.

La ULL y el Comité organizador de los Actos para la celebracion del 50 aniversario de los
estudios de matematicas en la Universidad de La Laguna, han unidos sus fuerzas para crear un
programa de actos a lo largo de todo el curso 2019-2020 para conmemorar tan esperada celebracion.
El dia 14 de octubre arrancé el programa con un espléndido acto inaugural.
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Es de destacar que, como no podia ser menos, nuestra Sociedad Canaria “Isaac Newton” de
Profesores de Matematicas participa en el mencionado Comité en la persona de Luis Balbuena,
miembro fundador de la Sociedad y activo dinamizador de la educacion matematica. También hay
participacion de la Sociedad en muchas de las actividades programadas, con personas que intervienen
en las actividades, creando actividades o cediendo espacios para celebrar algunas de ellas.

Mencionaremos ahora, sin extendernos en demasia, algunas de las actividades celebradas hasta

ahora.

El 3 de octubre se celebrd, de
manera abierta a todos los publicos, una
entrega especial de los Fisquitos 9*
Matematicos con una seleccion de cuatro PR EL (T

de ellos en El Ateneo de La Laguna. sobre la grafia de
los nimeros

Final s trporeda

La actual temporada de Fisquitos |l TORRES
ha sido cerrada por Raul lbafiez, quien s
también ha dado una conferencia en La 3 st
Orotava y presentado su ultimo libro en
la Casa Museo de la Matematica Educativa.

EN EL TRANVIA EN CARNAVALES SE SUBE GENTE DISFRAZADA
DE PAYASO, DE SIRENITA Y DE BAILARINA,
TODOS VAN DE PAYASO MENOS 20,
TODOS VAN DE SIREMITA MIENOS 20 ¥
7ODOS VAN DE BAILARINA MEVOS 20,
SCUANTOS VIAJEROS VAN EN EL TRAMWIA?

Aunque ya se acabd la
actividad, todos aquellos que
quieran ver los problemas
pueden obtener los enunciados y
pistas para resolverlos en el
siguiente sitio:

También en el periddico El Dia y durante unas 32 semanas
estan apareciendo unas paginas dedicadas a la divulgacion de las
matematicas. Entre otros articulos, aparecen semanalmente unos
RETOS matematicos en forma de problemas en una seccién
llamada EL RINCON DE PENSAR. Este y otros eventos pueden
verse en esta direccion:
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Durante el mes de octubre
de 2019 se han expuesto en
guaguas y tranvias 50
problemas matematicos. Ha sido
fundamental la colaboracion de
Metro Tenerife y Titsa para
hacer posible que en el trayecto
de ambos medios de
desplazamiento los  viajeros
pensaran en la solucion de
dichos problemas.

» o=
L [ -
Los nimeros de los estudios de
Matematicas en La Laguna
oo 88388830
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Criptoapocalipsis: ¢el fin de
laseguridad en internet?
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MATEMATICAS icas-en-la-
MAGICAS
PARATOD@S

Asimismo ha habido actividades encuadradas bajo el nombre
de MATEMAGIA. Para ello se contado con personal propio de la
ULL que han atendido los diversos talleres impartidos y, ademas,
se ha contado con la presencia de los dos maximos exponentes de
esta materia en la Universidad espafiola: Pedro Alegria y Fernando
Blasco.

15 du Septiembre de 2019

Ademaés de sus
intervenciones con alumnos en el
Aula Magna de Matematicas y
Fisica, ofrecieron un espectaculo
en el Convento de Santo Domingo,
acompafiados de José Antonio
Rupérez.

Habra muchas cosas mas a
lo largo del curso. Informaremos de ellas en nuestro proximo articulo, seguro.

Pero ahora toca plantear a nuestros lectores nuevos retos que atiendan su deseo de resolver
problemas y mandarnos sus soluciones para ser publicadas en esta seccion de la revista.

El primero procede de la XXVIII Olimpiada Matematica de Albacete. Lo tomamos prestado.
El segundo lo recogemos de la XVI Olimpiada Matemaética Asturiana.

Vale la pena recordar que las Olimpiadas Matematicas o Torneos se realizan por toda Espafia,
siempre a cargo de las diferentes Sociedades de Profesores que existen.
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50 Aniversario en la Facultad de Matematicas. Problemas comentados LI11

J. A. Rupérez Padrén y M. Garcia Déniz

4.- EN EL ASCENSOR

Cuatro jugadores de rugby entran en un ascensor que puede
trasportar un mdximo de 380 kilos. Para que no suene una alarma, que
detendria al elevador por exceso de carga, tiene usted que calcular su
peso Total con gran rapidez. Pero, ¢cuanto pesa cada jugador? He aqui
los datos:

Pablo es quien pesa mds: si cada uno de los otros pesara tanto como
el, la alarma detendria el ascensor.

Carlos es el mds ligero: iel ascensor podria subir a cinco como Il

Renato pesa 14 kilos menos que Pablo, y solo seis menos que Jests.

Jesls pesa 17 kilos mas que Carlos. Los pesos de Pablo y de Carlos
son miltiplos de cinco.

T

F.1 (14/16) Problema 6. REPARTIENDO CARAMELOS.

Vamos a repartiv 1000 caramelos a tres parefas de hermanos (chico y
chica) de la sigufente manera:

Las chicas reciben un fotal de 396 caramelos, de los cuales Maria
obtiene 10 mds que Diana, y Elena obtiene 10 mds que Maria.
Guillermo Martinez obtiene el doble gue su hermana, Enrvigue
Herndndez obtiene lo mismo que su hermana, y Juan Giménez obtiene un
50 por ciento mds gue su hermana.

¢ Cudles son los nombres completos (con apellidos) de las tres chicas?

Un tercer ejercicio adaptado de un libro que ya tiene unas cuantas décadas.

DESPACHANDO PEDIDOS.

Un trabajador de Amaton, a tiempo parcial, recibe cada dia una cantidad de pedidos (P) que
debe despachar lo antes posible (D). Pero esta en practicas y a veces se lia. El lunes despachd
solamente alguno de los pedidos del dia. EIl martes tuvo tantos pedidos como no habia
despachado el lunes, y despaché diez. EI miércoles recibié doce pedidos mas que el lunes, y
despacho tantos como ese dia. El jueves empeord la cosa: recibi6 el triple de pedidos de los que
habia despachado el miércoles, y despacho solo ocho. El viernes llegaron seis pedidos y pudo
despachar doce menos de los pedidos que recibid el miércoles. Tuvo que trabajar otro turno el
sébado para despachar los catorce pedidos pendientes. ¢Cuantos pedidos le llegaron el lunes?

¢ Cuantos despaché a lo largo de la semana?

(De “Estrategias de pensamiento. Ejercicios de agilidad mental”; de Larry E. Wood; Ed. Labor S. A. 1987.)

Y hasta aqui llegamos. Terminamos con nuestro mantra particular: resuelvan los problemas,
singulares y alejados de los cotidianos; utilicenlos con los alumnos y, sobre todo, aporten sus
comentarios a la revista, sus soluciones e, incluso, nuevas propuestas. O, simplemente, cuéntennos lo
sucedido en el transcurso de la clase en que probaron el problema. Queremos pensar que nuestras
propuestas tienen uso en el aula. Eso nos alegraria mucho y también al resto de lectores. Nos

repetimos: vamos, animense... jSi es divertido!

Como siempre, aguardamos sus noticias a la espera de la proxima edicion de la revista .

Un saludo afectuoso del Club Matematico.
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