Recibido: viernes, 14 de diciembre de 2007; revisado: miércoles, 30 de enero de 2008

0 ciencia ::

matematicalia

Vol. 4, no. 1 (feb. 2008)

J.M. Almira

Departamento de Matematicas
Universidad de Jaén

e-mail: jmalmira@ujaen.es

Pinche sobre una férmula para ampliarla. Vuelva a pinchar sobre ella para reducirla, o pinche manteniendo pulsada la tecla [shift]
para reducir todas las que permanezcan ampliadas.

Cuando el 21 de diciembre de 1807 el matematico francés Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830) presento ante la Academia de Ciencias de Paris su Théorie de la propagation de
la chaleur dans les solides, es muy probable que éste no fuera consciente de la que se le
venia encima. Fourier, que por ofra parte era en esa época el Prefecto de la provincia de Isére,
habia trabajado en esta memoria a ratos perdidos -0, més bien, robados a sus multiples
obligaciones- y en ocasiones debié sentirse desfallecer. El objetivo de la memoria, como su
propio titulo indica, era el estudio de la propagacién del calor en un conductor, bajo diferentes
hipétesis. Este problema quedaba fuera de los objetivos de la mecanica racional y la mecanica
celeste, por lo que su investigacion suponia abrir una nueva brecha en la ciencia de la época,
inaugurar un nuevo y fecundo campo de estudio, ademas de introducir nuevas técnicas en el
planteamiento de los problemas de la fisica matematica de la época (por ejemplo,
distinguiendo el efecto de los fendmenos fisicos en el cuerpo sodlido segin se esté
considerando un punto interior al cuerpo o un punto de la frontera del mismo).

Fourier, inspirado en el trabajo anteriormente desarrollado por Daniel Bernoulli en relaciéon a otro importante problema
fisico -el problema de la cuerda vibrante- habia presentado en su memoria un método para el calculo explicito de las
soluciones de las ecuaciones diferenciales que rigen el fendmeno de la distribucién del calor. El empleo del método de
Fourier-Bernoulli (actualmente denominado “método de separacion de variables”) pasaba por descomponer cualquier

funcion periédica con periodo 7 como una suma infinita del tipo
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y una de las aportaciones importantes de Fourier fue proporcionar una expresioén explicita para los coeficientes a;,b,,

afirmando la validez de su expresion para funciones “arbitrarias”. Es en este punto donde surgieron los problemas,
porque algunos de los matematicos de la Academia que debian juzgar el trabajo no estaban de acuerdo con buena
parte de los argumentos presentados por Fourier y, sin embargo, tampoco tenian argumentos convincentes que
probaran que estaba equivocado. Mas bien al contrario, los resultados presentados encajaban a la perfeccion con las
observaciones experimentales. Todo esto provocd una “acalorada” discusion que perduraria en el tiempo hasta casi la
muerte de Fourier, en 1830 (sdélo en 1829 J.P.G.L. Dirichlet (1805-1859) proporcioné un resultado que terminé por darle
la razén). En el fondo, estos matematicos estuvieron discutiendo largo tiempo sobre algunos conceptos que hoy
consideramos basicos, como el concepto de funcién, o los distintos tipos de convergencia. Sin embargo, a principios de
siglo XIX muchas de estas cosas estaban aun en el aire, a pesar de los importantes avances que se habian producido
en matematicas tras la introduccién del calculo diferencial e integral por Newton y Leibniz durante el siglo XVII. La
aparicion del Analisis de Fourier fue, sin duda, clave para el avance de la matematica y, como veremos, de la fisica y la
ingenieria.

Pero vayamos por partes. Antes de explicar con detalle los logros de Fourier, sera interesante conocer el ambiente en
el que estos descubrimientos tuvieron lugar.



La fisica matematica del siglo XVIII: el problema de la cuerda vibrante

Fue Brook Taylor (1685-1731) quien, en 1715, propuso, en su obra Methodus incrementorum directa et inversa, el
problema de la cuerda vibrante. Se trata de determinar el movimiento de una cuerda elastica asi como el tiempo de
vibracién de la misma si ésta es tensada mediante la aplicacién de cierta fuerza externa y luego se deja libre. Mas

precisamente: supongamos que tenemos una cuerda perfectamente tensada, de longitud L, elastica, pinchada en el
origen de coordenadas (0,0) y en el punto (L,0), y supongamos que tiramos de ésta hasta que alcance la forma de la
funcién y = f(x) donde, por supuesto, hemos asumido que f(0)= f(L)=0y que f(x) es una funcién continua. Si
soltamos la cuerda y la dejamos oscilar libremente, ;qué formas adoptara a lo largo del tiempo?

Para abordar el problema anterior es necesario fijar varias hipétesis, como son:

La cuerda oscila siempre verticalmente, esto es, cada punto de la cuerda estd sometido a una vibracién que siempre
es perpendicular al eje de abscisas.

La cuerda es homogénea (es decir, su densidad lineal de masa es una constante p ).

Denotemos por u(x,t) la posicién del punto de la cuerda correspondiente al valor x en las abscisas y en el instante de

tiempo ¢ >0. En particular, u#(x,0)= f(x). Pues bien, es posible probar que la ecuacién diferencial que describe el
o o

movimiento de la cuerda esta dada por ax—l;(x,t)zaza—Z(x,t) para cierta constante positiva ¢ que depende de las
t

caracteristicas fisicas de la cuerda.

Varios matematicos se enfrentaron a esta ecuacion, produciendo diversas formas de abordar su solucién. Taylor habia
propuesto el problema tras estudiar algunas propiedades basicas de dicha solucién. En particular, habia demostrado ya

en 1713 la existencia de soluciones periodicas con frecuencia u:ﬁw/F /p. donde p denota la densidad lineal de

masa, F' es la tensién a la que esta sometida la cuerda y L es su longitud (esta solucién se correspondera con el
primer modo fundamental de la cuerda), pero no las habia calculado porque en aquel momento no se disponia de una
ecuacion diferencial adecuada para describir el movimiento de la cuerda. El error fundamental de Taylor fue asumir que
en cada punto la fuerza restauradora es proporcional a la distancia de éste al eje de abscisas, algo que fuerza a
centrarse en el primer modo fundamental de vibraciéon de la cuerda. En 1727 Johann Bernoulli abordé el problema
como proceso limite a partir del movimiento de un ndmero finito de cuentas de igual masa y colocadas equidistantes en
una cuerda sin masa (es decir, con una masa despreciable en comparacion a la masa de las cuentas), muy tensa -para
que la posicion de equilibrio sea una recta horizontal- y que se desplaza en ¢ = 0 de su posicién de equilibrio. Este
problema es una version discreta del problema de la cuerda vibrante y su soluciéon pasaba por el establecimiento de
cierta ecuacion en diferencias. Johann cometié el mismo error que Taylor y, por tanto, no fue capaz de deducir
resultados generales. Fue su hijo Daniel Bernoulli (1700-1782) quien por primera vez, y siguiendo el modelo del collar
de cuentas introducido por su padre, adquiri6 conciencia de la existencia de un conjunto infinito de modos
fundamentales de vibracién. En particular, se percaté de la existencia de soluciones oscilatorias muy complejas a las
que no se podia asignar una frecuencia de vibracién concreta.

Sin embargo, el primer matematico que proporcioné un modelo razonable para el estudio del problema de la cuerda
vibrante y, en particular, el primero en deducir correctamente y resolver la ecuacion de ondas, fue Jean le Rond
D’Alembert (1717-1783), en 1746. El supo aprovechar la hipétesis de Taylor sobre las fuerzas restauradoras que
intervienen en el problema conjuntamente con la segunda ley de Newton para deducir la ecuacion



o*u o*u . . -
y(x,t) =a? a—z(x,t). Para abordar su solucién, D’Alembert realizé los siguientes calculos:
it

Consideremos las funciones p(x,t):% y q(x,t):%. Entonces la ecuacién de ondas se
t
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expresa en términos de estas nuevas funciones como a—q(x,t):—za(x,t). Ahora bien, si
t a

suponemos que u(x,¢) es de clase al menos dos, entonces un conocido resultado de calculo

de varias variables (el Lema de Schwarz) garantiza que Zx—q(x,t):g—p(x,t), por lo que la
t
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expresion usual dg =—dx+ —dt puede reescribirse como dq:EdX'l‘—z—dt. Si ahora tenemos en cuenta que
t

a

dp = a—pdx + a—pa’t, resulta facil comprobar que
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define un cambio de variables, podemos interpretar que P + g es una funcién que sélo depende de la variable x+1/ay
a

que £—q depende sélo de x—17/a, lo que matematicamente se expresa diciendo que existen dos funciones
a

¢(h),4(h) -dependiendo de una Unica variable- tales que

£+q = (p[x+£J
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Despejando las funciones p = %(go(x +tlay+¢(x—t/a)yqg= %((p(x +t/a)—¢(x—t/a)), y teniendo en cuenta que

(el pA-iH2)
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donde @' =¢ y ¥’ = 4. Si ademas tenemos en cuenta que u(0,7) =0, resulta que ®(¢) =—¥(-¢), y si ahora usamos

du = pdx + qdt, concluimos que

por lo cual

que u(L,t)= %(QD(L +t/a)—O(/a—-L))=0, resulta que ® es forzosamente una funciéon 2L -periddica. Asi pues, las

soluciones de la ecuacién de ondas se expresan como suma de dos “ondas viajeras”, cada una de las cuales va en
sentido opuesto a la otra y con igual velocidad.



Notese que, como f(x)=u(x,0)= %(@(x) - ®(-x)), entonces es natural asumir que

f(=x)= %(CD(—x) —-®(x))=-f(x) vy, por tanto, si admitimos que f(x) y @(x) son funciones impares, entonces

podremos despejar la funcion @(x) = l f(x) y llegar a que la solucién general del problema de la cuerda vibrante esta
a

dada por u(x,t) :l(f(x+z‘/a)+f(x—t/a)).
a

Una vez resuelto el problema de la cuerda vibrante, D’Alembert afadia la hipétesis adicional de que la funcién
f(x) debia estar dada en términos de una Unica expresion analitica (o férmula), incluso para los valores de la incognita

que no pertenezcan al intervalo [0,L], que es el lugar donde se ha planteado el problema fisico. La razén para asumir

esta hipdtesis artificial era que D’Alembert estaba inmerso en la tradicién leibniziana segun la cual las Unicas funciones
continuas eran aquellas que hoy conocemos como funciones analiticas. Estas funciones tienen la particularidad de
satisfacer un fuerte principio de identidad, segun el cual, si conocemos una de estas funciones sobre los puntos de una
sucesion convergente con limite un punto interior a su dominio de definicién, entonces la conocemos alla donde ésta
pueda estar definida en todo el plano complejo. El problema es que, al asumir tal grado de suavidad para la funcién

f(x), se estaban eliminando muchos casos fisicamente posibles como, por ejemplo, el de una cuerda pulsada en forma
triangular.

Euler (1707-1783) publicé entonces una nueva memoria sobre el problema de la cuerda
vibrante, esta vez admitiendo como condicién inicial funciones f(x) definidas a trozos. Es
decir, considerd la ecuacion de ondas deducida por D’Alembert, pero admitia que la funcién
f(x) fuera representada mediante el uso de diferentes expresiones o férmulas en las distintas

partes del intervalo [0,L]. Curiosamente, Euler justificaba su teoria porque este tipo de

funciones se obtienen facilmente por medios fisicos (mecanicos) y, como es evidente, el
problema de la cuerda vibrante tiene sentido para ellas. Sin embargo, no aclaraba en qué
sentido se pueden interpretar estas funciones desde el punto de vista estrictamente
matematico como soluciones de una ecuacion diferencial (la ecuacién de ondas), pues ésta
involucra ciertas derivadas que estas funciones no poseen en determinados puntos. Asi pues,
para justificar el uso de funciones tan generales fue necesario esperar hasta la llegada de la moderna teoria de

distribuciones. Euler observo que, a partir de la periodicidad de f(x), se deducia que la solucién general u(x,?) debia

ser periédica en el tiempo, con periodo 2L\/p / F .

En 1753 Daniel Bernoulli publica otra memoria sobre el problema de la cuerda vibrante y en ésta hace explicito su
desacuerdo con los derroteros que habia tomado el trabajo de Euler y D’Alembert, acusandolos de haberse alejado del
problema fisico original y haber introducido técnicas muy complicadas del Analisis que en su opinién no aclaraban sino
que, por el contrario, oscurecian la cuestion:

“Admiro los calculos de los sefiores D’Alembert y Euler, que ciertamente incluyen lo mas profundo y avanzado del Analisis,
pero muestran al mismo tiempo que un andlisis abstracto, si se dirige sin un examen sintético de la cuestion propuesta, es
mas apropiado para sorprender que para iluminar. Me parece que prestar atencién a la naturaleza de las vibraciones de las
cuerdas basta para predecir, sin la realizaciéon de calculo alguno, todo lo que estos grandes gedmetras han encontrado
mediante los calculos mas dificiles y abstractos que la mente analitica haya concebido jamas.”

Bernoulli acudia entonces a la acustica para argumentar que ya en aquel momento era conocido que los cuerpos
sonoros vibran en una serie de modos simples con frecuencias de oscilacion bien definidas, y que en el caso de las
cuerdas vibrantes los diferentes modos normales de vibracion se obtienen a partir del modo fundamental forzando que
las distintas frecuencias intervinientes sean siempre multiplos enteros de la frecuencia fundamental. En términos
matematicos, esto significa que Bernoulli afirmaba que
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u(x,r) = 4, cos
k=1

para ciertas constantes A,. Por supuesto, tanto Euler como D’Alembert rechazaron la idea de Bernoulli. Euler

o0
argumentaba que si admitimos la validez de (1) entonces tomando ¢ = 0 obtendriamos que f(x)= ZAksen(knx/ L)y,
k=1
por tanto, f(x) debe ser periédica e impar, lo cual resulta una restriccion innecesaria (absurda, segun Euler) sobre la
funcién. Por otra parte, reconocia que las expresiones anteriores eran soluciones de la ecuaciéon de ondas, pero sélo

representaban un tipo de las posibles soluciones de ésta y, ademas, estas mismas soluciones ya las habia obtenido €l
mismo previamente. D’Alembert afiadia la critica de que para él ni siquiera estaba claro que toda funcién periédica e



impar f(x) se pueda representar como suma infinita de senos pesados. En particular, pensaba que la funcién debia ser
al menos de clase dos.

Por su parte, Bernoulli respondia que, puesto que para un nimero finito de nodos {x, };_, y para funciones arbitrarias

f(x), el sistema lineal de ecuaciones

krx,

f(xl.):iAksen (i=0,1....n) 2)
k=1

es soluble, y puesto que en la expresién bajo discusién hay implicados infinitos coeficientes, es natural pensar que esta
identidad se pueda dar sobre un conjunto infinito de puntos de la recta.

Fue, sin embargo, Lagrange (1736-1813) el matematico destinado a desarrollar la teoria de interpolacion con
polinomios trigonométricos tanto para el caso de interpolaciéon en nodos uniformemente espaciados como para nodos
arbitrarios, demostrando de forma elegante que efectivamente (2) admite una Unica solucién y calculandola
explicitamente. En lo referente al problema de la cuerda vibrante, Lagrange se puso del lado de Euler, argumentando, a

partir de la version discreta del problema, que éste se podia resolver para funciones arbitrarias f(x). Concretamente, si
las masas se colocan equiespaciadas, en los puntos de la cuerda correspondientes con las abscisas x, =kL /n

(k=L2,...,n-1), y denotamos por u,(¢) la funcién que describe el movimiento de la cuenta £ -ésima en términos
temporales, dicho movimiento queda descrito por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

u ()= ( ][ukﬂ(t) 2uk(t)+uk1(t)] (k=12,....,n-1).

Lagrange resolvid este sistema de ecuaciones sometido a las condiciones
u, (0)=f, = f(x,), u(0)=0 (k=12,....n—-1).

Concretamente, demostré que

n-1n-1 iTx 3 :
u, () = ZZfsen oenmLx" cos(anat sen 121] (k=12,...,n-1). (3)
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Curiosamente, existe un argumento relativamente simple (ver [La, 26]) para, a partir de (3) y tomando » 1 o, deducir la
expresion correcta para la solucion de la ecuacién de ondas con una funcién f(x) general, que es la dada por

irx _izat
u(x,t)= Z[ If(s)sen—dsjsenTcosT

(y, de paso, para el célculo de los “coeficientes de Fourier” de f(x) ). Sin embargo, Lagrange no tomo este camino sino
que, por el contrario, llegé a la expresiéon desafortunada

2% & ins _imx mat
u(x,t)=— sen —sen ——c¢ ds,
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0
que involucra una serie divergente, algo por lo que fue duramente criticado.

El siguiente paso de importancia en esta larga historia fue nuevamente dado por Euler quien, en 1777, observé que si

f(x)="F(cos(zx/L)) para cierta funcién F(z) analitica cuyo desarrollo en serie de potencias F (z):chzk es
k=0

convergente para z € [—1,1], entonces, teniendo en cuenta que

2
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y sustituyendo en la expresion 7(x) = ch (cos(nx/L))k, parece razonable esperar que la funcién f(x) admita un
k=0

desarrollo en serie del tipo
a, « kmx
f(x)= —+Zak cos— (k=12...).
2 4 L

Claro que esta simple observacion no bastaba para obtener una expresion razonable para los coeficientes ¢,. En una
demostracién de poderio, Euler fue capaz de deducir con exquisito rigor la férmula correcta:

2% kms
a, :zjf(s)cosTds (k=12,..).
0

Para ello utilizaba, entre otras cosas, las relaciones de ortogonalidad satisfechas por los vectores

X 27x (n-Nzx
v, =| COS—,C0S—,...,COS—————
L L L

j (k=12,...).
Ademas, una vez calculada dicha expresiéon, comenta que ésta podria haber sido hallada en base a las relaciones de
ortogonalidad

B 0 s ik
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jcos—cos—ds= L/2 st i=k2>1
o L L .
L s i=k=0,
que es el método empleado usualmente en la actualidad para introducir las series de Fourier. Claro que Euler veia esto
ultimo s6lo como un proceso heuristico para deducir la expresion de los coeficientes a,.

Al parecer, antes de ocuparse del problema de la distribucion del calor en sélidos conductores, Fourier habia realizado
algunas contribuciones al problema de la vibraciéon de los cuerpos sonoros. En particular, se sabe que estaba bien
familiarizado con la Mecanica Celeste de Lagrange y las contribuciones de Daniel Bernoulli al problema de la cuerda
vibrante. Lo que no nos es conocido es cuando y por qué orientd Fourier sus intereses hacia el problema de la
distribucién del calor, aunque es casi seguro que esto debid suceder alrededor de 1804, tras leer un trabajo de J.B. Biot
(1774-1862) sobre el tema. En dicho articulo Biot estudiaba la evolucion temporal de la distribuciéon del calor en una
barra metalica delgada y muy larga, cuando ésta se calienta desde uno de sus extremos. Biot asumia la conocida ley
de enfriamiento de Newton, segun la cual la cantidad de calor intercambiada por dos cuerpos que se ponen en contacto
es proporcional a la diferencia de sus temperaturas. Sin embargo, su modelo no era correcto, como él mismo
reconoceria posteriormente. El problema basico es que Biot asumia el mismo tipo de intercambio de calor entre la
superficie de la barra metalica y el aire que en el interior de la barra.

Al principio Fourier pensé que evitaria las dificultades con las que se encontré Biot proponiendo un modelo discreto
gue, aunque resultaba un tanto artificial, podia resolver con técnicas similares a las empleadas por Lagrange en el
problema de la cuerda vibrante. Esto fue lo primero que hizo, y tuvo un éxito relativo porque, aunque fue capaz de
deducir la expresion general de la solucién e incluso demostré algunas propiedades cualitativas de la misma, en ésta
aparecian ciertos coeficientes que no pudo hallar sino en ciertos casos especiales -para dos o tres masas-.
(Curiosamente, si pudo hacer las cuentas posteriormente para el problema discreto en un anillo, y esto le sirvié también
para el calculo de los coeficientes de Fourier).

Entonces decidi6 volver al problema en el caso continuo. En su primer intento, en 1806, llegd a la ecuacién de difusién
erronea

2 2 2
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pero pronto descubrid su error y, al distinguir el comportamiento del flujo del calor dentro del sélido y en sus puntos
superficiales, llegé a la ecuacion correcta, la cual es, para los puntos del interior del sélido,
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Esta es la ecuacion de difusién que incluyé en su memoria de 1807. Fourier estudié entonces el problema de la

distribucién estacionaria de temperaturas en una lamina semi-infinita cuya superficie lateral mantenemos a temperatura
2 2

o . . . ou
constante. La ecuacion en juego es ahora —-+—- =0, pues la estacionariedad se traduce en que — =0. Este fue el
ox” oy ot
primer problema en el que Fourier empled el método de separacién de variables. Dicho método consiste basicamente
en lo siguiente. Supongamos que la ecuacion soélo depende de dos variables (la idea es esencialmente la misma

cuando hay mas variables en juego). Primero nos preocupamos de buscar soluciones u(x,f) de la ecuacién que

atiendan a una descomposicion de la forma u(x,t) = X (x)7T(¢). Esto tendra el efecto de transformar la ecuacién en

derivadas parciales (EDP) bajo consideracién en una o varias ecuaciones diferenciales ordinarias, cuya solucion
general hemos de buscar. A continuacion, se afirma que toda solucién de la ecuaciéon que estamos tratando se expresa
como superposicidon de las soluciones “especiales” que acabamos de hallar y, teniendo en cuenta las condiciones
iniciales y de contorno del problema, se calculan los pesos asociados.

Vamos a hacer los calculos para el caso de la ecuacién del calor en el problema de una barra metalica homogénea y
delgada, con superficie lateral aislante cuya distribuciéon de temperaturas inicial es una funcién dada y cuyos extremos
se mantienen constantes a temperatura cero, que es otro de los casos considerados por Fourier en su memoria. La

5 &%u

Py por lo que, si u(x,t)=X(x)I'(t) resuelve la ecuacion, entonces
x

ou
EDP bajo consideracion es E:c

cX'(x) T'(t)
X(x) T@)
relacion alguna, se sigue que, forzosamente, las expresiones que aparecen a ambos lados de la Ultima igualdad son

constantes e iguales entre si. Esto permite reformular el problema como el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

X)I'()=c*X"(x)T(t) o, lo que es equivalente, . Como las variables x,/ no estan ligadas por

Il
[e]

X"(x)- cizX (x)
T'(t)— AT (t)

I
=

La solucién general de 7'(t) — AT(t) = 0 es T'(t) = Ce”. Como el calor se disipa con el paso del tiempo, es evidente que

lim, u(x,r)=X(x)lim,  7(t)=0, por lo que necesariamente lim, ,, 7'()=lim, , Ce™ =0, es decir, 1 <0. Por otra

-1 -2
parte, la solucién general de X”(x)—izX(x):O es de la forma X(x)= Acos /—2x+Bsen /—zx. Ahora bien, si
c c c
imponemos las condiciones de contorno u(0,f)=u(x,t)=0, éstas se traducen en el par de ecuaciones

-4 . . .
X(0)=X(z)=0, lo que nos lleva a —2:k2 y X(x)=Bsen(kx) para cierto numero natural k. Se sigue que
C
_®,
u(x,t)=Ce ¢ sen(kx) y, por tanto, la solucién general de la ecuacién del calor para este problema concreto es de la
forma

kl

u(x,t) = ibkeigtsen(kx). (4)
P

Las “series de Fourier” aparecen en este contexto de forma natural, puesto que al sustituir 7 =0 en la expresion
anterior, obtenemos que

F)=3 bysen(k). (5)
k=1

Esto significa que la afirmacion de que toda solucién del problema bajo consideracién se debe expresar como
superposicion de las soluciones “especiales” de la forma u(x,t) = X (x)T'(¢t) conlleva la hipotesis de que toda funcion
f(x) definida en [0, 7] y satisfaciendo f(0)= f(7)=0 admite una representacion del tipo (5). De hecho, ambas cosas

son en gran medida equivalentes. Si probamos que la convergencia de la “serie de Fourier” es suficientemente buena,
entonces podremos derivar término a término en (4) y comprobar directamente que ésta es solucion de la ecuacién del



calor. Por otra parte, si #(x,t) es una solucion arbitraria de la ecuacion del calor y, fijado ¢ >0, consideramos el

desarrollo en serie de senos de f,(x)=u(x,7), entonces tendriamos que f,(x) :Zbk(t)sen(kx). De nuevo, derivando
k=1

término a término, sustituyendo en la ecuacion del calor y utilizando la unicidad de los coeficientes de Fourier (siempre

que justifiqguemos que estas cosas son posibles -y, de hecho, lo son en muchisimos casos-), se comprobaria que

b.()y=be ° .

Este es s6lo uno de los problemas (y, como ya hemos tenido ocasién de comentar, no el primero en aparecer)
relacionados con la distribucién del calor estudiados por Fourier en su memoria de 1807. En realidad el método de
separacion de variables funciona para muchas EDPs, aunque es necesario adquirir cierta habilidad para su aplicacién
en casos complejos.

¢De qué forma abordé Fourier el célculo de los coeficientes ,? Tomando el desarrollo de Taylor de f(x) en el origen

de coordenadas, sustituyendo los desarrollos de Taylor en el mismo punto de las funciones sen(kx), sustituyendo

ambas expresiones en (5), reagrupando para que aparezca a ambos lados de la igualdad un desarrollo en serie de
potencias e igualando los coeficientes de ambos desarrollos, se llega al sistema infinito de ecuaciones lineales dado
por

DY) = fET0) (n=0,1.2,..).
k=1

Fourier trunca el sistema -considerando solamente las primeras » variables b, -y lo resuelve, hace n T oo y llega a la
expresion

bk — %Z Z (_ 1)k+n+1k72n71f(2n) (7[),

7 =0 m=0

que identifica como el resultado de iterar cierto nimero de veces el proceso de integracion por partes de la expresion

T

]{ f(x)sen(kx)dx.
0

Todos estos calculos, explicados en detalle, se pueden consultar en [Ca].

Sea como fuere, el caso es que, antes de que Fourier presentara su memoria sobre la propagacién del calor, ya se
habian calculado numerosos desarrollos en serie de Fourier (es decir, desarrollos de la forma

0
f(x)=a,/ 2+Zak cos(kwx) + b, sen(kwx) ). Sin embargo, las funciones intervinientes en dichos desarrollos habian
k=1
sido siempre analiticas, y es precisamente para esta clase de funciones para la que no habia dudas. Por otra parte,
parece ser que Fourier desconocia la memoria de Euler de 1777, por lo que su método para deducir los coeficientes de
Fourier de una funcién analitica son completamente distintos (y, admitdmoslo, muy inferiores en lo que respecta al
rigor) de los de Euler. Ahora bien, el mérito de Fourier fue que aposté por afirmar la desarrollabilidad en serie de Fourier
para clases de funciones generales. Ademas, introdujo e hizo un uso sistematico del método de separacion de
variables y precisé6 numerosos aspectos basicos para el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales.

Con respecto a su afirmacion sobre la generalidad de sus desarrollos en serie, la idea basica en la que se apoyo
Fourier es que para el céalculo de los coeficientes

b, = 3]_’ f(x)sen(kx)dx
%

no es necesario en absoluto suponer suavidad alguna sobre la funcién f(x), sino que lo Gnico imprescindible es asumir
i 2 . - , .
que el area encerrada por el grafo de — f(x)sen(kx) entre las abscisas 0 y 7, es finita. Esto suponia ademas una
T

importante motivacién para el estudio del concepto de integral, testigo que fue recogido primero por Dirichlet y luego
por B. Riemann y H. Lebesgue, entre otros, y dio lugar a las modernas teorias de integracion y, en parte, al nacimiento
de la teoria de conjuntos de Cantor. De hecho, actualmente se suelen considerar aliados inseparables el Analisis de
Fourier y la Integracién de Lebesgue.



La memoria de 1807 contenia investigaciones para una amplia gama de situaciones. En particular, en ella se tratan el
problema discreto para la barra y el anillo, las ecuaciones generales para el caso continuo en un sélido, el estudio de la
lamina semi-infinita, el teorema de Fourier sobre la expansién en series trigonométricas con el célculo de los
coeficientes de Fourier por eliminacién y utilizando la ortogonalidad de los modos normales de vibracion, el estudio del
anillo en el caso continuo, la transiciéon del caso discreto al continuo para el anillo, la esfera, el cilindro y, finalmente,
algunos experimentos.

Lagrange, Laplace y Monge: tres de los cuatro miembros del comité encargado de informar sobre
la memoria de Fourier de 1807. (Del cuarto miembro, Lacroix, no existen imagenes disponibles).

Cuando termind, Fourier debia sentirse feliz porque habia resumido el trabajo de varios afios y, ademas, habia hecho
brecha en un nuevo campo de la fisica, hasta entonces practicamente inexplorado, y habia estandarizado el método de
separacion de variables como herramienta fundamental para el tratamiento de una clase relativamente amplia de
ecuaciones en derivadas parciales.

Sin embargo, la memoria tuvo una pésima acogida. Los matematicos que debian estudiar el manuscrito eran Lagrange,
Laplace, Monge y Lacroix. Para empezar, no emitieron informe alguno sino que depositaron en Poisson -el alumno
estrella de Laplace- la tarea de redactar una breve reseia de las aportaciones de Fourier, resefia que aparecié en el
numero de marzo de 1808 del Bulletin de la Société Philomathique y en la cual simplemente se resume muy
brevemente el trabajo de Fourier, sin aportar critica alguna. Sin embargo, algo podemos decir sobre las criticas
recibidas sobre la base de las distintas cartas de réplica con las que Fourier se defendié. Al parecer, Lagrange no veia
clara la deduccion de Fourier de la expresion

iﬂsen(nx) = g (-r<x<m),
n=1 n

aunque ésta era correcta. Ademas, critic6 no mencionar los trabajos de sus predecesores, en particular, el de Euler. A
esto ultimo Fourier replicé que no habia citado el trabajo de Euler porque no lo conocia, pero que en cualquier caso sus
resultados tenian mayor importancia y generalidad y, afiadia:

“Si tuviera que mencionar algunos trabajos, éstos hubieran sido los de usted, pues éstos los he leido cuidadosamente en el
pasado y contienen multitud de elementos similares a los que he utilizado yo mismo.”

Por su parte, Laplace objetaba que al ser los senos funciones impares, el desarrollo en serie de senos debia estar
asociado forzosamente a una funcién impar. A esto Fourier respondia que eso no era problema si la igualdad de la
funcioén y la serie se restringia al dominio adecuado y, ademas, observaba que efectivamente todas las series que él
habia calculado eran convergentes. Ademas, Laplace no estaba de acuerdo con la derivacién de la ecuacién del calor
(aunque por lo visto sélo habia leido la primera propuesta de Fourier de 1806, que aln era errénea y que éste habia
enviado tanto a Laplace como a Biot) y de hecho él mismo derivé la ecuaciéon en un trabajo posterior en el que incluia
el siguiente comentario:

“Debo observar que el Sr. Fourier ya ha obtenido estas ecuaciones, cuyo auténtico fundamento me parece es el que acabo
de presentar.”

Sin embargo, Fourier supo sacar provecho de los célculos presentados por Laplace, puesto que éstos motivaron una
fructifera discusiéon entre ambos a raiz de la cual Fourier introdujo, en el tratamiento del problema del calor para un
sélido infinito, el operador que actualmente denominamos transformada (o integral) de Fourier y gracias al cual es
posible tratar funciones no periddicas en el dominio de la frecuencia.

La idea basica, en términos modernos, es la siguiente: supongamos que la funciéon f(x) esta definida en toda la recta
real y es aperiédica.  Como podemos aprovechar las series de Fourier para obtener una representacion en frecuencia
de esta funcion? El primer paso es considerar, para cada 7 > 0, la funcién f; (x) = f(x) para xe[-I',T] y extenderla

2T -periédicamente. Entonces calculamos el desarrollo en serie de Fourier de f; (x). Este desarrollo, si converge, debe

coincidir con f(x) en [-I',T]. Finalmente, hacemos 7T T . ;Qué sucede entonces? Pues bien, los coeficientes de



Fourier de la funcion £, (x) dan la descripcién en frecuencias de f(x) para x € [-1,T'] y, ademas, estan dados (en su

version compleja, la cual resulta de sacar a colacién la famosa formula de Euler €™ = cos x + isenx ) por las expresiones

1 T . ©
¢.(fr)= 5T I f(x)e™*'T dx. Ahora bien, para I suficientemente grande y bajo la hipétesis de que I|f(x)|dx<oo,
P

—00

podemos asumir que 27¢,(f;)= If(x)e”k’x/dezF(—ﬂk/T), donde F(&)= jf(x)e’i‘f"dx es la funcion a la que

llamamos transformada de Fourier de f(x). Como es natural, habia que demostrar que una vez conocemos la
transformada F'(&), es posible recuperar la funcion inicial f(x). La aperiodicidad de f(x) se veria entonces reflejada en

. rk .
el hecho de que, al variar tanto 7 >0 como los enteros k€ {0,+1,+2,..}, los valores ? recorren todo el continuo

numérico y, por tanto, la descripcion de f(x) en términos frecuenciales requiere el uso de todas las frecuencias del
continuo. Fourier, siguiendo los calculos que acabamos de esbozar, establecié la siguiente féormula integral:

_ 13 it
f=5- j F(&)e* de.

Por supuesto, esta formula es valida siempre que impongamos ciertas condiciones sobre f(x) y sobre la forma en la

que interpretamos la integral impropia. Por otra parte, la aplicacion que nos lleva f(x) a F'(£) tiene ciertas propiedades

formales que comparte con (;,0 hereda de?) los coeficientes de Fourier y que son especialmente Utiles para las
aplicaciones.

Hay que decir que mientras que las “series de Fourier” eran viejas conocidas a principios del siglo XIX, la nueva técnica
de las integrales de Fourier si debe ser considerada creacion exclusiva de éste.

En la Academia eran conscientes de la importancia del problema de la distribucién del calor, asi como de los avances
significativos que Fourier, Biot, y otros estaban realizando en este tema. Es por ello que decidieron que la tematica
propuesta para el Gran Premio que debian conceder para 1812 fuera precisamente el estudio de la propagacion del
calor en solidos conductores. Como era de esperar, Fourier se presentoé al premio con una memoria en la que, ademas
de revisar lo realizado hasta 1807, incluia sus nuevos calculos con la integral de Fourier.

El jurado, compuesto por Lagrange, Laplace, Lacroix, Malus y Haly, concedié el premio a Fourier, pero decidié que el
trabajo no seria aceptado para su publicacién en las Memorias de la Academia porque carecia del rigor y la generalidad
necesarios. Fourier, que estaba resentido con la Academia por el trato dado a su obra fundamental, decidié finalmente
publicar sus investigaciones por si mismo en 1822 en un volumen al que tituld Teoria Analitica del Calor. Curiosamente,
ese afo fue nombrado secretario perpetuo de la Academia y entonces vio el cielo abierto, publicando en las Memorias
el trabajo que habia sido premiado en 1811, y que llevaba por titulo Teoria del movimiento del calor en los cuerpos
solidos. Este trabajo aparecié en dos partes, la primera en las Memorias correspondientes a 1819/20 y la segunda en
las de 1821/22 (que vio la luz en 1826). En el prologo de su Teoria Analitica el propio Fourier explicaba las idas y
venidas de su obra, reconociendo finalmente que

“Los retrasos en la publicacién [de mi obra] habran contribuido a hacer el trabajo mas claro y mas completo.”

La Teoria Analitica del Calor es considerada actualmente una de las obras maestras de la ciencia y la tecnologia vy,
para los fisicos, es sin duda uno de los documentos fundacionales de la fisica tedrica. El impacto que ha tenido el
Analisis de Fourier sobre las matematicas, la fisica y las distintas ingenierias esta fuera de duda y, de hecho, muchos
pensamos que la ciencia y la tecnologia modernas no hubieran sido posibles sin el desarrollo correcto de las ideas de
Fourier.

La persona encargada en demostrar de forma precisa que la serie de Fourier de una funcién converge puntualmente (y,
de hecho, uniformemente sobre ciertos compactos) para una clase amplia de funciones, incluyendo funciones con
discontinuidades de salto, fue Dirichlet. El teorema es el siguiente:

eo ; 9). Supongamos que f(x) es T -periédica, continua a trozos y con primera derivada continua a
trozos. Entonces



donde
N 2mikx

Svf@)=> c(fe T

k=N

denota la suma parcial £ -ésima de la serie de Fourier de f(X), siendo la convergencia uniforme sobre compactos que

estén contenidos en el interior de la regién de continuidad de f(x).

La demostracién se apoyaba en ciertos calculos realizados previamente por Fourier -que fue, junto con Poisson, su
director de tesis, aunque ésta, defendida en la Universidad de Bonn en 1827, versaba sobre el ultimo teorema de

Fermat, un tema alejado de las series de Fourier-. La idea clave es conseguir una expresién cerrada para S, f(x), es
decir, una expresion en la que desaparezca el sumatorio y éste sea sustituido por alguna funcion sencilla dependiente
de f(x)yde N ala que podamos aplicar las técnicas habituales del Analisis para obtener acotaciones, etc. En realidad
esto no es excesivamente complicado de lograr; de hecho, es una sencilla consecuencia de la identidad
. 1— Zn+1

—Z

l+z4+...+z

y la férmula de Euler, que

2r(x—1)(N +1/2)
I T S 1‘1( T J
Svf =210 dt
0 S

en[ﬂ(x—t)j
T

la cual es la expresion cerrada que buscabamos (la prueba al completo puede consultarse, por ejemplo, en [Al]).

b

Una vez demostrado el teorema de Dirichlet, la balanza se puso completamente del lado de Fourier y Daniel Bernoulli.
Los matematicos aceptaron finalmente que las series de Fourier eran un instrumento adecuado para la representacién
de funciones muy generales y, ademas, tomaron conciencia de la profundidad de las ideas defendidas por Fourier y la
enorme cantidad de cuestiones abiertas interesantes que aun quedaban por resolver. La primera de todas: ¢,cual es la
verdadera extension de la clase de funciones para las que la serie de Fourier y la transformada de Fourier son
convergentes?

Deseo mostrar aqui mi agradecimiento a los profesores J.M. Méndez y J. Duoandikoetxea porque ambos han leido una
version preliminar del articulo y han realizado importantes sugerencias para mejorarlo. Por otra parte, el profesor J.C.
Sabina de Lis me indicé la existencia de la referencia [Da], la cual ha sido fundamental para la elaboracion de este
trabajo.
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