
Rev.Acad.Canar.Cienc., V (Núm. 1), 71 - 82 (1993) 

EL OPERADOH DF DIFERENCI AS DE DOS ESCALAS Y SU APLI CACIOtl 

A LA RESOLUCION DE CIER TA S ECUACIONES EN DIFERENCIAS 

Javier Peral t a 

llepartf1mento de MRtemáticas. Universida d AutónomR de Madrid 

ABSTkACT 

In the present paper we s t a rt out from the noti ons of difference 
of scale h - which general i zes the operator of finite differences­
and of difference of severa l scales, i n arder to study in detail the 
difference of two scRles . Afterwards ~e particularize t he results 
which are obtained to the case of the sequences, and we show their 
application to resolve sorne difference equations. 
Key words.- Derivatives of hipher arder; difference of two scales; 
difference equations. 

RESUMr:r; 

En este artículo partimos de las nociones de diferencia de esca­
la h - que generaliza el operador de diferencias finitas- y de diferen 
cia de varias escalas, para estudiar con detalle las diferencias de 
dos escalas. Más tarde particu larizamos los resultados obtenidos al 
cRso de las sucesiones, y mostramos su aplicación para resolver 
cie r tas ecuaciones en diferencias. 
Palabras clave.- Derivadas de orden superior; diferencias de dos esca 
las; ecuaciones en diferenc ias. 

1. I NTRODUCCION 

En l a búsque da de una traducción y aplicación a otras ramas de 

l a Matemática de las nociones de derivada de grado n y de extensión 

graduada de una aplicación aditiva -utilizadas en Geometría Diferen-

ci a l ([l]l-, hemo s introducido en [2] el concepto de diferencia de 

escala h. Dicho concepto generaliza el operador de diferencias fini-
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tas, y puede aplicarse para la resolución dP ciertas ecuaciones en di 

ferencias y para la determinación del término general de ciertas suce 

siones. 

Por composición de las diferencias de escalas distintas, se def~ 

nen las diferencias ele varias escalas, de las que nos ocupamos en [2]. 

Las fórmulas que lográbamos entonces nos parecían de una gran comple-

jidad y de difícil aplicación, en vista de lo cual anunciábanos la 

conveniencia de continuar dic1o estudio con la limitación de consice-

rar solanente dos e s calas distintas; objet ivo al que ahora nos dedi-

car.ios. 

;'. D:,nrncror:i::s y RESULTADOS PEEVIOS 

A lo largo de todo el trabajo, f será una función real de una va 

riable real, y h, k , h 1 , ... ,hn' x, números reales. Cualquiera que sea 

t real, siempre que escribamos f(t), entenderemos que t pertenece al 

dominio de definición de f, sin necesidad de mencionarlo explícitame~ 

te. 

Llamaremos operador de diferencias de escala h de orden uno, al 

operador dh que hace corresponder a cada función f la función dhf, de 

finida como dhf(x) = f(x+h) - hf(x). 

Es fácil probar que dh es un operador !R-lineal, que d 0 f = f y 

que d1 f =C:if, siendo fJ el operador de las diferencias finitas. 

Se llama operador de diferencias de orden n y escala h, n~~. o 

diferencia enésima de escala h a la aplicación 

o 1 
dhf = f, dhf = dhf. Se cumple por ejemplo, que 

- 2hf(x+h) + h 2 f(x). 
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En [2] se dedujeron, entre otras, l~s sigui~ntes fórmulas: 

d~f(x) i (-l)n-i(~)hn-if(x+ih) (1), 
i=O 

f(x+nh) iG)hn-id~f(x) (2), 
i=O 

O 9 f(x+nh) 

O ~ f(x+nh) 

Se define el operador de diferencias de orden n de escalas 

(h h ) l a,(n) 
. , ... , , n Eo r;, como: ( ) 
~ n h1 , ... ,hn 

identidad, y d~l)= dh . 

dh o ... odh , siendo d(O) la 
1 n 

(n) 
Es sencillo probar que d(h h ) es un operador lineal, que 

l' · .. ' n 

es invariante respecto de cualquier permutación de los sub índices de 

(n) .n 
las escalas y que d(h, ... ,h )= ah. 

~erece la pena tener presentes dos resultados cuyas demostracio-

nes pueden verse en [ 3]: 

n 
d(n) f(x)= L '2:_ (-l)n-i 

(h1, •.• ,h) ·o s·1( ·i1 n l= s~ l. n-1 . 
n 

n ~ "'""' (j) 
f(x+h 1+ ... +h )=L ¿_ h1 ... h .... h .... h d(h h )f(x) (6). 

n J·=o 1..:. < <. , 1 1 1. n . , ••• , . 
-1 1 ... lfn J 1 1 lj 

3. EXPTIESIOrrns QUE RELACIONAN LAS DIFERENCIAS DE DOS ESCALAS 

DE UNA FUfJCION CON DICHA FUrJCION 

La expresión de la diferencia enésima de una función en términos 

de la misma viene dada por (1), si se trata de una escala y por (5) si 

hay n escalas. Esta última fórmula es, sin embargo, muy difícil de 

manejar, por lo que se rehace de nuevo para el caso de dos escalas. 

Proposición 1.- d(n+m) f(x) 
(n) (m) 

(h •.•• ,h,k, ••• ,k) 
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= i (m)km-i I (-l)n+m-i-j{n)hn-jf(x+.ih+ik) 
i=O 1 j=O J 

(7). 

Demostración .- d(n+m) , (n) (m ) 
(n) 

1 
(m) f(x) = ªhº· .. odhodko .. odkf (x) 

(h, ••• ,h,K,, •• 1 k) 
n ·;rn 

= dh\dk~tx)), y en virtud de (1) y de la linealidad de dh: 

d(r:+~~) (m) f(x) = d~[i (-l)m-i(~)km-if(x+ikJ 
(h, ... ,h,k, ... ,k) l=Ü 

m 
(-l)m-i (:) km-idhf(x+ik) L 

i=O 
n 

m 
(-l)m-i m-i 

n 
¿ (~) k . 2. (-l)n-j (~) hn-jf(x+ik+j h) 
i=O j =O 

i (~) km-i. i 
i=O 1 j=O 

(-l)n+m-i-j (n) n-i ( ) 0 j h 'f x+jh+ik . 

El problema recíproco del anterior - obtener la función en tér-

minos de sus diferencias - queda resuelto en (2), si hay una sola es-

cala, y en (6) si se trata de n escalas. Por la misma razón esgrimida 

anteriormente, nos planteamos de nuevo esta cuestión para el caso de 

dos escalas. 

La Prop. 2 sirve para reducir (5) al caso de dos escalas , y la 

Prop. 3 se utilizará para poder proceder por inducción en la Prop. 4. 

Proposición 2.- Si h1= ... =hn=h, hn+l=k, se tiene: 

r. A A (j) L. h1 ... h . ... h . ... h 1 d (h h )f( x ) 
l e . . il 1 . n+ . ' ... ' . -i1< ••• <i/n+l J i 1 ij 

{

hnkf(x), si j=O. 

~ (n)hn-jkd(j) f(x) 
j (h, ••• ,k) 
(n+l) . . 

d(h, ..• ,h,k)f(x), s1 J=n+l. 

+ ( n \ hn-j+ld(j) f(x) si HJ·~n. 
j-1} (j-1) ' 

(h, ... ,h,k) 

Demostración.- Si j=O, no hay que suprimir ningún factor del primer 

"miembro, por lo que el producto de las hi. será h1 .•. h = hnk. Por 
n+l 

0tro lado, la diferencia de la función f es respecto de los factores 

eliminados, luego será de orden cero; esto es, f. 
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Nos encontramos en el otro extremo, si j=n+l. Entonces se supri-

(n+l) 
men todas las hi y solo oueda d(h, ... ,h, k)f(x) . 

Si l~ j ~n, se eliminan j de las n+l hi . Como las n primeras hi 

son i gua les a h, si las j suprimidas se encuentran entre estas, habr~ 

(~) maneras de elep:irlas; .Y la s uma de los ( ~ ) sumandos corresrondien-

d 11 · 1 (n)hn- jkd(j) f( ) E b' · tes, to os e os lf':Ua es, es j (h, ... , h) x . n cam lo, s1 

se eliminan j-1 de entre las n primeras y la última : hn+l=k, hahr~ 

(j:l) posibilidades de elección. La suma de los términos corresponcien 

tes es entonces (j:l)hn-(j-l)d(jij-1) f(x). a 
(h' ..• ,h ' k ) 

n ( n ) j 1 i ( n+l-i-j) 
Proposición 3 .- f(x+nh+k) =? n-j h ?., k d (n-j) (1-i) f(x) (S) . 

J=O 1=0 (h, ... ,h,k, ... ,k) 

Demostración.- En virtuc de (6), f(x+h 1+ ... +hn+l) 

n+l 2_ ,..,, ,... ,... (.) 
~ h1 ... '1 .... h .... h 1d(hJ h )f(x), 

1,. e · e 1 11 l. n+ . , ... , . 
j=O -1{ ... lrn• J 11 lj 

y según la Prop. 2: 

n (n) n- i (j) . f(x) + 
f(x+h 1+ ... +hn+l) = hn:~f(x) + L . h ·;.:d(h (J) h) 

j=l J ' ... , 

+ ..,g. f .n ) hn-j+lc(.i). f(x) + d(n+l) f(x) (9). 
~ ~-1 (J-1) (n) 
J=l (h, ... ,h,k) (h, ... , k) 

Llamando l=n+l-j, se tiene: 

~ f.n ) hn-j+ld(j). f(x) =i ( n )hld(n+l-1) f(x), 
¿:_ v-1 (J-1) n-1 (n-1 ) J-1 (h, ... ,h¡k) 1:1 (h, ... , h ,k) 

y haciendo l=n-j: 

i(~)hn-jkd(j) f(x) = ~( n)h1kin-l) f(x). 
j = L J (h, ... ,h) 1=0 n-~ (h!~:~!h) 

Sustituyendo en la expresión (9), reordenando los sumandos y op~ 

rando, se tiene: 

(n+l) n (n) 1 (n+l-1) 
f(x+h 1+ ... +hn+l) = d (n) f(x) + L n-l h d (n-l) f(x) + 

(h, ... ,h,k) l=l (h, .•• ,h,k) 
n-1 
5" ( n) 1 ( n-1) n 

+ f;;;o n-l h kd (n-l) f(x) + h kf(x) = 
- (h, ... ,h) 

n 

~ ( n )hl d(n+l-1) f'(xJ+L( n )hlkd(n-1) f(x) 
L- n-1 (n-1) n-1 (n-1) 
1=0 (h, ... ,h,k) 1=0 (h, ... ,h) 
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= ~( n ) hl~ kid(n+l-i-1 ) . f(x).O 
¿_ n-1 .L- (n-1 ) (l-1 ) 
1=0 l=Ü (h , ... ,k, ... , k) 

Proposición 4.- f(x +nh+mk) = 

= i( n.) hj .i( m· ) kid(n+m-i-j) . f(x) 
j=O n-J i=O rn-l (h!?:0! h , k!~:!! k) 

( 10) . 

Demostración .- Haremos la demostración por inrlucción sobre m. 

Es ohvio que (H) puerle escribirse: 

n . l(l)'( .. ) """ ( n ) J ""'5 1 n+l-1-J f(x+nh+k) =,, . h L 1 . kd ( ') ( ') f(x), 
L- n-J -1 n-J l-1 j=O i=O (h, ... ,h,k, ... ,k) 

por lo oue (10) se cumple para m=l . 

Admitamos que (10) es c i erta para m, y vamos a probarla para m+l. 

Por definición de diferenciR de e scala k , y en virtud de lR hipó-

tesis de inducción y de que las diferencias son IR-lineales,tenemos: 

f(x+nh+ (m+l)k) = f((x+nh+mk) +k) = dkf(x+nh+rnk) + kf(x+nh+mk) = 

i ( n )i ji ( m ) ' \ J( n+m+l-i-j) f( ) 
·-o n- j i ·-o lm-i K (h(n-j)h l (m+l-i )k) x + J- 1- 1 , ••• ,1 , <, ••• , 

+ "J f n.) hj i fm.) ki+l ci(n+m-i- j) . f(x ) . 
j=O \n-J i=Olm-i (h!?:~!k!~:!! k) 

Haciendo l=i+l, se tiene: 
n .m+l . L( n.)hJL( m ) kld(n+m+l-l-J) f(x) , por lo que: 

j=O n-J l=l m+l-1 (h!?:~; h , k!m;::l !k) 

~ ( n ) j~( m ) i .(n+m+l- i - j) f(x+nh+(m+l)k) = ~ . h ~ . k e ( ') ( 1 . ) f(x) + 
j=O n-J i=O m-l. (h , ? : 0 , h , k , m;.:1 ,k) 

n ~ ) . m+l ( ) 1 ( 1 1 . ) + L n. hJ ~ m k d n+m+ .- -J f(x) 
j=O - J ~ m+l-1 (h!?:~!h,k!m;::1;k) 

i ( n .) hj( m) d(n+m+l-j) f(x) + 
j=O n-J m (h!?:~!h , k!~;:! k) 

~ ( n \ hj i [( m ) ( m )lkid(n+m+l-i-j) f( ) 
+ j"So n-j) i=l m-i + m+l-i _ (h!?:~!h,k!m;::i!k) x + 

+ i(n .) hj(m ) km+ld(n-j). f(x); 
·-o n-J o (h( n-J)h) 
J- ' ... ' 

y teniendo en cuenta que (:) = (::~)· (m:i)+(m+~-i) 
( m+l) t · 0 , se iene: 
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f(x+nh+(m+l)k ) = i ( n .)hj(m+l)cl(n+m+~-j) f(x) + 
._0 n-J m+l (h(n-J)h k(m+l)k) 
J- ' ... t ' ' ••• ' 

~ ( n ) hj "5-( m+l )i id(n+m+l-i-j) f ( ) 
+ f=ci n-·j fti. m+l-i < (h~~:nh,k~m~~:i;k) X + 

+ i ( n.)hj(m+J km+lcl(n-j). f(x) = 
·-o n-J o (h(n-J)h) J- ' •...• 

i_rn.)hj ~(m+l.)kid(n+m+~-i-j) . f(x).O 
._0 l.n-J ._0 m+l-i (h(n-J)h k(m+l-i l) J- 1- , ••• , , , • • • , K 

.. . Eí:Ll\CJOJ;r.:s A LA S Q\JE SE LLEGA SI Si": ANUL.A !i LAS DIFF:RENCI AS 

Vamos a ver cómo quedan modificados l os últimos resultados obte-

nidos si se anulan l as diferenc ias primeras o las diferencias se~undas 

de dos escalas . 

Proposición 5 .- Si dhf O, entonces f(x+nh+mk) 

Demos tración .- Evidentemente , 

( r +s) ( r+s -1) 
d ( r) , (s) f(x) = d (r-l) (s). ( dhf(x)), 

( h , •• , , h , •< , • , , , k ) ( h , , , , , k , , , , , K ) 

(r+s) 
luego si dhf (x) = O, también d ( ) ( ) f(x) = O, r~l, siO. 

(h ,.1:'.,h,k,.~., k) 

As í pues , d(n+m-i-j) . f (x) =O si n-j~l, esto es, si jfn-1; 
(n-J) (m- l) 

(h •.•• ,h ,k, ••• , k ) 

luego , de los n+l sumandos corresnondientes a j=O,l, ... ,n de la expr~ 

sión (10), sólo quedaría el correspondiente a j=n. Por lo tanto: 

= (·n)hni( m.)kid(m-i). f(x) = hn~m ( m.)kidm-if (x), 
O . _0 m-i (' (m-i)k) ._ m-i k 

1- K, .•• , 1-

f(x+nh+mk) 

y este úl t i mo miembro coincide con hnf(x+ml<) , en virtud de (2) .D 

Propos ición 6 .- Si d~~~k)f(x) O, entonces: 

f(x+nh+k) = hnf(x+k) + kf(x+nh ) - hnkf(x) (12). 

(2) 
Demostración.- Como d(h,k)f(x) = dh(dkf(x))) = dhg(x), siendo g(x) 

= dkf(x) = f(x+k) - kf(x), se tiene: dhg(x) =O¡ y por (4): 

g(x+nh) = i. i. G)hn-j g(x+jh) = hng(x). 
J=Ü l=J 
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Pero g(x+nh) = dkf(x+nh) = f(x+nh+k) - kf(x+nh), luego: 

f(x+nh+k) - kf(x+nh) = hn(f(x+k) - kf(x)). O 

Proposici6n 7.- Si d~~:k)f(x) 
+ kmf(x+nh) - hnkmf(x) 

O, entonces f(x+nh+mk) 

Demostraci6n.- Lo probaremos por inducci6n sobre m. 

( 13 ) . 

La relaci6n (12) asegura que se cumple para m=l. En la hip6tesis 

de que se cumple para m, vamos a demostrarlo para m+l. 

Como d~~:k)f(x) = O, cualquiera que sea x del dominio de defini­

ci6n de la funci6n f, también será d~~:k)f(x+mk) =O. 

Pero d~~:k)f(x+mk) = dh(dkf(x+mk)) = dhg(x), siendo g(x) 

dkf(x+mk). 

De (4) se deduce que la soluci6n de dhg(x) =O, es g(x+nh) =hng(x ) , 

y como g(x) = dkf(x+mk) = f(x+(m+l)k) - kf(x+mk), e(x+nh) 

f(x+nh+(m+l)k) - kf(x+nh+mk), resulta: 

f(x+nh+( m+l)k) - kf(x+nh+mK) = hn(f(x+(m+l)k) - kf(x+mk)); esto es, 

f(x+nh+(m+l)k) hnf(x+(m+l)k) + kf(x+nh+mk) - hnkf(x+mk). 

Por último, en virtuc de la hi p6tes is de inducci6n: 

f(x+nh+(m+l)k) 

Proposici6n 8.- Si drf 
h 

si n~ 6 m3s. 

O, entonces c(n+m) f 
(n) (m) 

(h, ••• ,h,k, .•. ,k) 

Demostraci6n.- Sean n=r+p, m=s+q; p,q~O. Se tiene: 

d(n+m) f(x) 
(n) (m) 

(h, ••• ,k, ••• ,k) 

d(p+m) (drf(x)) =O 
(p) (q) h • ' 

(h, ••• ,k, ••• ,k) 

d (n+q) (dsf(x)) O D 
(n) (q) k • 

(h, ••• ,h,k, ••• ,k) 

d(n+m) f(x) 
(n) (m) 

(h, ••• ,k, ••• ,k) 
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5. CASO PARTICULAR DE LAS SUCESIONES. APLICACIONES 

Si h,k En; y f es una función real de variable natural, escribi-

remos f(p ) = yp ' con lo que se tendrá la sucesión (yp)p(!N" 

Entonces, las diferencias se definirán: dhyp = yp+h - hyp, d~yp 
2 (2) 

dh(chypl = Yp+2h ~ 2 hyp+h + h Yp' d(h,k)Yp = dh(dkypl = Yp+h+k -

- hyp+k - kyp+h + hkyp' etc. 

Y en concreto, l as rel aciones (1), (2), (3), (4), (7), (1 0) , (11) 

y (13) se escribirán, respectivamente: 

dn = ~ (-l )n-i( n }hn-iy . 
hyp ~ l p+ih 

O =)Y p+nh 

( 1, ) ' 

( 2,)' 

( 3,)' 

r-1 r 1 
' _,::: (-l )i-j (n)f i)hn-j . (4 ,), 

O ~ yr+n~1 = .L ?-. i \ _i YP+Jh ' n~r 
J=Ü l=,1 

c](n+m) y= "J { m ) km-i~n (-l)n+m-i-j(n)hn-jy .. , ( 7 '), 
(h (n) h , (m) , ) p ·-=o i _ J p+Jh+i« 

' • • • ' ' .'C ' • • • ' r< 1- J-

= i(n)hji(m)kid(n+m-i-j) . (10') 
Yp+nh+nk ._0 n-j ._ 0 IT'-i (h(n-j)h, (m-i)l )YP ' 

J- 1- , ••• , ,r<, ••• ,< 

e y = o ~ y = hny 
h p 7 p+nh +mk p+mk 

( 11,)' 

(13'). 

Aplicaciones.- La teoría de las diferencias de dos escalas sirve para 

resolver ciertos pares de ecuac iones en diferencias, así como el estu-

dio de las diferencias de n escalas es útil para la resolución de n 

ecuaciones en diferencias de un determinado tipo. Como al aumentar el 

número de escalas se complica considerablemente la notación y el mane-

jo de l as diferencias , nos limitaremos a las primeras, a las que hemos 

dedicado este trabajo. 

Se pueden resolver conjuntamente las dos ecuaciones : 
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r .( ) . s . . r-1 r r-1 s-1 s s-1 
L (-1) . h y 'h=O, "'>"' (-1) (·)k y 'k=O. 
i=O i p+1 ~ l p+1 

En efecto, de (1') se llega a que léls ecuaciones anteriores pue-

escribirse, 
r s 

den respectivamente, dhyp = o, dkyp = o. 

Ahora bien, de ello se deduce oue en la expresi6n (10') las dife 

rencias que aparecen en el segundo miembro serán nulas si n-j~r, 

m-i~s; por lo que s6lo habrá que considerar los sumandos correspon-

dientes a j)n-r, i>m-s. Se tiene, por tanto: 
n m 

= """'> (n)hj 2=_ ( m )kid (n+m-i-j) 
yp+nh+rnk j=:f-:r+1 n-j i=m-s+l m-i (h!?:~!h,k!~:!!k)yp, 
aue nos proporciona las soluciones de las dos ecuaciones de partida. 

En efecto, si m=O, resulta: 

yp+nh 
= ~ ( n ) hjdn-j ¿_ n-i h yp, 

j=n-r+l -

que en virtu¿ de (3') coincide con la soluci6n de la primera ecuaci6n, 

sin más que hacer i=n-j. 

Análogélmente, si n=O, 
m . . s-1 . . 

yp+m~ = . L (m:i)k1d:-1yp = ~l~)km-Jd~yp' 
l=m-s+l J~ 

que es la soluci6n de la segunda ecuaci6n . 

Ejemplo .- Resolver las dos ecuaciones en diferencias: 

O, con lo que Es obvio que pueden escribirse: d~yp = O, d~yp 

estamos en el caso particular: h=l, k=2, r=3, s=2. Será: 

= ~ ( n) ¿- ( m ) 2 id(n+m-i-j) 
yp+n+2m j~2 n-j i~l m-i (1!?:~!1,2!~:!!2)yp 

( n ) i_ {m ) 2id(m+2-i) fn) i_ 2 id(m+l-i) 
2 i=m-1 lm-i (1,1,2!~:!!2)yp + l; i=m-1 (1,2!~:!!2)yp + 

ln) m ( m ) i m-i { n)rt m) m-1 d(3) ( m) 2m d2 -j 
+ O i~l m-i 2 d2 Yp = 2 L\1 2 (1,l,2)yp + O 1 YP + 

+ ln[G)2m-1ª~~'. 2 lyP +(~)2md1yPJ + ( ~)((~) 2m-1d2yP + (~) 2myPJ 
Tras cálculos elementales se llega a: 
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m-2 m-1 m-2 y 2 =mn(n-1)2 y 4 +mn(2-n)2 y 3+(n(-mn+2n-m-2)+2m)2 y + 
p+n+ m p+ p+ p+2 

3mn m ~ m-1 
+(~(n-1)-2 n(n-m-2}}y +(n(-mn+n-m-3)-¿(m-1))2 y . 

2 p+l 2 p 2 
n -n 2 n -3n+2 

Si hacemos p=m=O , resulta: yn= ~2~ y 2+(2n-n )y1+ 2 Yo (14). 

m-1 
Si hacemos p=n=O, se tiene: y 2m = 2 (2(1-m)y0 +my2 ) (15). 

m-1 
Y hac ien do p=l, n=O: y 2m+l = 2 (2( 1-m)y1 +my 3 ) (16). 

Por otro lado, para resolver la primera ecuación en diferencias 

por el método habitual, se hallan l as soluciones de la ecuación carac­

ter í stica: r 3-3r2+3r-1 =O, que resultan ser: r=l (triple}¡ por lo que 

la solución de la ecuación es yn =A+ Bn + Cn2 . 

Para deternina r las constantes A, B y C, se dan a n los valore s 

O, 1 y 2 , y se hallan A, B y C en un sistema de tres ecuaciones y tres 

incógnitas, que 
y 0-2y1+Y2 

. - 3Yo+4 y1-Y2 
resuelto tiene por soluc 1 o~es:A=y0 , B ·• 2 , 

- 3Yo+4Y1-Y2 Yo- 2Y1+Y2 2 
e = 2 

Así pues, yn = y 0 + 2 n + 2 n , es 

la solución de la prinera ecuación resuelta por el método habitual. Or 

denada en y2 , y 1 , y 0 , es inmed iato comprobar que coincide con (14). 

Asimismo, la ecuación característica de la segunda ecuación es 

r 4 -4r2+4 = O, de soluciones r=!'{2• ambas dobles. La solución es, en 

consecuencia, 

do a n los valores 

suelto nos da: A = 

e 
8Yo- 5if2Y1+V2.y3 

16 

O, 1, 2 y 3 , se obtiene un sistema que , una vez r e -
8Yo+o{2.y 1-i/2y 3 - 4 Yo-2 i/2y 1+2y2+{2.y 3 

16 ' B = 16 
8y0 +6f?_y1-Vzy3 

' [) 16 

Así pues , después de operar se llega a que la solución de la se-

gunda ecuación, resuelta por los métodos habituales es: 

yn = 2(n-B)/2 (((8-4n)+( -l )n(8-4n))y0+( 6{2-2(2n+( -l)n(-6t'2+2V2n))y1 + 

+(2n+(-l )n2n)y2+(-../2+{2n+(-l)n({2-(2n))y3 ). 

O bien, haciendo n=2m y operando, se obtienen los términos pares: 

y 2m=2m-l(2(1-m)y0+my2 ), que cqinci de con (15}¡ y haciendo n=2m+l y asi 

mismo operando: y =2m-l(2(1-m)y +my ), que es igual a (16) . 
2m+l 1 3 
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Nótese que.también podrían haberse resuelto las dos ecuaciones 

por sepa rado según (4'), como se indica a continuación. 

3 
La primera es d 1yp=0, luego la solución es: 

2 2 . . ( )( . ) y p+n= ¿ L. (-1)1-J ? ~ y .• 
j=O i=j 1 J P+J 

Desarrollando el segundo miembro y haciendo p=O, se llega de nue 

vo a ( lLl) . 

AnAlogamente, la segunda ecuación es d~y =0, cuya s olución es: . ~ p 

v = ± .± (-l)i-j(m)(i) 2m-j 
"p+2m j=O i=j i j yp+2jº . 

m-1 se tiene: y ~ =2 (2(1-m)y + 
p+~m p 

Desarr ollando el segundo miembro, 

+my 2 ) , y haciendo p=O y p=l se ohtienen de nuevo , respectivamente, p+ 

(Ei ) y (16 ). 
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SOBRE EL OPERADOR DE HARDY-LITTLEWOOD REITERADO 

por 

M. Delgado Pineda y P. Jiménez Guerra 

Abstract 

The iterated Hardy-Littlewood operator is introduced and estudied, 
characterising the integrability of de maximal function of order pe IN of 
real measurable function defined on IR": 

Como es bien sabido, al actuar el operador maximal de Hardy-Littlewood 
sobre una función medible f:IR" ~ IR se obtiene una nueva función 
denominada función maximal, (, tal que 

r*(x) = sup 1 W J 1f(t)1 dt ; Qe B(x) l 

para cada xE IR", siendo Q un elemento de la base de diferenciación B(x), que 
en este trabajo consideraremos constituida por todos los cubos de lados 
paralelos a Jos ejes coordenados de IR 0

, y 1Q1 la medida de Lebesgue de Q. 

Si esta función maximal (es finita para algún xE IR" entonces la 
función f es localmente integrable. Las acotaciones, tanto superior como 
inferior, de la medida del conjunto de puntos de IR" en los que la función 
maximal toma un valor mayor que una constante determinada, son de gran 
utilidad en el desarrollo de la teoría. 

En [4] se muestra la existencia de dichas cotas en el caso de 
considerar funciones integrables, estableciendose en este trabajo un 
resultado similar para funciones medibles [2] cuya utilidad es patente a lo 
largo de todo el trabajo, permitiendo entre otras cuestiones probar una 
caracterización del espacio L( 1 +log +L)(IR 0

) mediante el operador maximal, 
que extiende a la dada en [4]. 

Posteriormente, se estudia la actuación del operador maximal de 
Hardy-Littlewood sobre funciones maximales, estudiandose las propiedades 
integrales de estas funciones, de esta forma se introducen las funciones 
maximales de orden k de funciones medibles y se prueba la integrabilidad de 
una función maximal de un cierto orden a partir de Ja integrabilidad de una 
función maximal de un orden mayor, y una caracterización de Ja 
integrabilidad de la función maximal reiterada de un cierto orden p, a 

partir de la integrabilidad de la función i fl [1og _lfJ r. Como consecuencia 

se obtiene que si una función f:IR" ~ IR es integrable entonces 

J (P* (t)dt < oo si, y sólo si fe L( 1 +log +Ll(IR 0 ), que en el caso 
f•p•> i 
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