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EL OPERADOR DE DIFERENCIAS DE DOS ESCALAS Y SU APLICACION
A LA RESOLUCION DE CIERTAS ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Javier Peralta

Departamento de Matem&ticas. Universidad Auténoma de Madrid

ABSTRACT

In the present paper we start out from the notions of difference
of scale h - which generalizes the operator of finite differences-
and of difference of several scales, in order to study in detail the
difference of two scales. Afterwards we particularize the results
which are obtained to the case of the sequences, and we show their
application to resolve some difference equations.

Key words.- Derivatives of higher order; difference of two scales;
difference equations.

RESUME

En este artfculo partimos de las nociones de diferencia de esca-
la h -que generaliza el operador de diferencias finitas- y de diferen
cia de varias escalas, para estudiar con detalle las diferencias de
dos escalas. M&s tarde particularizamos los resultados obtenidos al
caso de las sucesiones, y mostramos su aplicacibn para resolver
ciertas ecuaciones en diferencias.

Palabras clave.- Derivadas de orden superior; diferencias de dos esca
las; ecuaciones en diferencias. -

1. INTRODUCCION

En la bisqueda de una traduccién y aplicacién a otras ramas de
la Matemitica de las nociones de derivada de grado n y de extensién
graduada de una aplicacién aditiva -utilizadas en Geometrfa Diferen-
cial ([l])-, hemos introducido en [2] el concepto de diferéncia de
escala h. Dicho concepto generaliza el operador de diferencias fini-
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tas, y puede aplicarse para la resolucibn de ciertas ecuaciones en di
ferencias y para la determinacién del término general de ciertas suce
siones.

Por composicién de las diferencias de escalas distintas, se defi
nen las diferencias de varias escalas, de las que nos ocupamos en [3].
Las férmulas que logrébamos entonces nos parecfan de una gran comple-
jidad y de difficil aplicacién, en vista de lo cual anunciébamos la
conveniencia de continuar dicho estudio con la limitacién de consice-
rar solamente dos escalas distintas; objetivo al que ahora nos dedi-

camos.

¢. DEFINICIONES Y RESULTADOS PREVIOS

A lo largo de todo el trabajo, f serd una funcién real de una va

riable real, y h, k, h hn’ x, nimeros reales. Cualquiera que sea

1o
t real, siempre que escribamos f(t), entenderemos que t pertenece al

dominio de definicidén de f, sin necesidad de mencionarlo explicitamen

te.

Llamaremos operador de diferencias de escala h de orden uno, al

operador dh que hace corresponder a cada funcién f la funcién dhf, de

finida como dhf(x) = f(x+h) - hf(x).

Es fécil probar que d_ es un operador [R-lineal, que dof =fy

h

que dlf =Af, siendo A el operador de las diferencias finitas.

Se llama operador de diferencias de orden n y escala h, ne [V, o

(n)

diferencia enésima de escala h a la aplicacién dE = dho...odh, donde
dgf = dif = dhf. Se cumple por ejemplo, que dif(x) = f(x+2h) -

- 2hf(x+h) + h2f(x).
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En [2] se dedujeron, entre otras, los siguientes férmulas:

n n A
=2> (- ( )hn_lf(x+ih) (1),
i=0
Pl
f(x+nh) = :2;( ) n=l4ip L1 (x) (2),
G ) = (?) n-i i
¢ f =09 flxsnh) = ;g% i) h" e £(x) (3),
. r-1 r-1 1 n
¢, f =03 f(x+nh) = ;;% ;2% J( )( ) Ie(x+3n),nor (4).

Se define el operador de diferencias de orden n de escalas

(h.,...,hn), ne [N, como: dgn) = d o...odh , siendo d(o)
* (1) 2 n 1 n

identidad, y dh =d

la

b
(n)

Es sencillo probar cue @ ) es un operacdor lineal, que

(hl""’hn
es invariante respecto de cualcuier permutacidn cde los subindices de
las escalas y que d(n) = dn
(hy«euyh) h*

llerece lez pena tener presentes dos resultados cuyas demostracio-

nes pueden verse en [ 3]:

(n) - n-i
d f(x)= (-1) h h f(x+h +...+h .
(hl,...,hn) ;z% seSni'(n—i)' s(i+1) s(n) (1) (i)
) . < Za3 oty (3)
(x+h +...+h )= _ = Bpeeehjeehien d(ﬂ T (6.
j=0 1€i <...<i Sn 1 J i i

3. EXPRESIONES QUE RELACIONAN LAS DIFERENCIAS DE DOS ESCALAS

DE UNA FUNCION CON DICHA FUNCION

La expresién de la diferencia enésima de una funcibén en términos

de la misma viene dada por (1), si se trata de una escala y por (5) si

hay n escalas. Esta Gltima férmula es, sin embargo, muy diffcil de

mane jar, por lo que se rehace de nuevo para el caso de dos escalas.

(n+m)

(h, ) n, k,ST?,k)

Proposicién 1.- d f(x) =
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m . n T :

= Z (T) K" Z R e G)hn_‘]f(X+.ih+ik) (7).
i=0 Jj=0

(n+m)

(h, ) n ok, (M

= d:gdgf(x)), y en virtud de (1) y de la linealidad de dh

f(x) = d of??odhodkéTzodkf(x) -

Demostracién.- d h

m

d(ﬁ+m)) . [ZE m_~( )km 1f(x+1xq _

(h,...,h k,...,k)

m
= ZE (- m i T) k f(x+ik) =
=0
m . .
=5 0" . T) K" (-1)“‘J (?) W f (x+ike jh) =
{0 J
m n "
= ( ) L= 1-J (7)hn'Jf(x+jh+ik). o
i=o j=0 J

El problema reciproco del anterior - obtener la funcién en tér-
minos cde sus diferencias - queda resuelto en (2), si hay una sola es-
cala, y en (6) si se trata de n escalas. Por la misma razbn esgrimida
anteriormente, nos planteamos de nuevo esta cuestidn para el caso de
dos escalas. .

La Prop. 2 sirve para reducir (5) al caso de dos escaias, y la

Prop. 3 se utilizar& para poder proceder por induccién en la Prop. 4.

Proposicibén 2.- Si h1="'=hn=h’ hn+1=k’ se tiene:

SRR (3)
h,...h, ...h, ...h_ .d
161 €ronci enel ! 1 il (h, yeseshy )
1 J 1 J

f(x) =

hkf(x), si j=0.

= n-j, .(J3) n n—j+l j) ) y
= (j)h kd(h,..-,k)f(x) - (j—J h (1), k)f(x), si 1¢j¢n.

(n+1) . ot = s

d(h,...,h,k)f(x)’ si j=n+1l.

Demostracién.- Si j=0, no hay que suprimir ningin factor del primer

‘miembro, por lo que el producto de las hi seré hl“'h L= h'%. Por
n+

otro lado, la diferencia de la funcién f es respecto de los factores

gliminados, luego seré de orden cero; esto es, f.
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Nos encontramos en el otro extremo, si j=n+i. Entonces se supri-

(n+1)

men todas las hi y solo aueda d(h,...,h,k)f(x)'

Si 1¢j¢n, se eliminan j de las n+l hi' Como las n primeras hi
son iguales a h, si las j suprimidas se encuentran entre estas, habré

n . n .
(1) maneras de elegirlas; y la suma de los (i) sumandos correspondien-

(3)

(h,...,h)f(x)' En cambio, si

tes, todos ellos ipuales, es (j)hn Jkd

se eliminan j-1 de entre las n primeras y la Gltima: hn+1=k' habré

(jnl) posibilidades de eleccién. La suma de los términos corresponcien

tes es entonces (,fl)h -(3- 1)d(Jg. 1) f(x).0O
J (h,9777h,k)
i 1 i .(n+l-i-j)

.. - f(x+nh+k) = s n_)hJ k~d f(x) (8)
Proposicién 3.- JZ=O (n-J Z;O (h( J)h k(l l)k)
Demostracién.- En virtud de (6), f(x+h. +...+h ) =
_— 1 n+1l

n+l ~ ~ N 3
=S :Ei PR ...hn+ld5g) T,
j=0 1€i < ,,.<i <n+l 1 J s SRR
1 J 1 J
y segin la Prop. 2:
n (3)
) ny, n-3 f(x) +
f(x+ﬁl+ +hn+1) = h kf(x) + gzi(j)h Kd(h’(q),h)
n

n n-j+1 .(3) (n+1)

£ S Q )h ¢y £ £(x) (9)

=iVt (n37 k) ", ) )

Llamando 1l=n+l-j, se tiene:

n . ) n
I RA LTI DARNS “?1 }; £(x),
T (h,3777h;k) 1=1 (0 h k)
y haciendo 1—n~j:

n n j i) n-1 (n-1)

k 5

Z (e = Z e T, e

Sustituyendo en la expresién (9), reordenando los sumandos y ope

rando, se tiene:
n

(n+1) 1 (n+1-1)
f(x+h. +...+h ) = + f(x) +
11 n+l (h )y, k) ;zé(“' ) {271y k)
- n (n-1) n
- (n_ﬁ" @ 1), TO0) + HKEG0) =

ARG d‘“zs,:iz PED ANA L NIERE

., h,k) sfever, )
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n 1
(n+1-i-1)
S Z k™ 2 T, oy, 70 ©
Proposicién 4.- f(x+nh+mk) =
m
(n+m-i-j)
= f(x) (10).
Jzo( ) Z( ) ({7 kK (ntily

Demostracidn.- Haremos la demostracidn por induccién sobre m.

Es obvio que (8) puede escribirse:

f(x+nh+k) = % n hjé(l)kid(n»rl -i-j) £(x)
o) = 2 (o0 2 G e ey, T

a5 hY k,...,k)
por lo cue (10) se cumple para m=1.
Acdmitamos que (1C) es cierta para m, y vamos a probarla para m+l.
Por definicién de diferencia de escala k, y en virtud de la hipé-
tesis de incduccién y de que las diferencias son [R-lineales,tenemos:

f(x+nh+(m+1)k) = f((x+nh+mk)+k) = dkf(x+nh+mk) + kf(x4+nh+mk) =

.Z (nr—lj)hj.z (mTi)kid(nw(L:j;i—j2m+l—i) fla) ¢

(h, 17000k, k)

n
3 m\. i+l (n+m-i-j)
T sl

Haciendo 1=i+1, se tiene:

2 /n jm+1 m 1 (n+m+1-1-j)
1 .
J-E_O(n‘j)h 12_ (m+l—l)'< d (n—i) (me1-1) f(x), por lo que:

(h,...,H K, .. k)
n
nJ (n+m+1-i-3j)
f(x+nh+(m+1)k :zi G}J) gié(m 1) (h(n_])h k(m+1 l)k)f(x) +
m+1
n j <:- m 1 (n+m+1-1-3) _

’ C“ )h ffl oe l)k d(h,....h AL )f(X) )
B n Jfm n+m+1 J
- % (o) (R)e s e T

" /n ) 4 - [ ( m i (n+m+l-i-j)
+ h k- d f(x) +

jg% n-j EE% ) m+l- 1)] (hE---zh k(m+l.l)k)

L n m+1 (n-w) .
+§( h()k L (1m9), f(x);

h,..v3h)

y teniendo en cuenta gue m) = | TE y i o
m m+1 m-1i m+1-1i

= (m+1)’ se tiene:

(i) - (5) -

0
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X
+

1) . (n+m+1-j)
f(x+nh+(m+1) Zi ( ) (m+ )d
foo\n-d RS rn=dly, el )y

n
< (n J m+1 (n+m+1-i-3j)
2l Zi('“l e, 1), T
2 /n ) J(m+1 m+1 . (n-3)
|h k' d f(x) =
E;vQ'J O) (h{073)h)

Donyg R el i (neme1-iog)
= Z (n_j)h‘ Z(m+l-i>k ¢ (n-3) (m+1-1) L

(h, 723,k TR)

TLACIONES A LAS QUE SE LLEGA SI SE ANULAN LAS DIFERENCIAS

Vamos a ver cbmo aquedan modificados los Gltimos resultados obte-
nidos si se anulan las cdiferencias primeras o las diferencias segundas

de dos escalas.

Proposicién 5.- Si dhf = 0, entonces f(x+nh+mk) = hf(xemk)  (11).

Demostracién.- Evidentemente,
(r+s) (r+s-1)
é f(x) = ¢ (d f(x)),
(h, {00 hox, 480 k) (i, (o) v h
(r+s)

luego si d f(x) = 0, también & f(x) = 0, r31, s30.
n (n, T2k, 50 1)

(n+m-i-j)

( (

As{ pues, @ . ;
n-— m=—1
(h,..??h,k,...?k)

x) = 0 si n-j31, esto es, si jen-1;

luego , de los n+l sumandos correspondientes a j=0,1,...,n de la expre

sién (10), sblo quedarfa el correspondiente a j=n. Por lo tanto:
m m
fn\, n m i (m=1i) n m i m-i
£(x+nh+mk) = (O)h ;Z_(m_i)k d (n-t), £(x) = h :Zs(;_i)k Lt JOVE
i=0 (k, k) i=
y este Gltimo miembro coincide con h f(x+mk), en virtud de (2).D0

Proposicién 6.- Si d(2) f(x) = 0, entonces:
(h,k)

f(x+nh+k) = hnf(x+k) + kf(x+nh) - hnkf(x) (12).

(2)
(h,k)

= d, f(x) = f(x+k) - kf(x), se tiene: dhg(x) = 0; y por (4):

g(x+nh) = i i( ) g(x+jh) = hng(x).

Demostracién.- Como d f(x) =4, (d f(x))) = dhg(x), siendo g(x) =

h' "k
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Pero g(x+nh) = dkf(x+nh) = f(x+nh+k) - kf(x+nh), luego:

f(x+nh+k) - kf(x+nh) = hn(f(x+k) - kf(x)).oO

Ei)k)f(x) = 0, entonces f(x+nh+mk) = hnf(x+mk) +
s .

+ kmf(x+nh) - hnkmf(x) (1

Proposicién 7.- Si d

w

\
).

Demostracién.- Lo probaremos por induccién sobre m.
La relacién (12) asegura que se cumple para m=1l. En la hipdtesis

de que se cumple para m, vamos a demostrarlo para m+l.

(2)

Como d(h k)f(x) = 0, cualquiera que sea x del dominio de defini-

2)

h’k)f(x+ml-<) = 0.

cibén de la funcibén f, también seré dE

Pero dgi) f(x+mk) = d (dkf(x+mk)) = dhg(x), siendo g(x) =

WK h

dkf(x+mk).
De (4) se deduce que la solucibn de dhg(x) = 0, es g(x+nh)=hng(x),

y como g(x) = dkf(x+mk) = f(x+(m+1)k) - kf(x+mk), g(x+nh) =

2
]
5
]
2
)
2
g
I
g
<]
5
5
2
£
5
i
H
2

= dkf(x+nh+mk) = f(x+nh+(m+1)k) - kf(x+nh+mk), resulta:

f(x+nh+(m+1)k) - kf(x+nh+mK) = hn(f(x+(m+l)k) - kf(x+mk)); esto es,

f(x+nh+(m+1)k) hnf(x+(m+1)k) + kf(x+nh+mk) - hnkf(x+mk).

Por Gltimo, en virtud de la hinbtesis de inducciébn:

i
H
E
2
3
s
E
£
£
g
E
2
9

f(x+nh+(m+1)k) = hnf(x+(m+l)k) + k(hnf(x+mk) + kmf(x+nh) - hnKmf(x))—

- hnkf(x+mk) = hnf(x+(m+l)k) + km+lf(x+nh) - hnkm+1f(x). D

(n+m)

) ok, (M) kg

r

hf =0y dsf = 0, entonces ¢

Proposicién 8.- Si d K f =0,

si nyr 6 m2s.

Demostracién.- Sean n=r+p, m=s+q; p,q;0. Se tiene:

(n+m) (p+m) ,.r
d f(x) = d (d,_ f(x)) = O,
h, ™)k, () (n, Pk, (9 k) P
(n+m) (n+qg) s
d f(x) = (d°f(x)) = 0. DO
(h, M)k, (M (™ nk, (9 k) K
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5. CASO PARTICULAR DE LAS SUCESIONES. APLICACIOMNES

Si h,k € I y f es una funcibén real de variable natural, escr

remos f(p) = yp, con lo gque se tendré la sucesién (y )

ibi-

P pdN’
) ) o 2
Entonces, las diferencias se definirén: dhyp = yp+h - hyp, ohyp e
—d (dy) =y = 2ny_ . + hoy_, a2} =6 (dy) = -
h'%nYp p+2h p+h p’ “(h,x)p T %n'%Yp’ T Ypih+k
- hyp+k - kyp+h + hxyp, etcs
Y en concreto, las relaciones (1), (2), (3), (4), (7), (10), (11)
y (13) se escribirén, respectivamente:
n ) .
n n-ifn), n-i
d = (-1) (.)h . .
hp & / i Yp+ih (17),
2 o(n\ n-i.i
yp+nh = Z(l) h ¢ vp (27,
1=0
r r=l n\. n-i i
dhyp - 2 yp+nh : (i)h dhyp (37),
1=0
el -l i-j(ny(i\, n-j
- 0 < (- = o [
SAAELE AN N Dl 14 1 i AR S ELo
i=0 1=3
(n+m) f% m\, m-i L n+m—-i-j[n\ n-j
a y =__(;)k' (-1) (.)h Yo7
(h,f??,h,k,éT?,k) P i=0 ' = d Prdiir st
ny\ js m i (n+m-i-j) ) .
y = Z(_.)h (,0)<ie' i oy (107),
i Y (i BTy g (m ol e
n -
dhyp =02 yp+nh+mk = h Y pamk (1179,
(2) n m n, m._ S
d(h,k)yp =0 9'yp+nh+mk =k yp+mk+k yp+r1h_h K ’p (137).

Aplicaciones.- La teorfa de las diferencias de dos escalas sirve para

resolver ciertos pares de ecuaciones en diferencias, asi como el estu-

dio de las diferencias de n escalas es (Gtil para la resoluciébn de

n

ecuaciones en diferencias de un determinado tipo. Como al aumentar el

nimero de escalas se complica considerablemente la notacién y el mane-

jo de las diferencias, nos limitaremos a las primeras, a las que hemos

dedicado este trabajo.

Se pueden resolver conjuntamente las dos ecuaciones:
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T . . s . .
r-ifr\ r-i s-1i[s)\, s-i
Zi (-1) (.)h Y ... =0, E (-1) (.)k y_ ... = 0.
<o i p+ih = i p+ik
En efecto, de (1°) se llega a que las ecuaciones anteriores pue-
den escribirse, respectivamente, d;yp = 0, diyp =ROR

Ahora bien, de ello se decduce que en la expresién (10°) las dife
rencias que aparecen en el segundo miembro serén nulas si n-j2r,
m-i2s; por lo gque sblo habré que considerar los sumandos correspon-
dientes a j»n-r, i>m-s. Se tiene, por tanto:

(nij)hj 1( m )kid(n+m -i-j)

y :
m—1i (n-j) (
aue nos proporciona las soluciones de las dos ecuaciones de partida.

p+nh+mk =

Yo
j=n-r+1 i=m_s+ (h {073,k (msi)yTp

En efecto, si m=0, resulta:

Jn- J
(n-1)h dh Tp?

que en virtud de (3°) coincicde con la solucidén de la primera ecuacién,

n

y -
Rt j=n-r+1

sin m&s que hacer i=n-j.

An&logamente, si n=0,

m s-1 -

i m-1 m\ m-j.i
v > ( )k ™ty o :5 ‘.)k aty
p+mx g S m-1 k P = 3 k' p

que es la solucién de la segunda ecuacién.

Ejemplo.- Resolver las dos ecuaciones en diferencias:

yp+3 - 3yp+2 *Syp+1 B yp = yp+4 - 4yp+2 + Ayp s
Es obvio que pueden escribirse: d:jyp =205 dgyp = 0, con lo que

estamos en el caso particular: h=1, k=2, r=3, s=2. Seré:

= n :?; m i (n+m-i-j)
yp+n+2m = jgg;ZC%d)i=m—l(m-i)2 & (n- J) (m-l) Yp =

(1,073 217105y P

L m ) i (m+2-1i) n| < i (m+1 i)
.12°d y_ + ) 2 y_ +
)i£§;1(“_1 (1,1,2{m1))7p (? 15221 (1, 25?.?22) P

’ (S)igégi(m 1)21d2—1yp ) (;)[(T)zm—l diizl,z)yp ( )2 o] Yp]+
) (?)[(T)Zm'lagizz)yp +(g)2md1yp] " (g)[(T)Qm_ldzyp " (E)Zmyp] .

Tras c&lculos elementales se llega a:

Ve ]
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m—2y .

m-2 m-1
=mn(n-1)2 yp+4+mn(2—n)2 yp+3+(n(—mn+2n—m—2)+2m)2 42

yp+n+2m
3mn m m-1
+(—E—(n—1)—2 n(n—m—2))yp+1+(n(—mn+n—m-3)—2(m—1))2 yp.

Si hacemos p=m=0, resulta: Y= EEZE y2+(2n—n2)y1+2—:gEig Yo (14).

Si hacemos p=n=0, se tiene: You = 2m_1(2(1—m)yo+my2) (15).

1

Y haciendo p=1, n=0: Yome1 = o= (2(l—m)y1+my3) (16).

Por otro lado, para resolver la primera ecuacién en diferencias

por el método habitual, se hallan las soluciones de la ecuacidn carac-
. 3 2
terf{stica: r -3r +3r-1 = 0, que resultan ser: r=1 (triple); por lo que
2

la solucién de la ecuacibn es ¥, = A + Bn + Cn .

Pera determinar las constantes A, B y C, se dan a n los valores
0, 1y 2, y se hallan A, By C en un sistema de tres ecuaciones y tres
—3 oty Y
incbégnitas, que resuelto tiene por soluciones:A:yO, B & —

2
Yo 2Y1*Y, —3Yt4Y7Y, Yor1%p 5
C = ———— . Asf{ Dpues, Y, = Yo *+ > n + > n,

5 es

la solucién de la primera ecuacién resuelta por el método habitual. Or

denada en Yor ¥is Yoo es inmediato comprobar que coincide con (14).
Asimismo, la ecuacibn caracteristica de la segunda ecuacidn es

4 2 . V’ 3

r -4r +4 = 0, de soluciones r=+f2, ambas dobles. La solucibn es, en

consecuencia, yn=(A+Bn)(fE)n+(C+Dn)(—V§5n=2n/2[(A+Bn)+(—l)n(C+Dn)l Dan

do a n los valores O, 1, 2 y 3, se obtiene un sistema que, una vez re-

8y ,+8V2y -2y, -4y -2V2y +2y,+/2y
suelto nos da: A = 16 , B = 16 ’
8y0-6V§y1+VEy3 8yo+6)f§yl—\/§yq
e — ' P=—1 —

As{ pues, después de operar se llega a que la solucién de la se-

gunda ecuacién, resuelta por los métodos habituales es:

7 = 2(n—8)/2

n (((8—4n)+(-1)n(8—4n))yo+(6{§—2(5n+(-1)n(-6 2+2V§n))y1+
+(2n+(-1)"2n)y + (V2 2n+ (-1) " (V2-V2n) )y ) .

0 bien, haciendo n=2m y operando, se obtienen los términos pares:

y2m=2m-1(2(1—m)yo+my2), que coincide con (15); y haciendo n=2m+l y asi

mismo operando: y —pim=1

(2(1-m)y +my ), que es igual a (16).
2m+1 1 3
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Nétese que también podrfian haberse resuelto las dos ecuaciones
por separado segiin (4°), como se indica a continuacién.

La primera es diyp:O, luego la solucidn es:

Yp+n~ ;Z- :Z U _J(')(J)YD+J

Desarrollando el qegunoo miembro y haciendo p=0, se llega de nue

vo a (14).

An&logamente, la segunda ecuacibn es diyp:O, cuya solucién es:

i-j m-j
“0+2m Zz Zi( 1) ( )( )2 yp+2j'

j=0 i=j

Desarrollando el segundo miembro, se tiene: y -2m_1(2(1—m)yp+

p+2m

+my ), vy haciendo p=0 y p=1 se obtienen de nuevo, respectivamente,

p+2
(15) y (18).
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SOBRE EL OPERADOR DE HARDY-LITTLEWOO_D REITERADO

por

M. Delgado Pineda y P. Jiménez Guerra

Abstract

The iterated Hardy-Littlewood operator is introduced and estudied,
characterising the integrability of de maximal function of order peN of
real measurable function defined on R".

Como es bien sabido, al actuar el operador maximal de Hardy-Littlewood
sobre una funcién medible f:R"—— R se obtiene una nueva funcién
denominada funcién maximal, f, tal que

£'(x) = sup | WIQT [ 1f®] dts QeB )

para cada xeR", siendo Q un elemento de la base de diferenciacién B(x), que
en este trabajo consideraremos consmmda por todos los cubos de lados
paralelos a los ejes coordenados de R", y |Q| la medida de Lebesgue de Q.

Si esta funcién maximal f'es finita para algin x€R" entonces la
funcién f es localmente integrable. Las acolacmnes tanto superior como
inferior, de la medida del conjunto de puntos de R" en los que la funcién
maximal toma un valor mayor que una constante determinada, son de gran
utilidad en el desarrollo de la teoria.

En [4] se muestra la existencia de dichas cotas en el caso de
considerar funciones integrables, estableciendose en este trabajo un
resultado similar para funciones medibles [2] cuya utilidad es patente a lo
largo de todo el trabajo, permmendo entre otras cuestiones probar una
caracterizacién del espacio L(1+log'L)(R") mediante el operador maximal,
que extiende a la dada en [4].

Posteriormente, se estudia la actuacién del operador maximal de
Hardy-Littlewood sobre funciones maximales, estudiandose las propiedades
integrales de estas funciones, de esta forma se introducen las funciones
maximales de orden k de funciones medibles y se prueba la integrabilidad de
una funcién maximal de un cierto orden a partir de la integrabilidad de una
funcién maximal de un orden mayor, y una -caracterizacién de la
integrabilidad de la funcién maximal reiterada de un cierto orden p, a

partir de la integrabilidad de la funcién |f| [log —I—g] Como consecuencia

se obtiene que si una funcién f:R" — R es integrable entonces

J*p* fP()dt < o si, y sélo si feL(1+log'L)’R"), que en el caso
f5>1
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