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Resumen El Teorema Fundamental del Célculo tal y como lmooemos actualmente es el
resultado de una larga evolucion de ideas. Su rigeremonta al siglo XVII con la
observacién de la relacion que existe entre loblpnoas de cuadraturas y tangentes.
Entre los personajes que se percataron de dicheidGeldestaca el matematico inglés
Isaac Barrow. En el presente articulo se discute denlos resultados de Barrow que
puede considerarse como una version preliminar Téglrema Fundamental en un
contexto geométrico.
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Abstract The Fundamental Theorem of Calculus, as we knoteday, is the result of a long
evolution of ideas. It dates back to the seventeeentury with the observation of the
relationship between problems of quadratures angetats. Among the characters who
noticed this relationship highlights the English theamatician Isaac Barrow. In this
article we discuss one of the results of Barrowochlhdan be considered as a preliminary
version of the Fundamental Theorem in a geometmtaxt.
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1. Introduccion

El Caélculo es considerado, junto con la Geometrieg de las creaciones mas importantes
dentro de las mateméticas (Kline, 1972, p.342). Eweado, bésicamente, para tratar los cuatro
principales problemas planteados durante los silosl XVII, algunos de los cuales ya habian sido
abordados por los griegos en la antigiiedad. Elgrdrde estos problemas era, dada la formula para la
distancia recorrida por un cuerpo como funcion tehpo, encontrar la velocidad y aceleracion
instantanea; inversamente, dada la formula paaedkeracion como una funcién del tiempo, encontrar
la velocidad y la distancia recorrida. En el segqupabblema se buscaba la tangente a una curva dada
en un punto dadgfoblema de las tangenteg)en el tercero los valores maximos y minimos e u
funcion. Por ultimo, el cuarto problema era enangl area y el volumen acotados por curvas y
superficies, respectivamenig@blema de las cuadraturas

Los problemas antes mencionados fueron abordadogramente, como casos aislados por
muchos cientificos y matematicos entre los siglgsyXXVIl. Todas sus contribuciones fueron la base
para el trabajo que posteriormente desarrolladammanera independiente, dos grandes personajes: el
fisico, astronomo y matematico inglés Sir Isaac fdew(1642-1727) y el abogado, filésofo y
matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (1648L6).
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Newton y Leibniz abordaron los cuatro principalesbfemas pero basados en dos conceptos
generales, conocidos actualmente como Derivadategral (Grabiner, 1983, p. 199). Su mayor
contribucién dentro del Célculo fue el hecho deehaleconocido con claridad la relacion que existe
entre los problemas de cuadraturas y tangentes,garesjemplo un problema de cuadraturas se podia
reducir a un problema de encontrar una curva qua tena cierta regla de tangencia y también ebtraz
de una tangente a curva en un punto se podia redymioblema de una cuadratura. Posteriormente,
lo anterior se tradujo en lo que conocemos actu#kneomo relaciones de reciprocidad entre los
procesos de Integracion y Diferenciacion, lo custblelece el Teorema Fundamental del Célculo
(TFC). Es por esta razén que este teorema suélriiede a estos dos grandes matematicos. Sin
embargo, ellos no fueron los primeros ni los UneEogpercatarse de la relacion entre los problemas d
cuadraturas y tangentes, tampoco enunciaron nblesteron el TFC tal y como lo conocemos
actualmente.

Entre los cientificos que se percataron de la i@aentre los problemas de cuadraturas y
tangentes, previo a Newton y Leibniz, podemos dastal matematico inglés Isaac Barrow (1630-
1677). En este articulo, se presenta un resultadBadrow el cual puede interpretarse como una
version preliminar del TFC en un contexto geométric

2. Version geométrica del TFC de Isaac Barrow

Isaac Barrow fue un tedlogo y matematico inglémjuestaca por sus contribuciones para el
desarrollo del Célculo moderno. Ademas, Barrow ies loonocido por ser uno de los primeros en
reconocer la relacion que existe entre los prolded® cuadraturas y tangentes (que en términos
modernos se refiere a la integracion y diferenéiaciomo procesos inversos), pero sobre todo por ser
de los primeros en dar una demostracion rigurobdd (1916, p. 124).

En 1669 Barrow public6 sutectiones GeometricaélLecciones Geométricas) en donde
establecio, entre otras cosas, métodos para ttamgentes a curvas. En la Leccion X, se puede
encontrar la siguiente proposicion:

11. Sea ZGE una curva cuyo eje es VD y considerdasosrdenadas (VZ,
PG y DE) perpendiculares a este eje y continuamemrgeiendo desde la
ordenada inicial VZ (Figura 1); también sea VIF unava tal que si una
linea recta EDF es trazada perpendicular al ejeddftando a las curvas en
los puntos E, F y VD en D, el rectangulo determinpdr DF y una longitud
dada R es igual al espacio V DEZ; también sea DE = R : DT, y unimos
[T y F]. Entonces TF cortara a la curva VIF.

Tomemos un punto | en la curva VIF (primero debl&dhacia V) y, a través
de él, tracemos IG paralelo a VZ y IL paralelo &)cortando a las lineas
dadas como se muestra en la figura; entonces,LKF= DF : DT = DE : R,
es decir R x LF = LK x DE. Pero de la naturalezdadelineas DF y LK se
tiene R x LF = area(P DEG) por tanto se tiene gKiexIDE = area(PDEG)
< DP x DE, por lo tanto se tiene LK < DP < LI. Drha analoga, si el punto
| se toma del otro lado de F, se haria la mismatoaccion de antes y se
puede facilmente demostrar LK > DP > LI. De donse@mpletamente claro
que toda linea TKF permanece en o debajo de laacui¥. Resultados
analogos se obtienen si las ordenadas VZ, PG y &iffeden en forma
continua, la misma conclusion se obtiene medianteangumento similar;
s6lo una particularidad ocurre, a saber; en este, @ contrario que en el
otro, la curva VIF es céncava respecto al eje VBr(@w, 1735, p. 167).
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Figura 1. Diagrama de Barrow

La proposicién anterior establece que para traparracta tangente a una curva, ésta Ultima
debe estar relacionada con la cuadratura de atva.daste resultado ha sido reconocido por diversos
historiadores de las matematicas como una versgiiminar del Teorema Fundamental del Calculo.
Mas adelante se hablara con mas detalle al respectoel momento, continuemos analizando la
proposicion de Barrow y su demostracion considerahdontexto matematico del siglo XVII. Por tal
motivo, a continuacion se presenta una construaggé@métrica para trazar una recta tangente a una
curva con ayuda del software Geogebra.

Construccion geométrica: Trazo de una tangente aaururva segln Barrow

Sea el eje horizontal la recta que pasa por lotopuky B (Figura 2). Sean una curva continua
y crecienté definida sobre el segmento AB. Sea C un puntd sagmento AB y tracemos las rectas
perpendiculares que pasan por los puntos A y Gzuakes cortan a la curvaen los puntos E y D,
respectivamente.

Ahora, sea F el punto sobre la recta CD que cutapkiguiente: El area ACDE es igual al
rectangulo determinado por el segmento CF y ungitiosh constant&®. Es decir,

Area(ACDE) = CF »h

! Barrow considera una curva continua y crecientecceenmuestra en la Figura 2, debido a que enlel Xl
no se consideraban aun magnitudes negativas beje.el

Z Barrow utiliza la longitud constantepara poder igualar el area ACDE a la del rectandaterminado por CF
y h. En el siglo XVII, se buscaba igualar el area da figura geométrica al area de una figura mas i
calcular como un cuadrado. En este caso Barroizaitin rectangulo.
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Figura 2. Curva continua y crecienta definida en el segmento AB.

Si movemos el punto C, podemos observar que el lygamétrico del punto F determina una
nueva curvan, definida en el segmento AB (Figuras 3).

Ahora, sea G un punto entre Ay C tal que: DC/G#GC’® (Figura 3).

Figura 3. Curvan definida por el punto C / Punto G definido entre puntos Ay C.

Entonces, la recta que pasa por los puntos F ytéhgente a la curvaen F (Figura 4).

® En este punto Barrow utiliza la longitud constamfgara poder establecer la igualdad entre las razZd@#CF
y h/GC, ya que en su época una raatindebia ser igualada a otra razén.
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Figura 4. Punto G definido entre los puntos Ay C

La construccion anterior se realizé con el progrdmgeometria dinamica Geogebra, basada en
la proposicion 11 de Barrow. Con base en esta amesbn, se puede inferir que Barrow consideré
movimiento del punto C, aunque nunca lo mencionaaeera explicita pues, como vimos al inicio de
la seccion, él presenta dicha proposicion en tésile una construccion estatica.

Por otra parte, la proposicion de Barrow destatéddea que se relaciona la cuadratura de una
curva con el problema de trazar de una tangente@awarva que cumple con ciertas caracteristicas. E

este caso, la recta tangente se considera entiglesgriego, como una recta que toca a la curvaren
solo punto. Barrow demostré esto Ultimo en un cdantgeomeétrico.

Demostracién geométrica de Barrow
Como se muestra en la Figura 5, sea | un punt@eurvan (entre Ay F); sean IJ y IL
segmentos perpendiculares a CF y AB, respectivangnsea C’ el punto de interseccion de los
segmentos IL y AB. Entonces
FJ/KJ = CF/GC = DO
porque DC/CF #/GC (establecido previamente). De la expresionriamiese obtiene

hxFJ=KJxDC.

Ahora, considerando que CFhx= Area(ACDE) y IC’ x h = Area(AC'LE), se puedstablecer lo
siguiente

FJ xh = (CF-IC") xh = CF x h- IC’ xh = Area(ACDE) - Area(AC'LE).
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Figura 5. Trazos auxiliares para la demostracion geométecBatrow.
Por lo tanto, se tiene que Fhx Area(C’CDL). De esta manera, dado que
hx FJ=KJx DCyFJh=Area(C’CDL),
entonces
KJ x DC = Area(C’'CDL) < C'CxDC.
Es decir, KJ < C'C = 1J. De forma anéloga, si ehtpul se toma del otro lado de F, se puede
hacer la misma construccion de antes para demagteaKJ > C'C = |J. En cualquier caso, la recta

que pasa por los puntos G y F permanece debaja derVan. Es decir, la recta que pasa por los
puntos G y F es tangente a la cumnan el punto F.

3. Relacién entre el resultado de Barrow y el Teorea Fundamental del Calculo

El resultado de Barrow, presentado en la seccierian resulta de gran relevancia debido al
hecho de que relaciona el problema de tangentesla®cuadraturas. Esto podria interpretarse como
una version geométrica del Teorema Fundament&aello actual.

Para precisar lo anterior, sehh una funcién continua y creciente definida en ueriralo
[a, b] . Definamos la curva continua que describe el aceianulada con la expresion
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Consideremos los punto§:(x, F(x)) y E:(x, f (x)) y seaF=(0,x— XF) el punto en el

intervalda, ¥| tal que:

X0 e o
XE

donde XD y XE son iguales B (x) y f(X), respectivamente (ver Figura 6). Entonces, larque
pasa por los puntos D y F es tangente a la cBrva

50

F(x) = -/: f(t)dt

30 1

204

104

Figura 6. Version moderna del resultado de Barrow.

De esta forma, la relacion con el Teorema Fundamhelel Calculo es clara ya que se ve facilmente
que la pendiente de la recta tangente construiga®sXD/ XF, esto esm= f(x) por la expresion

(2). Escribiendo entonces que
F () :j f(t) dt

y teniendo en cuenta qua= F'( x), la proposicién de Barrow nos dice gié(x) = f (X), esto es
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: (

dx

lo cual sita el resultado original de Barrow como precedente del Teorema Fundamental del
Célculo.

j:f(t)dt)= f(x),

Es importante resaltar el hecho de que Barrow z@alina demostracion geométrica y no
analitica, sin embargo esto no es un demérito solatb de su trabajo, la demostracion que presenta
es valida y rigurosa en el sentido de la geom&udidiana. Es aqui donde destaca su contribudiéon a
respecto del Teorema Fundamental, por la claridadgnsién de su pensamiento.

4. Comentarios finales

El Teorema Fundamental del Calculo tal y como Ioocemos actualmente es el resultado de
una larga evolucién de ideas. Ha sido refinadolidpwde tal manera que se puede considerar en el
contexto de funciones generales. Asimismo, praticde se ha divorciado de contexto original, es
decir, como una relacion entre problemas de cua@dsly tangentes (Bressoud, 2011, p. 109). Desde
un punto de vista didactico, no es necesario ptasesh Teorema Fundamental en los cursos de
Célculo tal y como se dio originalmente, pero uisawsion acerca de su origen y desarrollo puede ser
provechosa para comprender las relaciones qudexstaticho teorema.
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