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En 1949 Paul Erdos y Atle Selberg sorprendieron a la comunidad matemaéti-
ca con una nueva demostracion del teorema de los niimeros primos en la que,
por primera vez, s0lo se habian utilizado argumentos de naturaleza elemental.

TEOREMA (niimeros primos). El niimero de primos menores o iguales que X,
7t (x), satisface la relacion asintotica

X
T (x)~ T

El teorema habia sido probado 50 afos antes por J. Hadamard y C. De la
Vallée Poussin. Pero aquella demostracion, y otras simplificaciones posteriores
se habian apoyado en la poderosa maquinaria de la teoria de funciones de
variable compleja que se habia estado desarrollando durante la segunda mitad
del Siglo XIX. Debemos remontarnos a los albores de las mateméticas y reco-
rrer la historia de los nimeros primos para saborear el gran acontecimiento
que supuso esta nueva demostracion, de caracter elemental, que evitaba la uti-

lizacion de todo tipo de técnicas analiticas.

Los origenes

El teorema fundamental de la aritmética afirma que todos los enteros mayo-
res que 1, se pueden expresar como producto de niimeros primos y de manera
Unica, salvo por el orden de los factores. Son, por lo tanto, los objetos mas rele-
vantes de los nimeros enteros, siendo ademas los responsables de las propie-
dades aritméticas de éstos. La prueba de este resultado, que ya era conocido
por los pitagoricos, aparece en el libro IX de los Elementos de Euclides.

(Cuando se acaba la lista de los nimeros primos, 2, 3, 5, 7, 11, 13, ..?
Euclides argumenté que si hubiera un ndmero finito de nimeros primos,
P Po ..., Pp €ntonces el nimero N = p;, py, ..., pp + 1, no podria ser divisible por
ninguno de estos primos; es decir por ningin primo, contradiciendo por tanto
el teorema fundamental de la aritmética.

TeoreMA (Euclides). Existen infinitos nimeros primos.

Los nimeros primos van apareciendo de una manera muy erratica, pero
cada vez con menor frecuencia, en la sucesién de los nameros enteros. El teo-
rema de Euclides nos asegura que hay infinitos nimeros primos. Pero, ;cémo
de numerosos son?, ;cudntos niimeros primos hay menores que x?

El gran matematico Leonhard Euler (1707-1783) encontr6 una identidad
maravillosa que relacionaba los niimeros primos con los niimeros enteros:
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Z—=H(1- ——) , para todo s >1.
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n=1 ns p

Es facil convencerse de la validez de esta identidad. Cada uno de los facto-

res del producto es igual a
1 1 1

1+ > + o5 + o

y al multiplicar en todos los primos obtenemos una suma infinita de fracciones

donde los denominadores son producto de primos o potencias de primos ele-

vados a s. El teorema fundamental de la aritmética nos asegura que aparecen
todos los nimeros naturales y solamente una vez cada uno.

4 oeeey

Si se toman logaritmos en la identidad y hacemos tender s — 1, la parte de
la izquierda tiende a infinito y la parte de la derecha tiende, salvo por un tér-
mino finito, a la suma de los inversos de los primos. De esta manera, Euler
demostré uno de los muchos teorema que llevan su nombre.

TeoreMA (Euler).
La suma de los inversos de los primos es infinita.

En particular, como ya se sabia desde Euclides, el teorema de Euler implica
la existencia de infinitos niimeros primos. Pero también implicaba algo més: los
primos tienen que ser bastante numerosos para que la suma diverja. Legendre,
en 1798, fue el primero en conjeturar que T (x), el nimero de primos menores
que x, debfa aproximarse asintoticamente aﬁ- Por las mismas fechas, K. F.
Gauss, utilizando una inmensa tabla de ndmeros primos que él mismo habia
construido, observé que la densidad de los primos en un entorno de n era
aproximadamente 101? , por lo que el niimero de primos menores que x
deberia ser,

X dt X
Lo L logt log x

Tuvieron que pasar muchos afios hasta que, en 1850, Chebyshev consiguie-
ra demostrar, con un ingenioso argumento combinatorio, que de hecho ese es
el orden de magnitud de los primos menores que x.

TeoremMA (Chebyshev). Existen dos constantes positivas c < 1 < C, tales que
X X
€ Togx <m(x) < Cm , para todo x > 2.
No se confiaba, sin embargo, en que este tipo de argumentos combinatorios

se pudieran afinar tanto como para poder demostrar el teorema de los niime-
ros primos.

La demostracién analitica

Bernhard Riemann (1826-1866), extraordinario matemético que habia brilla-
do con luz propia en otras disciplinas de las matematicas, dej6é también su hue-
lla en la teoria de ntimeros. Para su ingreso en la Real Academia de Berlin, en
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1860, redact6 una famosa memoria de ocho paginas en la que sentaba las bases
de lo que unos anos mas tarde concluiria con la demostracioén del teorema de
los nimeros primos. La idea de Riemann fue, siguiendo los pasos de Euler,
conectar el estudio de la funcién n(x) con el de la funcién

&
qORPRE S

pero considerada, a partir de ahora, como una funcion de variable compleja. La
derivada logaritmica de la identidad de Euler se traduce en la identidad

$AMW ')
N 4}

donde

A(n) = | logp, sin= pRk. p primo
0 en ofro caso

Por otra parte no es dificil comprobar que el teorema de los nimeros pri-
mos es equivalente al enunciado que afirma que

‘I’(x)=§ A(n)~x

La estrategia de Riemann consisti6 en tratar de obtener informacién sobre
¥ (x) a partir de las propiedades de la funcién { (s). La funciéon zeta de
Riemann, como se conoce a esta funcién, tiene un tnico polo simple que es
s = Iy se puede extender de forma analitica a todo el plano complejo. La loca-
lizacion de sus ceros en la denominada banda critica, 0 < Re (s) < I, esta estre-
chamente ligada a la distribucién de los nimeros primos. Riemann conjeturd
que todos los ceros en esa banda estaban sobre la recta Re (s) = —;— . Esta famo-
sa conjetura es conocida como la hip6tesis de Riemann y es uno de los retos
maés dificiles a los que se enfrentaran los matematicos del siglo XXI.

El ulterior desarrollo de la teoria de funciones de variable compleja, moti-
vado entre otras razones por el trabajo de Riemann, dio lugar a que en 1896 el
francés Jaques Hadamard y el belga Charles de la Vallée Poussin, de manera
independiente, consiguieran justificar todos los detalles del esbozo de demos-
tracion que Riemann habia plasmado en su memoria y demostrar, por fin, el
resultado més deseado de la teoria de niimeros: El teorema de los niimeros pri-
mos.

En aquellos momentos parecia todavia méas dificil que los métodos elemen-
tales pudieran sustituir a toda la maquinaria analitica que se habia necesitado
para probar el teorema.

La demostracion elemental

Tuvo que pasar medio siglo hasta que Paul Erdos y Atle Selberg, dos mate-
maticos que habian sobresalido por su dominio de los métodos elementales,
aunasen sus esfuerzos y lograsen una demostracién completamente elemental
del teorema de los nimeros primos. Por razones que més tarde se comprende-
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réan, es preferible contar la historia insertando frases textuales de cada uno de
ellos. Segtin Erdos:

El punto inicial de la demostracién elemental del teorema de los niimeros primos fue
la formula fundamental de Selberg, para la cual encontré una ingeniosa demostra-
cién elemental:

pEJ‘,( (log p)? +p;xlog plogg=xlogx+ O (x).

La identidad de Selberg se deducia facilmente del teorema de los niimeros
primos y era, en un cierto sentido, cercana al teorema. Pero ya que Selberg
habia encontrado una demostracién elemental de dicha identidad que evitaba
el teorema del niimero primo, cabia la esperanza de ir en el otro sentido utili-
zando solamente métodos elementales. Paul Erdés fue quien intuyo6 esta posi-
bilidad y dio un paso decisivo en esa direccion. Segin Selberg:

La demostracion original se basé en el siguiente resultado de Erdos: para todo 6 > 0,
existe un K(8) > 0 tal que si x es suficientemente grande, entonces hay méas de
K(©) primos en el intervalo (x, x + 8x).

X
log x

Este resultado, que Erdos habia deducido a partir de la identidad de
Selberg, les permiti6 a ambos y de manera independiente (segin afirma
Selberg), concluir con la demostracién elemental del teorema de los nimeros
primos.

Siempre ha existido una sombra que ha rodeado a tan notable descubri-
miento. Si bien la demostracién habia sido completamente “elemental”, la cola-
boracion entre ambos no dej6 de ser “compleja”. Entre Erdds y Selberg hubo
intercambio de ideas, y parece ser que la primera intencién fue publicar el
resultado conjuntamente. No esté claro qué ocurrié para que al final publica-
sen dos articulos por separado, aunque parece que tuvo que ver con ello el
hecho de que Selberg consiguiera una demostracién que prescindia del paso
intermedio dado por Erdos.

Sea como fuere, este desagradable incidente, que les distancié para siem-
pre, no debe empanar la impresionante trayectoria matematica de ambos.

Paul Erdds (1913-1996), hiingaro, ha sido, con méas de 1600 articulos, el
segundo matemético mas prolifico de todos los tiempos, solamente superado
por Euler. Colaboré con 460 matematicos diferentes. Su habilidad con los méto-
dos elementales, combinatorios y probabilisticos impulsé muchas areas de la
teoria de niimeros y de la combinatoria.

Atle Selberg (1917-), noruego, es uno de los mas grandes matemaéticos de
este siglo. En 1950 le fue concedida la medalla Fields por sus trabajos sobre los
métodos de criba y sobre los ceros de la funcion zeta de Riemann.
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