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Resumen Este trabajo se propone identificar y caracteriaarmateriales didacticos concretos cjue
pueden utilizarse en la ensefianza de los contemgjdométricos en primer afio de la
Educacion Secundaria. Ademas, interesa reconosdralailidades geométricas que tales
materiales permiten desarrollar al ser aplicadoa. ihvestigacién se fundamenta
tedricamente en las ideas que sustenta la EducMad@ematica Realista. Mediante un
enfoque cualitativo de alcance exploratorio-desiedp se distinguen siete grandes grupos
de materiales: modelos fijos 2D y 3D, rompecabagmmétricos, tangram, geoplario,
transformaciones dinamicas, origami o papirofleglgetos del entorno real. Los mismos,
dependiendo de la intencionalidad didactica, feseme el desarrollo de variadias
habilidades geométricas. Sobre esto, se presejetaples de actividades.

Palabras clave Materiales didacticos concretos — Habilidades géocas — Geometria — Educacion
Secundaria — Educacién Matemética Realista.

Abstract This paper intends to identify and characterizeadiidal concrete materials that can be
used in the teaching of geometrical content int firsar of Secondary Education. In
addition, to recognize the geometrical skills thath materials can develop to be applied.
Research is theoretically based on the ideas ofRibalistic Mathematics Education.
Through a qualitative approach of an exploratoryediptive scope, seven large groups of
materials are distinguished: 2D and 3D fixed mqgdegklsometrical puzzles, tangrain,
geoboard, dynamical transformations, origami, disjef the real environment. The:e
ones, depending on the didactical intention, faterdevelopment of varied geometrical
skills. About this, some examples of tasks aregesl.

Keywords Didactical concrete materials — Geometrical skillSeometry — Secondary Educatiori —
Realistic Mathematics Education.

1. Planteamiento del problema

De todas las ramas de la Matemaética, la Geomedrisna de las mas intuitivas, concretas y
ligadas a la realidad que conocemos. Por ellocefraumerosas posibilidades para experimentar,
mediante materiales adecuados, sus métodos, coacpptpiedades y problemas. En la actualidad se
conoce que existen muchos materiales que puedeleansg en el trabajo de aula. Algunos de ellos
han sido disefiados especificamente para estudiamé&da y otros pueden ser adaptados para
utilizarse en su ensefianza. Sin embargo, son posaiocentes que estan al tanto de ello o que se
animan a aplicarlos en sus clases. En muchas aeasiesto se debe al desconocimiento tanto del
manejo de este tipo de herramientas como de laguojdades que brinda su utilizacion. Estas
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oportunidades estan asociadas al enorme potengdienen los materiales didacticos concretos en el
desarrollo de habilidades geométricas. Por lo faeste trabajo tiene como propdsito hacer un
recorrido general sobre la oferta de materialestexies en el mercado y sobre aquellos que, sin ser
comercializados, pueden realizar importantes apauando se los utiliza en las clases de Geometria
de la Educacion Secundaria. Ademas, este trabegotanidentificar las habilidades geométricas que
desarrolla la utilizacion de cada uno de elloseBie modo es posible reconocer el potencial ditacti
de los mismos para asi propiciar una difusion foretgada de ellos.

En este marco de ideas, surgen los siguientesragtertes: ¢Cuéles son los materiales
didacticos concretos que se pueden utilizar paegasafianza de los contenidos geométricos en 1° Afio
de la Educacién Secundaria (alumnos de 13 afioslad)® ¢ Qué habilidades geométricas permite
desarrollar la utilizacion de estos materiales?

2. Marco tedrico

Este trabajo se enmarca dentro dedaiente did4ctica de la escuela de Hans Freudenthal
(1905-1990), desarrollada en Holanda desde fineloslafios sesenta y conocida como Educacion
Matemética Realista (EMR). Esta corriente le asegiaa importancia al uso de situaciones realistas,
entendidas como razonables, realizables o imagisabh forma concreta. Concibe a la Matematica
escolar como un conjunto de actividades progrespvesaflexivas de simbolizacion, modelizacion,
esquematizacion y algebrizacion, guiadas por uerteccapaz de anticipar, organizar didacticamente
y facilitar estas trayectorias de aprendizaje. @bwbjeto de preservar el sentido de la actividad
matematica, se insiste en que desde la ensefianmargenga accesible el camino de retorno a las
situaciones y contextos que sirvieron de fuentmsigiracion para dicha actividad. De esta manéra, e
foco de atencion en la Educacion Mateméatica n@ éddtematica como un sistema cerrado, sino la
actividad, el proceso de matematizacion.

La EMR refleja un determinado punto de vista sobre la Matea como asignatura, sobre
como la aprenden los estudiantes y sobre cémo idebemsefiarla los docentes. Es posible
caracterizar esta perspectiva en términos de smisigos donde cada uno refleja una parte de la
identidad de la EMRVan Den Heuvel-Panhuizen, 2008):

Principio de actividad. Los alumnos aprenden Mat@adhaciendo y son tratados como
participantes activos en el proceso educativo, @oddsarrollan toda clase de herramientas y
discernimientos matematicos por si mismos.

Principio de realidad. Resulta fundamental el usocdntextos y situaciones realistas, en el
sentido de realizables o imaginables, no sélo cdaminio de aplicacién, sino también y sobre todo
como punto de partida para la matematizacion.

Principio de niveles. Al aprender Matematica lotudisntes pasan por diversos niveles de
comprension: capacidad para inventar solucionesrritdles relacionadas con un contexto (nivel
situacional), creacion de diversos niveles de atgjesquematizaciones (nivel referencial), deBarro
mediante la exploracion, reflexion y generalizadgi@nlas esquematizaciones, superando la referencia
al contexto (nivel general), adquisicion de una pansion de los principios subyacentes y el
discernimiento de relaciones mas amplias (nivemédy. La génesis y el desarrollo de modelos
matematicos a partir de la organizacién de sitmsSaealistas cumplen la funcion de puentes entre
los distintos niveles (de informales a formales)rdgematizacion.
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Principio de reinvencion guiada. Se trata de urcgso de aprendizaje por medio del cual el
conocimiento matematico formal en si mismo puederseonstruido. La Educacion Matematica,
mediante los profesores, debe dar a los estudiantesportunidad de re-inventar la Matematica.

Principio de interrelacion. Resolver problemas aletexto rico suele involucrar la aplicacion de
una amplia variedad de herramientas matematicaduérie interrelacién de los distintos ejes y
unidades curriculares da una mayor coherenciaemdafianza desde la EMR y posibilita distintos
modos de matematizar las situaciones.

Principio de interaccion. Se considera al aprefelize la Matematica como una actividad
social, donde los estudiantes dan a conocer, upties sus estrategias e inventos. Al escuchguédo
otros averiguan y comentar estos hallazgos, legliesttes nutren sus ideas y mejoran sus estrategias
La interaccion lleva a la reflexion de los alumrfaspreciendo asi una comprension méas profunda.

En relacion con el objeto de estudio de este toalfapudenthal (1973, citado por Villarroya,
1994), citando a J. J. Sylvester (s.f.), decia:

La Geometria s6lo puede tener sentido si exploteelscion con el espacio
vivenciado. Si el educador elude este deber, demperuna ocasion

irrecuperable. La Geometria es una de las mejgregumidades que existen
para aprender a matematizar la realidad. Es unsidwcalinica para hacer
descubrimientos. Los descubrimientos realizados pw mismo, con las

propias manos y con los propios 0jos, son mas noaxtes y sorprendentes.
Hasta que de alguna forma se puede prescindifag &s figuras espaciales
son una guia indispensable para la investigacigérdgscubrimiento (p. 95).

En este estudio se adhiere a esta postura en caaute la manipulacién dinamica de objetos
concretos permite hacer descubrimientos geométpeogios y construir mentalmente los objetos
matematicos correspondientes, poniendo en juegsterproceso diversas habilidades geométricas.

De acuerdo a lo expresado erDetefio Curricular Jurisdiccional (DCJ) de la provincia de
Santa Fe en relacion al estudio y enseflanza deetan@ria, se recomienda su renovacion y
revalorizacion en los distintos niveles educatigdiisterio de Educacion de la provincia de Santa
Fe, 1999). En el 1° Afo de la Educacion Secundseiaequiere desarrollar las ideas de formas
geométricas y favorecer al maximo la intuicion eggdaapuntando hacia una imaginacion de formas
espaciales originales que trascienda la mera fatewidn de figuras y cuerpos regulares.

Lo anterior se pretende lograr a través del redomiento, la produccion, el andlisis y la
construccion de figuras y cuerpos geométricos, aegiiando en base a propiedades, en situaciones
problematicas que requieran: determinar puntos agumeplan condiciones referidas a distancias y
construir circunferencias, circulos, mediatricesigectrices como lugares geométricos; explorar
diferentes construcciones de triAngulos y argumestthre condiciones necesarias y suficientes para
Su congruencia; construir poligonos utilizando aegb graduada y compds, a partir de diferentes
informaciones, y justificar los procedimientos iatidlos en base a datos o propiedades de las figuras
formular conjeturas sobre las relaciones entrentlist tipos de angulos a partir de propiedades del
paralelogramo y producir argumentos que permitdicdlaridas (opuestos por el vértice, adyacentes y
los determinados por dos rectas paralelas corfaolasina transversal); analizar afirmaciones sobre
propiedades de las figuras y argumentar su vali@ennociendo los limites de las pruebas empiricas.

A fin de organizar el tratamiento de los contenidoaceptuales citados en el documento de
referencia mediante el uso de materiales didactionsretos, se consideran los siguientes: Posiione
entre rectas y planos; Sistemas de referencias lpanbicacion de puntos en el plano; Cuerpos
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poliedros; Cuerpos redondos; Angulos; Lugares gawmé -Circunferencia y circulo, Mediatriz y
bisectriz, Alturas y medianas-; Poligonos; Transfziones; Teorema de Thales; Semejanza.

A la ensefianza de la Geometria se puede accede@oporertientes: l6gica-racional, la cual
define a la Geometria como una teoria axiomatica s@& desarrolla bajo leyes rigurosas de
razonamiento deductivo, o la mas intuitiva y experital, basada en la basqueda, descubrimiento y
comprension por parte del sujeto que aprende deoloseptos y propiedades geométricas en funcion
de explicarse aspectos del mundo en que vive (@negogisic y Crego, 2000). La mas cercana a las
posibilidades y necesidades cognitivas de los absimde la Educacion Secundaria es la segunda.
Asimismo el docente debe saber que su meta emigstees crear las condiciones para que el alumno
pueda avanzar, en estudios posteriores, hacianenar.

Bishop (1983) define: “La Geometria es la Matenadtiel espacio” (p. 16) y es a través del
estudio del espacio fisico y de los objetos quélee encuentran por donde el alumno ha de acaeder
las captaciones mas abstractas de la misma. Estoptioa que su ensefianza en la educacion basica
deba quedar restringida al espacio fisico. El paresgo geométrico puede tomar a éste como punto
inicial, pero ha de avanzar hacia el establecimiet®¢ imagenes, relaciones y razonamientos
manejables mentalmente. Por otro lado, la interi@taentre el espacio fisico y el matemético no se
corta en un punto determinado del desarrollo humanaun en el del matematico profesional. El
pensamiento matematico, aunque sea el mas abssaete buscar y crear modelos fisicos o graficos
para representarse y, viceversa, el mundo fisiendd a ser explicado a través de modelos
matematicos y la Geometria suele ser muy Util &ds&RSs0S.

Se admite entonces que el sentido del espacio,ryepde el geométrico, se inicia en las
personas mediante la experiencia directa con Igstasb del mundo/entorno circundante para
enriquecerse a través de actividades de constrycdibujo, medida, visualizacién, comparacion,
transformacion, discusion de ideas, conjetura yprobacion de hipotesis, facilitindose asi el acceso
a la estructura légica y modos de demostraciorstiedisciplina.

Desde este punto de vista, la ensefianza de la @&é&ordebe orientarse al desarrollo de
habilidades especificas. Segun Hoffer (1981), las habilidadeschs que una buena ensefianza de la
Geometria deberia ayudar a desarrollar son claddi& en cinco areas: visuales, de comunicacion, de
dibujo y construccion, l6gicas o de razonamientie aplicacion o transferencia.

1. Habilidades visuales: Visualizar implica tangpnesentar lo mental a través de formas
visuales externas como representar a nivel mertjgtas visuales. El proceso de visualizacion
requiere de dos tipos de habilidades globales:ac&pt de representaciones visuales externas y
procesamiento de imagenes mentales. A su vez, eouhprsiete habilidades especificas que son
consideradas como basicas: coordinacion visomoperaepcion figura-fondo, constancia perceptual
0 constancia de forma tamafo y posicion, percepd&nha posicion en el espacio, percepcion de
relaciones espaciales entre objetos, discriminagiénal y memoria visual. Muchos conceptos en
Geometria no pueden ser reconocidos y comprendidognos que el estudiante pueda percibir
visualmente ejemplos e identificar figuras y prdpides por asociacion con conocimientos previos. El
proceso de aprendizaje de la Geometria requiera dapacidad de distinguir las caracteristicas
esenciales de una configuracion particular queegpatlibujada en concreto o mentalmente, a partir de
las caracteristicas accidentales o irrelevantesulRe sumamente importante dar a los alumnos
variedad en los estimulos visuales para que pugelagralizar sus imagenes y conceptos acerca de las
propiedades geométricas, dejando de lado los aspectmatematicos e irrelevantes para el problema
planteado (Bressan, Bogisic y Crego, 2000).
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2. Habilidades de comunicacion: Abarcan la commédedel alumno para leer, interpretar y
explicar, en forma oral y escrita, informacién @ste caso geomeétrica), usando el vocabulario y los
simbolos del lenguaje matematico en forma adecudadbilidades de comunicacion son: escuchar,
localizar, leer e interpretar informacion geométripresentada en diferentes formas, asi como
denominar, definir y comunicar informacion geonegtren forma clara y ordenada, utilizando los
lenguajes natural y simbdlico apropiados. Resudeneal que los alumnos y el docente analicen
diversos significados e interpretaciones de laahpak, frases y simbolos, de manera que cada uno
sepa claramente lo que el otro entiende y quiesi deutilizar determinadas expresiones linglésic
Segun Van Hiele (1970, citado por Bressan, Bogysi€rego, 2000), los distintos niveles de
razonamiento geomeétrico “no solo se reflejan dioraa de solucionar problemas sino en la forma de
expresarse y en el significado que se le da ardigtedo vocabulario” (p. 63). De alli la necesidad d
gue el docente interprete el vocabulario que usenaumnos, pero al mismo tiempo tienda a
mejorarlo y rigorizarlo, proveyéndoles de mejoreg@mientas para expresar sus pensamientos.

3. Habilidades de dibujo y construccion: Estandaga las de uso de representaciones externas,
como son: una escritura, un simbolo, un trazo, ibnjal una construccion, etc., con las cuales se
puede dar idea de un concepto o de una imagemantelacionada con la Matematica. Estos
conceptos e imagenes de los que trata la Matenstiitabjetos mentales con existencia real pero no
fisica. Ni los cuerpos que confeccionamos ni Igsrfis que dibujamos son las “figuras geométricas”
de las que trata la Geometria. Son s6lo modelosan@agnos precisos de las ideas que tenemos
respecto de ellas. Las representaciones 0 modetwségricos externos confeccionados por el docente
o realizados por los propios alumnos no sélo sipara evidenciar conceptos e imagenes visuales
internas, sino también se constituyen en medioasstledio de propiedades geométricas, sirviendo de
base a la intuicidon y a procesos inductivos y dédos de razonamiento. En su aprendizaje de la
Geometria, los alumnos deben desarrollar habilglagedibujo y construccion relacionadas con: la
representacion de figuras y cuerpos, la reprodoceipartir de modelos dados y la construccion sobre
la base de datos dados. El docente ha de tenariaspgdado al representar conceptos geométricos,
ya que a menudo representaciones Unicas o demasipdisas suelen conducir a errores.

4. Habilidades I6gicas o0 de razonamiento: Estaaci@hadas con las habilidades necesarias
para desarrollar un argumento l6gico. Habitualment&atematica, cuando se habla de razonamiento
se hace referencia al razonamiento l6gico. Ladlilablies I6gicas a desarrollar con el estudio de la
Geometria en el periodo escolar de interés sortragbgn de caracteristicas o propiedades de las
relaciones y de los conceptos geométricos; ger@racijustificacion de conjeturas; argumentacion;
formulacién de contraejemplos; seguimiento de uerde sde argumentos logicos; realizacién de
deducciones logicas. Reconociendo que las habdlédlyicas son relevantes en el desarrollo del
razonamiento mateméatico, no pueden dejarse deldaduabilidades de creacién, como por ejemplo:
crear, inventar, imaginar, intuir situaciones, exat y descubrir conceptos, regularidades y refasio

5. Habilidades de aplicacion o transferencia: $emsque los alumnos sean capaces de aplicar
lo aprendido no s6lo en el mismo contexto geon@tsino también que modelen geométricamente
situaciones del mundo fisico, de otras disciplinade la vida misma. Al aprender Geometria los
alumnos estan en condiciones de desarrollar hablésl de aplicacion o transferencia relacionadas
con: sensibilizacion acerca de los aspectos visugleggeométricos del mundo que los rodea;
interrogacion acerca de por qué las cosas tienanfasna o guardan tal o cual relacion;
representacion, descripcion y explicacion de ideamagenes en términos geométricos (verbales,
visuales o simbolicos); andlisis de representasiqrega ver si se ajustan al concepto, imagen o
problema planteado. Tishman, Perkins y Jay (198&jenen que si no existe una transferencia rica y
plena de lo que los alumnos aprenden, la educac@umple su deber. Sin transferencia no existe un
proceso rico de aprendizaje sino yuxtaposicion agocimientos fragmentados, aplicables sélo a
casos particulares y previsibles. Aprender a teainsh aplicar conocimientos, estrategias y actitud
de un contexto en otro y a buscar relaciones efitre es un proceso que hay que enseifiar, ya que por
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lo general no se realiza de manera espontaneaeorsos para ensefiar a transferir: la basqueda de
analogias y generalizaciones entre situacionesya® de solucion; el uso de distintas estrateg@ies p

un mismo problema; el descubrimiento de aplicacgae un contenido en diferentes contextos; el
establecimiento de relaciones entre lo que se eoindermalmente y lo que se trata en la clase; etc.

Desde la perspectiva de la EMR, el término manipgelae usa como sustantivo colectivo para
material tactico y representaciones graficas, gueibnan como modelos. El término modelo abarca
las representaciones de las situaciones dondeflsgameaspectos esenciales de los conceptos y
relaciones matematicas que son relevantes parei@ulas. No se considera en sentido literal como
ejemplo de algo o sélo involucrando objetos y simdamatematicos puros; sino que abarca
materiales, bosquejos visuales, situaciones parddigas, esquemas, diagramas, simbolos.

En la EMR los modelos deben tener por lo menos awoacteristicas importantes: estar
enraizados en contextos realistamaginables, y a la vez tener suficieritexibilidad para ser
aplicados en un nivel mas avanzado o méas generalestudiantes siempre deberian poder volver a
niveles mas bajos reencontrando los origenes dentmelos mas abstractos, lo cual torna a los
modelos muy poderosos. Otro requerimiento es caevigbles donde los alumnos deben poder re-
inventar esos modelos por si mismos, en concor@aaci la mirada de la EMR sobre los estudiantes.
Para lograrlo, los modelos deberian: comportarseuni® manera natural y autoevidente (en
contraposicion con artificial y forzada), ajustasskas estrategias informales de los alumnos (cgmo
ellos los pudieran haber inventado) y ser facilmemtaptados a otras situaciones (polivalentes).

En la EMR hay un uso representacional del modalmacmodelo de trabajo (se ejerce una
accion sobre él) y como modelo de reflexion (aipdel cual se visualizan y derivan propiedades). E
importante aclarar que el mero hecho de usar ralermanipulables no es “garantia de éxito”. No
hay que olvidarse tampoco de que el material paedeoncreto, pero que la idea esta en la forma en
gue el alumno entiende el material y canaliza sagaes sobre él. Los recursos no muestran por si
mismos una idea. Asimismo tampoco podemos ensaf@rtando que nuestros alumnos “vean” la
interpretacion correcta de los materiales que nosdes presentamos para trabajar. El objetivonde u
actividad deberia estar orientado a permitir y fager que afloren todas las interpretaciones pessibl
Para ello el docente debe estar capacitado pam@ceopreviamente todas las interpretaciones que
pueden surgir en el aula y no limitar el desculeinto de sus alumnos. Para la EMR no es el material
el que transmite cierto conocimiento. El material uma ayuda para resolver ciertos problemas
practicos en un determinado contexto y se usagsaw@car acciones (mentales, mas alla de fisicas).

Por otro lado, son varias las definiciones que m@gnen para las nociones de recurso y
material didactico. Por ejemplo, Alvarez (1996)spiade del término recurso y utiliza sélo el de
material didactico para referirse a “todo objet@go, medio técnico, etc. capaz de ayudar al allanno
suscitar preguntas, sugerir conceptos o matenialifzas abstractas” (p. 9). De forma similar, se
expresan Alsina, Burgués y Fortuny (1988a) al afirque “bajo la palabra material se agrupan todos
aquellos objetos, aparatos o medios de comunicamien pueden ayudar a describir, entender y
consolidar conceptos fundamentales en las divdieses de aprendizaje” (p. 13). Estos autores
tampoco usan el término recurso aunque en unarfpostdasificacion de materiales incluyen los
disefiados con fines educativos como caso partjcalaigual que los materiales para leer o los
dedicados a la comunicacion audiovisual.

Al reflexionar sobre la relacion existente entrg tecursos y los materiales didacticos, Coriat
(1997) opta por hacer explicita la diferencia eatrdos términos, entendiendo por recurso didaatico
cualquier material, no disefiado especificamenta phaprendizaje de un concepto o procedimiento
que el profesor decide incorporar en sus ensefigrrasmaterial didactico al que se disefia corsfine
educativos (si bien, en general, un buen mateiikctico trasciende la intencion de uso original y
admite variadas aplicaciones; por ello, no hay raya que delimite claramente qué es un material
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didactico y qué es un recurso). Siguiendo con @ttaa clasificacion, en este trabajo se ha deoidid
englobar ambos términos en materiales didactiecospacordancia con lo expuesto sobre el tema por
Alsina, Burgués y Fortuny (1988a). Asi, se entiepde materiales didacticos concretas todos
aquellos objetos usados por el profesor y/o losiahs en los procesos de ensefianza y aprendizaje de
la Matematica con el fin de lograr ciertos objesiaspecificos. Es decir, aquellos objetos que puede
ayudar a construir, entender o consolidar concepjercitar y reforzar procedimientos e incidirlas
actitudes de los alumnos en las diversas faseasdprecesos de aprendizaje. Cabe aclarar que no se
consideraran a los instrumentos de dibujo geoneétiee uso elemental (regla, compas), ya que los
mismos merecen un tratamiento en particular.

Debemos tener en cuenta que en general no existeamespondencia biunivoca entre un
material y un contenido. Un mismo contenido ha médjarse, en lo posible, con diversidad de
materiales y, reciprocamente, la mayoria de loemadds son utilizables para realizar actividades
diversas (Alsina, Burgués y Fortuny, 1988a). En eldica la importancia de indagar sobre todas las
posibles representaciones que puede provocar amdeado material didactico.

Por otro lado, emodelo de Van Hiele(1957) es un punto de referencia para la enseitiniza
Geometria, que tiene en cuenta su aprendizaje funeidn a ello, sugiere pautas a seguir, explioand
como aprenden los alumnos y cdmo evoluciona su apgpegto. Este modelo estratifica el
conocimiento en una serie de niveles que permigegorizar los distintos grados de representacion
del espacio. Ha sido validado por extensos estuttigssiclogos soviéticos y actualmente esté siendo
utilizado y recomendado por sociedades de profesm@mo el National Council of Teachers of
Mathematics en Estados Unidos, la Sociedad Andatuzda ensefianza de las Matematicas y la
Federacion Espafiola de Sociedades de profesordatdenaticas en Espafia. Tuvo su origen en
Holanda, en la década de 1960 (al igual que la EMB)de los esposos Van Hiele, profesores de
Matemética, se encontraron con problemas para pader entender a sus alumnos las definiciones,
los procesos y las situaciones relacionadas cakisitxamente con la ensefianza de la Geometria.

El modelo consta principalmente de dos partes. riimgpa de ellas es descriptiva, ya que
identifica una secuencia de tipos de razonamiente Yan Hiele define como “niveles de
razonamiento”, a través de los cuales progresaapmaidad de razonamiento matematico de los
individuos desde que inician su aprendizaje hasi ltegan a su maximo grado de desarrollo
intelectual en este campo. La otra parte del modaldas directrices a los docentes sobre como
pueden ayudar a sus alumnos para que puedan aloamzanas facilidad un nivel superior de
razonamiento; estas directrices se conocen coongbre de “fases de ensefianza/aprendizaje”.

La presencia de niveles de razonamiento en la angafile la Geometria se debe a que existen
diferencias en las formas de aprender, en los mddogabajar y de expresarse en los distintos
periodos por los que atraviesa una persona. Letesivle razonamiento se definen como estadios del
desarrollo de las capacidades intelectuales debieste y no estan directamente ligados con el
crecimiento o la edad. Estos niveles se repasasisamente en cada ocasion en que el estudiante se
encuentra con un nuevo contenido matematico y,ddaeue se va avanzando en su conocimiento,
los primeros niveles son superados de una maneraapifla que en ocasiones anteriores.

Tales niveles son: Nivel 0 o de Visualizacion/Remmiento; Nivel 1 o de Analisis; Nivel 2 o
de Deduccion informal/Clasificacion; Nivel 3 o dedwccion formal; Nivel 4 o de Rigor. Para un
mayor detalle de los mismos consultar, por ejempdime y Gutiérrez (1990), Corberan, Gutiérrez,
Huerta, Jaime, Margarit, Pefias y Ruiz (1994), \&icf2004), entre otros. Entre sus caracteristieas s
encuentran (Crowley, 1989):

- Lajerarquizacion y secuencialidagt los niveles se refiere a la necesidad de tearmitmero
un nivel para pasar al siguiente superior, sierigatorio cursar todos sin omitir ninguno.
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- La relacion entre elenguajey los niveles esta asociada al desarrollo deldestte y la
manera en gque se comunica con los demas, ya seh parfesor o con sus compaferos. Se dice que a
cada nivel de razonamiento le corresponde un Igagspecifico (Gonzélez y Larios, 2001), a partir
de lo que se infiere que dos personas con distirt de razonamiento, dificilmente se entendetan a
dialogar sobre cierto contenido.

- El paso de un nivel al siguiente se produce emd@ontinuay de manera gradual, lo cual
implica que el estudiante puede presentar rasgesauesponden a un estado de transicion entre dos
niveles. La evidencia de este periodo es que miralumuestra deseos de usar el nivel superior, pero
cuando encuentra dudas tiende a refugiarse enatlinferior, donde se siente mas comodo y seguro.

Las fases de ensefianza/aprendizaje a las que\éwmdeiele forman parte de la segunda parte
del modelo y se refieren a las directrices paralggi@rofesores puedan ayudar a sus alumnos a subir
al siguiente nivel de razonamiento. Se trata deasteen la graduacion y organizacion de las
actividades propuestas para tal fin. Son cincoe Fa® de Informacion/indagacion; Fase 2 o de
Orientacion dirigida; Fase 3 o de Explicitacions&d o de Orientacion libre; Fase 5 o de Integracio
Para un mayor detalle sobre las fases consultagj@mplo, Alsina, Burgués y Fortuny (1988b), entre
otros.

Desde esta postura, el alumno es el que constug/emocimientos a partir de “redes de
relaciones”, entretejidas en los procesos de amwtm y modificacion sucesivos en los diversos
niveles de razonamiento. El profesor asume un mgpebordinador de los trabajos y acomparfante de
este proceso. Para ello, busca y disefia los d@sciactividades y medios necesarios -como por
ejemplo los materiales didacticos mas adecuadoa-goearle al alumno un ambiente propicio para el
desarrollo de su razonamiento, a través del t@psit los diferentes niveles.

3. Metodologia de la investigacion

La presente investigacion se enmarcé dentro delgeef cualitativo (Hernandez, Fernandez y
Baptista, 2003), ya que se procuro realizar untagcia la comprension acerca de la forma enlque e
uso de materiales didacticos concretos en 1° Afla Belucacion Secundaria fomenta el desarrollo de
habilidades geométricas. El estudio fue exploratosia que su finalidad ha sido recolectar
informacion referida a los distintos materialeségittos concretos que pueden ser utilizados en el
abordaje de los contenidos geométricos en 1° Afta deducacion Secundaria,_y descriptivo, para
caracterizarlos y reconocer los aportes que losnosshagan para el desarrollo de las habilidades
geométricas. Se recabd informacion pertinente hdoien recorrido por: articulos vinculados al tema
de investigacién publicados en revistas de Edupaklatemética de la Ultima década; memorias de
congresos de Educacién Mateméatica del mismo pertedgporal; empresas que comercialicen
materiales didacticos; sitios web referidos a Bbfamatica tratada. Ademas se tuvo en cuenta, en la
recoleccion de informacion, la lectura de librosemnados con la tematica. En todos los casos, se
priorizaron las fuentes de informacién proveniediegatino e Ibero-América.

Se procedi6 a su estudio utilizando la técnicanddisis del contenido del discurso escrito. Esta
técnica de recopilacién de informacién permite,Usegnder-Egg (2003), “estudiar el contenido
manifiesto de una comunicacion, clasificando sdereiites partes de acuerdo con las categorias
establecidas, con el fin de identificar de manéstematica y precisa las caracteristicas de dicha
comunicacion” (p. 245) y al analisis del materialégttico concreto para la enseflanza de Geometria en
1° Afo de la Educacién Secundaria, comercializamtoempresas como apoyo para dicha ensefianza.
En particular, el estudio se realizd6 sobre el audtede las indicaciones o instrucciones que suelen
acompafarlos, complementado por los conocimiergdagiautoras como profesoras en Matematica,
buscando indicadores asociados a las categoriandlisis. El disefio de la investigacion fue no

80 | Vol. 78 + noviembre de 2011 NUMEROS



Materiales didacticos concretos en Geometria en prier afio de Secundaria
S. Villarroel y N. Sgreccia

experimental, debido a que no se manipularon Masal transversal, ya que se recolectaron datos en
un solo momento y en un tiempo unico (Bravin y Ri2008).

Una vez recolectados los datos se tabularon dRegistro de Materiales didacticos concretos
que tiene en cuenta tres dimensiones de analisisoDegistro no se detalla en estas paginas debido
la limitacion del espacio. Tales dimensiones sauemitan dividas en categorias. Algunas de estas
categorias fueron planteadas desde el inicio yntarien la recoleccion de informacién, otras se
originaron para dar respuesta a las necesidadefugren surgiendo en el avance de este proceso,
permitiendo -como es propio de estudios cualitatiyarofundizar y completar la perspectiva que en
cada una de las dimensiones se pretendia darll®oeldRegistro de Materiales quedd organizado de
la siguiente manera:

Dimension 1 “Descripcion del material”. Establece la relacion con lo imaginable y la
viabilidad del material que plantea en sus primspa EMR. Esta constituida por tres categorias:

Categoria 1: Caracteristicas generales. Descrigtgbmaterial indicando su tamafo, forma y
mencionando las propiedades mas sobresalientedoquaracterizan. En algunos casos se hace
referencia a su historia.

Categoria 2: Variantes/Integrantes. Enumera lagratifes presentaciones del material,
sefalando las particularidades principales quectaraan a cada tipo o bien mencionando aquellos
que participan del agrupamiento por haberlos idoldientro del mismo.

Categoria 3: Construccion y accesibilidad. NomHdresetipos de materiales con que esta
fabricado, si puede ser construido o elaboradoepdocente/alumno, y las posibilidades actuales de
acceder al mismo.

Dimension 2“Interés didactico-matematico’Determina el aporte didactico-matematico que
cada material puede realizar. Esta formada pocatgorias de analisis:

Categoria 1: Contenidos geométricos conceptualgogedimentales. Expone los contenidos
geomeétricos (DCJ, 1999) que los materiales corensiderados permiten abordar.

Categoria 2: Habilidades geométricas. Enumeradhiittades geométricas (Hoffer, 1981) que
se pueden desarrollar mediante su implementacion.

Categoria 3: Niveles de razonamiento geométriasgd de ensefianza/aprendizaje. Establece la
relacion con los niveles de razonamiento (Van Hlidle57), justificando el uso del material
correspondiente en los diferentes estadios propai@str el modelo. Ademas, se sefialan las fases de
ensefanza/aprendizaje en las cuales el docente puididarlos, de modo tal que se maximice su
utilidad.

Dimension 3“Versatilidad del material’ Plantea la flexibilidad que presenta el matesal,
aplicacion y/o adaptacion en niveles mas avanzddoaprendizaje, caracteristicas estas que, dasde |
vision de la EMR, debe cumplir todo modelo utiliaacbn fines didacticos. Esta integrada por tres
categorias de andlisis:

Categoria 1: Adaptacion a diversos contenidos gemng. Destaca la variedad de contenidos

geométricos en los cuales determinado material gpussat aplicado y si el mismo favorece el
desarrollo de nociones espaciales y/o del plano.
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Categoria 2: Vinculacion con otros ejes del arestalitece vinculacién con los demés ejes del
area y se mencionan algunas vinculaciones con ejgsgle otras areas del conocimiento.

Categoria 3: Uso en otros niveles de escolaridahtda la utilidad que puede brindar su
implementacién tanto en niveles mas avanzados esnmiveles previos de la escolaridad.

4. Resultados de la investigacion

A partir de la investigacion realizada, se idecgifonsiete grupos de materiales didacticos
concretosque pueden ser utilizados en la ensefianza deoldenidos geomeétricos de 1° Afio de la
Educacion Secundaria. Para cada grupo identificselenumeran las variantes del material didactico
concreto, se presenta una figura ilustrativa y jeengifica con una actividad, indicandose las
habilidades geométricas que podrian desarrollarse.

4.1 Modelos fijos 2D y 3D

Modelos fijos 2D y 3D Bloques légicos de Dienes, Cuerpos geométricigas.

Figura 1: Modelos fijos 2D y 3D

Actividad 1: “Adivina qué es”
Momento 1.1: Comentarios iniciales

Se necesitan: dos conjuntos iguales de cuerposé&gons rigidos (uno de ellos se
exhibe con sus respectivos nombres y el otro sca@n una bolsa que no permita ver en su
interior), tarjetas con las definiciones de cuempdondo y cuerpo poliédrico convexo
(poliedro convexo).

Momentol.2: Explora y contesta

Colocados en grupos de dos personas, resuelve:

a. Por turno, cada integrante del grupo extrae unpougeométrico de la bolsa y sin mirarlo lo
describe oralmente. Su compafiero registra las teaistccas mencionadas e intenta identificarlo. De
esta manera se continta hasta terminar con tos@sié&ypos.

b. Propongan alguna clasificacion entre los cuerpqdoeados y justifiquenla. Compartan
dicha clasificacion con el resto de la clase.

C. Tomen las tarjetas con las definiciones, interpt@tey compérenla con la clasificacion
realizada en el item anterior.

d. Busquen ejemplos de su alrededor que sean repadesnpor los cuerpos geométricos
estudiados.
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Habilidades abordadas en la actividadfisuales (coordinacion visomotora, constancia
perceptual y memoria visualkle comunicacion(recoleccion e interpretacion de informacion,
denominacién, definicion, escucha, registro, leatyrlocalizacion de datos y objetosjgicas o de
razonamiento (clasificacion, comparacion vy justificacidon)de aplicacion o transferencia
(sensibilizacién).

4.2 Rompecabezas geométricos

Rompecabezas geométrico$oliominds y poliamantes, Rompecabezas de l&Tad, de la
casita o la cruz griega, Rompecabezas de las cliatRompecabezas de piezas idénticas, Cubos y
policubos, Demostraciones dindmicas, Rompecabezasodaicos de Van Hiele, Rompecabezas por
cuadratura.

Figura 2: Rompecabezas geomeétricos

Actividad 2: “Construye con cubos”
Momento 2.1: Comentarios iniciales

Los policubos son cuerpos geométricos formadoscpbos iguales encajados o pegados por
medio de sus caras. Se pueden considerar diferamitessiones de agrupaciones de cubos, entre ellas
una de las mas conocidas es el cubo Soma, fornmdiigbe agrupaciones disefiado por el danés Piet
Hein (1905 — 1997) en el afio 1936. El objetivo diee @ompecabezas es colocarlos de manera que
todos juntos formen un cubo 3x3x3.

Momento 2.2: Antes de comenzar

Observa los policubos con los que esta formadal® de soma:

P D I HE

Figura 3: Agrupaciones que originan el cubo Soma

a. Utilizando los cubos representa cada uno de ellos.

b. ¢ Por cuantos cubos esta formado cada uno de fepsieubos del cubo de Soma?
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Momento 2.3: Investiga y luego responde

Con la ayuda de los cubos descubre cuantos poficdiberentes se pueden formar con tres
(tricubos), cuatro (tetracubos) y cinco unidadesn{pcubos). jEn este Ultimo caso hay 29
disposiciones distintas!

c. Construye dos figuras idénticas a la que apaneda figura siguiente,utilizando cuatro cubos
para cada una. Observa que se pueden encajar obtra @ara formar un cubo de tamafio 2x2x2

Figura 4: Ejemplo de tetracubo

d. Hay otras dos figuras que se pueden construircoatro cubos cada una y que reunidas
forman un cubo 2x2x2. Descubrelas.

e. Piensa: ¢Cual es el motivo por el que al ulileadeterminada manera estas disposiciones
forman un cubo?

Habilidades abordadas en la actividadisuales(coordinacién visomotora, percepcién figura-
fondo, discriminacién visual, constancia perceptygbercepcion de la posiciéon en el espacio y de
relaciones espaciales entre objeto®);dibujo y construccion(representacion y reproduccion de
figuras a partir de modelos dadosile comunicacion(denominacién y definicion)idgicas o de
razonamiento (creacion, invencion y exploracion de figuragje aplicacion o transferencia
(interrogacion y andlisis de representaciones).

4.3 Tangram

Tangram: Chino, de Fletcher, Cardiotangram, Hexagonalt&gmal, Triangular, de Lloyd,
Pitagorico, de Briigner, Stomachion, Ovoide, Espacia

Figura 5: Tangram

Actividad 3: “Juega y aprende con el Tangram”
Momento 3.1: Conociendo el Tangram

El Tangram es un juego chino muy antiguo llama@hi"Chiao Paf que significa "juego de
los siete elementos” o "tabla de la sabiduria'ufeeompecabezas que consta de 7 piezas y reqeiere d
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ingenio, imaginacion y, sobre todo, paciencia. €piazas son llamadas Tans y las figuras obtenidas
mediante su composicion Tangramas. Todas ellaagdaotman un cuadrado.

Sus piezas son las siguientes: “cinco triangulosliftgentes tamafios”, “un cuadrado”, y “un
paralelogramo”. Las reglas del juego son muy sigiple

1. Con dichos elementos, ni uno mas ni uno menosgbendconstruir figuras. Es decir, al
momento de formar las distintas figuras no debea@ueinguna pieza sin utilizar.

2. Las piezas no deben superponerse.

3. El tangram (que estamos utilizando ahora) es ugojys#animétrico, es decir, todas las
figuras deben estar contenidas en un mismo plano.

4. Se tiene libertad total para elaborar las figupas,|o cual no es necesario seguir un orden.
Momento 3.2: Construccion y reconocimiento del jueg

a. Construye tu propio juego de Tangram mediante bladio de papel, siguiendo los pasos
que se detallan a continuacion:

1 LT i 4°
|
=
- (e
50
o
2 CORTAR @
®
32 . =N g0 s O e AN
| 7

Figura 6: Pasos para la construccion del Tangram chino lpgado de papel

b. Algunas de las figuras que pueden construirseaogue se presentan a continuaciéon. Como
veras se pueden representar figuras humanas, asignaiuchos objetos. Inténtalo.

IS ESE ST ¢
v n L e

Figura 7: Soluciones de algunos tangramas

C. Las figuras construidas son las soluciones dedagspondientes tangramas. El objetivo de
este juego es que vos solo puedas encontrar dichasones. Aqui tienes algunos para que pongas en
juego tu ingenio
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da A L &

Figura 8: Ejemplos de tangramas

Momento3.3: Investiga y luego responde

d. Toma uno de los tridngulos pequefios y clasificalo.

e. Toma el otro tridngulo pequefio y con ellos fornfaréntes figuras geométricas.
f. Las figuras formadas, ¢,se parecen a alguna otza géd Tangram?

g. ¢Qué podemos concluir acerca de sus areas?

Acabas de descubrir el:

“Principio de conservacion de la cantidad y no sadamente de la forma”

A estas figuras se las llama equivalentes. Enqudati si conservan la misma superficie, se las
llama equisuperficiales. Por lo tanto, 10S tangraS@N.............oovvvi i e e,

h.Piensa y justifica, ¢las figuras equisuperficialésndran el mismo perimetro
(isoperimétricas)?

I. Piensa, averigua y complef@uando tenemos dos o mas figuras geométricas, petien
ser:

j. ldentifica entre las piezas del Tangram un pargleds que se correspondan a cada una de
las clasificaciones anteriores.

Habilidades abordadas en la actividadisuales(coordinacion visomotora, percepcion figura-
fondo, discriminacién visual, constancia percepiuabtacion mental, percepcion relaciones
espaciales entre objetog)e dibujo y construcciorfrepresentacion y reproduccion de figuras a partir
de modelos dadosife comunicacionescucha, localizacion, lectura, interpretacionndminacion y
definicion); I6gicas o de razonamient@abstraccion de caracteristicas y propiedadesenmion y
exploracion de figuras)le aplicacion o transferenciéinterrogacion y analisis de representaciones).

4.4 Geoplano

Geoplana Cuadrado u ortogonal, Triangular o isométricacdar.

Figura 9: Geoplano
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Actividad 4: “Comprueba relaciones entre los anguls en una circunferencia”
Momento 4.1: Comentarios iniciales

Un angulo inscrito en una circunferencia es aquél cuyo vértice edtéeda circunferencia y
sus lados determinan cuerdas sobre la mismanguolo centralde una circunferencia es aquél cuyo
vértice es el centro de la circunferencia y susdabn dos radios de la misma.

a. Construye en tu geoplano un angulo inscrito y wgulincentral cualquiera.

b. Investiga cuanto mide el angulo central mas pequigfitados no coincidentes que puede
hacerse en tu geoplano e indica por qué.

C. Segun lo anterior, ¢serias capaz de calcular cwdidien los angulos inscrito y central que
has construido?

d.Vas a descubrir ahora el modo de calcular anguissritos en la circunferencia. A
continuacion tienes un angulo y otros que tienanlddos paralelos al primero: midelos y anota las
medidas junto a cada uno.

Figura 10: Ejemplos de angulos de lados paralelos

¢, Qué relacion existe entre ellos?

e. ¢Como puedes aplicar la relacion anterior al cdldel la amplitud de un angulo inscrito en
la circunferencia?

Momento 4.2: Investiga y luego responde

f. En tu geoplano, construye dos angulos inscritos gbarquen el mismo arco de
circunferencia. ¢Coémo son sus amplitudes? Pruebavados ejemplos. ¢Puedes extraer alguna
conclusiéon?

g. Ahora, construye un angulo central y un anguloritsque abarquen el mismo arco. ¢Cémo
son sus amplitudes? Prueba con varios ejemplosdgB@xtraer alguna conclusion?

h. Por dltimo, construye un angulo inscrito que abargna semicircunferencia. ¢ Cual es su
amplitud? Justifica.

Habilidades abordadas en la actividadisuales (coordinacion visomotora)de dibujo y
construccion (representacién de figuras y cuerpogje comunicacién(lectura, interpretacion,
denominacion y definicion)pgicas o de razonamient(abstraccion de caracteristicas y propiedades,
argumentacion y exploracion de figurasle aplicacion o transferencidinterrogacion y analisis de
representaciones).
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4.5 Transformaciones dinamicas

Transformaciones dinamicas Poliformas, Varillas de mecano, Reticulas, Dedias planos.

Figura 11: Transformaciones dinamicas

Actividad 5: “Construye y clasifica cuadrilateros”
Momento 5.1: Antes de comenzar

Si construyes un triangulo, con las varillas de ane¢ comprobaras que esta figura geométrica
es rigida; es decir, aunque se haga presion sobreftices, el triangulo no se deforma, no se muev
Esta propiedad, la indeformabilidad o bien la dbtitul, es una caracteristica propia de los trifogyu
y es por lo que se los utiliza en diferentes comstones. En cambio, las figuras de cuatro ladiss, |
cuadrilateros, no gozan de esta propiedad.

Momento 5.2: Investiga y luego responde
Toma cuatro varillas de mecano, todas de distimtgilud, y construye un cuadrilatero. La

construccion, ¢es siempre posible?, ¢qué resulésaeo?

Presionando sobre un vértice se comprueba que pgogdase que dos lados lleguen a ser
paralelos. Asi se obtiene Un..........c.ooiiiii i,

a. Si conservamos fija la posicion de tres de sudlasy hacemos girar una alrededor de una
mariposa, vemos que es posible obtener una infinigatrapecios y que en un momento determinado
obtenemos un ...,

b. ¢ Qué puedes concluir?

1. Toma cuatro varillas de mecano, dos de las cual®s iguales entre si, lo mismo para las
otras dos, aunque no sean iguales a las dos psniémalas para formar uactangula

C. Presionando en uno de los vértices o en los laflosctangulo se transformaenun .........
d. ¢, Qué puedes concluir?

e.Observa y anota lo que ocurre con los elementosurdaectangulo (lados, angulos,
diagonales) durante la transformacion de aquéhealglogramo.

2. Vimos que las diagonales de un rectangulo sonegualse cortan en el punto medio. Esta
propiedad nos permite hacer la siguiente constincdoma dos piezas iguales de mecano y Unelas
por su punto medio. Luego, pasa un hilo elastiaolgm cuatro agujeros que hay en los extremos de
las varillas y separa las varillas. Se formaniisi ................coooiii i,

f. Observa lo que sucede cuando las diagonales spengliculares y anétalo.
g. ¢ Qué puedes concluir?
3. Toma cuatro varillas de mecano iguales y ponlasaeera que formen wuadrado

h. Realiza una leve presién sobre uno de los vérticesbre uno de los lados, para ver que un
cuadrado no es rigido, Sino que se transforma eN.UN............ooiiiiii e
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I. ¢Qué puedes concluir?

J. Observay anota lo que ocurre con los elementemdeiadrado (lados, angulos, diagonales)
durante la transformacién de aquél en rombo.

4. Une, por su punto medio, dos varillas de mecandistinta longitud y pasa luego el hilo
elastico por los cuatro agujeros extremos. Abridad@iezas tendremos un ..............cccoevvviennnn.

k. Observa lo que sucede cuando las diagonales sperakculares y anétalo.
I. ¢ Qué puedes concluir?

Momento 5.3: Extrayendo conclusiones

5. Intenta resumir las actividades anteriores en adaconceptual que muestre la clasificacion
de los cuadrilateros realizada.

Habilidades abordadas en la actividad/isuales (coordinacion visomotora, constancia
perceptual, percepcion de la posicion espacial scininacion visual)de comunicacion(escucha,
lectura, interpretaciéon y dialogo entre pares y ceh docente);de dibujo y construccién
(representacion y construccion sobre la base de sdalados); l6gicas o de razonamiento
(argumentacion, clasificacion de objetos geométripos sus atributos abstraccion de propiedades,
comparacion de conceptos y propiedades).

4.6 Origami o Papiroflexia

Origami o Papiroflexia: Modelos sin corte de papel, Con cortes de pdpeh apoyo de
materiales adicionales, Multi-capas, Multi-hoja,sBeollados partir de modulos, Decorados, Con
técnica de encorvado.

Figura 12: Origami o Papiroflexia

La actividad considerada en tangram también invallactécnica del origami.

Objetos del entorno real Entornos natural, artificial y artistico.

Figura 13: Objetos del entorno real
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Actividad 6: “La Geometria nos rodea”
Momento 6.1: Antes de comenzar

Ubicado en pequefios grupos de 2 o 3 personasreedistintos a&mbitos escolares y toma
fotografias de ellos. Puedes tomar distintas fatit@s de un mismo objeto desde diferentes lugares.

Momento 6.2: A trabajar sobre ellas

a. Describe, desde el punto de vista geométrico pkagfafias tomadas.

b. Fundamenta en base a tus conocimientos la deggripoterior.

Habilidades abordadas en la actividadisuales (percepcién figura-fondo, discriminacion
visual, constancia perceptual, percepcion de laiqgds espacial y de la relacion entre objetodg
comunicacion (recolecciobn e interpretacion de informacion, demmacion); de dibujo y
construccion obtencion de distintas vistas de un mismo objeld)icas o de razonamiento
(Argumentacion, abstraccion de propiedadedE aplicacion y transferenciaidentificacion de
formas y relaciones geométricas en el mundo natueatificial, analisis de las formas n relacionrco
el objeto en donde se encuentran).

4.7 Criterios de analisis

A partir de una mirada holistica-interpretativa Belgistro de materiales didacticos concretos,
se proponen los siguientsigte criteriog con sus correspondientes categorias y subcaasg&isgtos
criterios constituyen los ejes de analisis quentaie el agrupamiento realizado de los materiales. E
las categorias y/o subcategorias se consideramdteriales didacticos concretos -0 sus variantes-
que intervienen en el agrupamiento en cuestionosEstiterios surgen, por un lado, para dar
respuesta a una completa caracterizacion de losrialas didacticos concretos analizados vy, por
otro lado, para responder a diferentes demandasngebos docentes presentan relacionadas con
posibilidades especificas de interés -como por @jenutilizar un objeto concreto/tangible en si
mismo o una técnica, requerir el uso de una detahai materia prima, construir los materiales en
forma artesanal o bien adquirirlos en comercicsltar la utilidad de que el material sea estaiico
mévil/dinamico, trabajar las diferentes dimensiondssarrollar determinados conceptos, aplicar
dichos materiales en diferentes niveles y fasendefianza/aprendizaje o enfocar la aplicabilidad de
los mismos en otras &reas de conocimiento o nidelescolaridad.

Criterio 1. Cualidad: Considerando la caracteristica propia de cadarimhtsurgen dos
categorias.Objeto tangible: Modelos fijos 2D y 3D, Rompecabezas geométricosngiian,
Geoplano, Transformaciones dindmicas y Objetosmt®rno realTécnica:Origami.

Criterio 2. Materia prima: Teniendo en cuenta el 0 los recursos necesamoa gu
fabricacion surgen tres categori&@apel: Origami; Carton, cartulina, madera, plastico, acrilico,
goma eva, telgoporModelos fijos 2D y 3D, Rompecabezas geométricosigiican, Geoplano y
Transformaciones dinamicasiros recursosObjetos del entorno real.

Criterio 3. Disponibilidad: De acuerdo a la posibilidad de obtener cada mahtegniendo en
cuenta que todos ellos son de facil acceso, semphdn tres categoriaSonstruccion artesanal:
Modelos fijos 2D y 3D, Rompecabezas geométricoagiiam, Geoplano, Origami, Caleidoscopios,
Desarrollos planos y Varillas de mecaniglquisicion en comerciosEspejos/mira o réflex,
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papel/cartulina, Mapas, Rejas, Diarios/revistagpgiafias, Poliformas y Reticula@bservacion
directa: Entorno natural y artistico.

Criterio 4. Movilidad : Teniendo en cuenta el modo de interactuar comagtrial se observan
dos categoriasDinamico: Rompecabezas geométricos, Tangram, Geoplano, foraaEiones
dindmicas y Origami y algunos objetos del entoead (como por ejemplo la masa para modelar);
Estatico:Modelos fijos 2D y 3D y algunos objetos del entoraal (como por ejemplo una estatua).

Criterio 5. Dimension: De acuerdo a la dimension geométrica que senutetabordar, se
consideran tres categoriaBidimension:Bloques logicos de Dienes, Poliominds y poliamantes
Rompecabezas de la T, de la H, de la casita oua griega, Rompecabezas de las cuatro T,
Rompecabezas de piezas idénticas, Demostracioné&sidas, Rompecabezas de mosaicos de Van
Hiele, Rompecabezas por cuadratura, Tangram chilmmgram de Fletcher, Cardiotangram,
Tangram hexagonal, Tangram pentagonal, Tangranmgtriar, Tangram de Lloyd, Tangram
pitagorico, Tangram de Briugner, Stomachion, Tangmmide, Geoplano ortogonal, geoplano
circular y Entorno artificial:Tridimension: Cuerpos geométricos rigidos, Cubos y policubofoCu
soma, Cubo de Rubik, Tangram espacial, geoplanméB@o, Entorno natural y artistico;
Bidimensién-tridimensiénPoliformas, Varillas de mecano, Reticulas, Dedlag@lanos y Origami.

Criterio 6. Contenidos conceptualesDe acuerdo a lo expresado en el DCJ (1999) salbre
area de Matemética en 8° Afio EGB (actual 1° Afidigcacion Secundaria) en relacion con el eje
Geometria, se organizan nueve categoRasiciones entre rectas y planokangram, Geoplano,
Origami, Entorno natural y artificiaBistemas de referencia para la ubicacion de puetosl plano:
Geoplano, Origami, Entorno natural y artifici@uerpos poliedrosOrigami, Entorno Natural y
Artificial, Cuerpos geométricos rigidos, Poliominggoliamantes, Cubos y policubos, Cubo soma,
Cubo de Rubik, Reticulas, Tangram espacial, Geogi@ngular, Poliformas y Desarrollos planos;
Cuerpos redondogrigami, Entorno Natural y Artificial, Cuerpos geétricos rigidos y Desarrollos
planos; Angulos: Modelos fijos 2D y 3D, Rompecabezas geométricoangfam, Geoplano,
Transformaciones dindmicas, Origami, Varillas decan® y Objetos del entorno readlugares
geomeétricos: Circulo y circunferenci&€ardiotangram y Geoplano circuldviediatriz y bisectriz:
Origami y Espejo/mira o réflex, Varillas de mecanBapel/cartulinaAlturas y medianasOrigami,
Varillas de mecano y Papel/cartulifdpligonos: Tangram, Geoplano, Origami, Entorno natural,
Entorno artificial, Bloques l6gicos de Dienes, Balinds y poliamantes, Rompecabezas de mosaicos
de Van Hiele, Poliformas, Varillas de mecano, @alscopios y Papel/cartulin@ransformaciones:
Bloques légicos de Dienes, Cuerpos geométricosiasgi Poliominds y poliamantes, Espejos,
Rompecabezas de piezas idénticas, Cubos y polic@risidoscopios, Poliformas, Fotografias,
Papel, Rejas, Tangram, Geoplano, Origami, Entoratural y artificial; Teorema de Thales.
SemejanzaBloques l6gicos de Dienes, Poliominds y poliamsniRompecabezas de Van Hiele,
Mapas, Diarios/revistas, Fotografias, Tangram, Geap Origami y Entorno natural.

Criterio 7. Versatilidad: Se considera aqui la aplicabilidad de cada nedtelidactico
concreto en los diferentes ejes del area de Makeanat de otras areas de conocimiento, y la
adaptacion de los mismos en los distintos niveleggtolaridad. De esta manera se originan dos
categorias y subcategori&nculacion intra e inter area: Mateméatica: Eje Mdds: Modelos fijos
2D y 3D, Rompecabezas geométricos, Tangram, Gemplaansformaciones dindmicas, Origami y
Objetos del entorno reaEje Numeros y operacionefRompecabezas geométricos, Tangram y
Objetos del entorno reaEje Funciones:Geoplano y Objetos del entorno reg|g Estadistica y
Probabilidades: Rompecabezas geométricos, Transformaciones diaényicObjetos del entorno
real; Otras areas:Origami y Objetos del entorno redliveles de escolaridad: IniciaModelos fijos
2D y 3D, Geoplano, Entorno natural y Papel/cargyliRrimario: Completo:Modelos fijos 2D y 3D,
Geoplano, Origami y Objetos del entorno réltimo cursos:Rompecabezas geométricos, Tangram
y Transformaciones dindmicaSecundario: Primeros cursos: Modelos fijos 2D y Z&goplano,
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Transformaciones dindmicas y Objetos del entormab;, Bompleto: Rompecabezas geomeétricos,
Tangram y OrigamiSuperior: Origami y Objetos del entorno real.

En cuanto al reconocimiento de las habilidades g#ieas, se puede determinar que todos ellos
favorecen el desarrollo de las cinco habilidadesrggricas reconocidas por Hoffer (1981). Esto esta
estrechamente vinculado con las intenciones dm#citon que se los utiliza dentro de la actividad
sugerida al alumnado y el aporte que el docentdegpremlizar al respecto. Una conclusiéon anéloga le
cabe a la vinculacién entre materiales y nivelesfale Van Hiele.

5. Conclusiones

Desde el comienzo de este articulo se ha sostgoiElta Geometria, por su caracter intuitivo,
concreto y ligado a la realidad, constituye undagemedios més eficaces para aprender en forma
experimental, recreativa y reflexiva la Matematioabido a esto, se considera que la manipulacion
responsable de los materiales didacticos concpementados -esto es, con pleno conocimiento de
las potencialidades y limitaciones que los mismioscen- es un elemento clave para favorecer la
ensefanza y el aprendizaje de la Geometria endYafia Educacion Secundaria.

Segun lo analizado, la utilizacién de los matesial@acticos concretos, que se presentan en
este articulo, abarcan todos los contenidos conakgst sugeridos por el DCJ (1999) en el eje
Geometria para el afio escolar de referencia. Tandgiéha podido observar que dichos materiales
son facilitadores y potenciadores intelectualeslage habilidades geométricas, favoreciendo y
colaborando en el desarrollo del pensamiento gemoétEs decir, pueden servir de andamio a
estrategias metodologicas para el desarrollo depet@ncias matematicas en el ambito de la
Geometria. De igual modo, se ha observado que kisri@les didacticos concretos propuestos
satisfacen las caracteristicas de los modelos skegiMR respecto a viabilidad, flexibilidad y
enraizamiento en contextos realistas que los misdai®en presentar. Ademas, se ha podido
reconocer que ellos pueden ser aplicados -depeatadim las intenciones didacticas con que se los
utilice- en las diferentes fases de ensefanza/digege@ que el modelo de razonamiento geométrico
de Van Hiele considera. De esta manera, se coldena el transito de un nivel a otro.

Al mismo tiempo, se ha concluido que la implemedradde este tipo de materiales en la
ensefianza de la Geometria en 1° Afio de la Educ&adnndaria tiene plena coherencia con los
principios de la corriente matematica que fundameste trabajo de investigacion -la EMR-, por
cuanto satisface los seis principios que la idieatif favoreciendo un aprendizaje activo donde el
alumno aprende haciendo (Principio de activida®ndo realizables e imaginables permitiendo
iniciar el proceso de matematizacion (Principiorealidad); funcionando como puentes entre los
distintos niveles de organizacion de la Matematifaincipio de niveles); favoreciendo la
construccion de sus propias herramientas y juitialematicos mediante la manipulacion directa de
los mismos (Principio de reinvencion guiada); dstEibndo relaciones entre los distintos ejes y
unidades curriculares dentro de la Matematica y t¢a® demas &reas de conocimiento,
proporcionando mayor coherencia a la ensefianzac{fio de interrelacién) y, por ultimo,
fomentando el aprendizaje como una actividad sdoatle la reflexion conjunta y el intercambio de
ideas permiten alcanzar niveles de comprensiéreteaados (Principio de interaccion).

Esta investigacion ha realizado su aporte en estdggeidentificando y caracterizando los
materiales didacticos concretos que pueden uskzam 1° Afo de la Educacién Secundaria y
reconociendo las habilidades geométricas que pamnaesarrollar. Ademas se considera que los
resultados de esta investigacion pueden consideraosno puntos de partida para futuras
indagaciones, tales como: Ubicados en la ensefidmia Geometria en 1° Afio de la Educacion
Secundaria: ¢qué otros materiales didacticos cmsgrei es que existen, se utilizan fuera de
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Iberoamérica?, ¢, cuéles son los riesgos de un apmipiado de los materiales didacticos concretos?,
¢qué instancias de formacion de profesores seerequpara contribuir a un uso intencional y
responsable de los materiales didacticos concrems@l mismo nivel educativo, pensando ahora en
el area Mateméatica en general: ¢cuales otros miagerdidacticos concretos existen para los
restantes ejes?, ¢por qué, a pesar de conoceesefictns y contar la institucion con ellos, los
materiales did4cticos concretos a veces no sossadlas clases?

Entre tantos otros interrogantes que pueden iriesudg y cuyas puertas se espera haber
abierto desde esta investigacion. Para finalidacpasiderar a la Geometria como la comprension
del espacio que nos rodea, tal como lo expresadénthial (1991, citado por Vilchez, 2004) en la
siguiente definicion: “La Geometria es aprehendlespacio... ese espacio en el que vive, respira y
se mueve el nifio” (p. 30), los materiales didasticoncretos han mostrado ser una herramienta muy
Gtil para alcanzar este aprendizaje. Asi, se esgdrer colaborado en la generacion de conocimiento
sobre este tipo de materiales y, de este modoxiapamos un poco mas a lograr que la ensefianza y
el aprendizaje de la Geometria en 1° Afio de la &dan Secundaria puedan gozar de los beneficios
que brinda una utilizacién responsable y reflexigdos mismos.
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