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La nocién de derivada de una funcién aparece en el B.U.P en e# pro-
grama de 2 curso,para ampliar su estudio en el curso siguiente,en el
'que ya se trata,entre otras cosas,el cdlculo de derivadas de funciones
tales como la exponencial,logaritmica,trigonométricas,etc.

También se estudia en el B,U.P el problema de”dada una funcidén F(x),
encontrar otra funcidn £(x),tal que £’(x) = 7 (x)’. Este problema es,en
definitiva,el problema de la integracién. A la funcidén £(x)_se le llanma
funcién primitiva de F(x).

Ahora bien,hay que hacer notar que mientras la funcidn derivada de
/fx),es decir,F(x),es (nica,no ocurre asi con la funcidn primitiva de
Ffx),puesto que cualquier funcidn tiene infinitas primitivas,todas ellas
diferenciadas en una constante.

Asi,si £: Remee— R/ f(x) = 2x3 , entonces
£ | Rt ™ R £ ) ks o) 5 B
Sin embargo,dada F: Re———3 R/ Fl(x) = gx® ;cualquier funcidn

3 LRI
# C ,con C real,serd primitiva

g! Re—— R [glx) = 2x
de Flx),ya que ¢'(x) = F(x).En el caso en que C = 0 ,tendriamos la pri-

mitiva A(x).

31




Por otra parte,mientras que encontrar la derivada de una funcidn re-
sulta relativamente fdcil al alumno de Bachillerato,el problema de ha -
llar una primitiva es mucho mAs escabroso,especialmente para algunas fun
ciones,por lo gue,sin lugar a dudas,la integracidén es mucho més diffcil.

Aqui vamos a presentar una serie de problemas en los que el proceso
de integracién se hace afin mds diffcil,y que van a dar lugar a las ecua-
ciones diferenciales. No por su dificultad han de omitirse;muy al contra
rio,ya que se trata de una materia con un amplio campo de aplicacidn y
que es fundamental para el estudio de gran parte de las ciencias.

Una ecuacion diferencial de ﬁrimer orden es una scuacién en la que
aparece una funcidn desconocida,su funcidn derivada y,posiblemente,otras
funciones conocidas., Por lo tanto,se tratstéd de encontrar un conjunto de
funciones gque la verifiquen(solucidn general) y,de entre todas ellas,una
que verifigue unas condiciones - & las que se suele llamar "condiciones
iniciales" -(solucién particular).

Si el mayor de los érdenes de la derivada de la funcibn desconocida
que aparece en la ecuacidn es dos,tres,.....,la ecuacidén diferencial es,
Arespectivamente,de orden dos,tres,...

Nuestro interés se va a centrar primordialmente en estudiar algunos
problemas de las ciencias cuyos modelos matemédticos correspondientes son
ecuaciones diferenciales,es decir,intentaremos ilustrar cdémo aparecen es
tas ecuaciones,aunque también resolveremos los casos més simples que se
nos puedan presentar.

MOVIMIENTQ DE CAIDA LIBRE EN EL VACIO.

El movimiento de cafda libre en el vacfo es un movimiento uniforme-

mente acelerado cuya aceleracidén,la de gravedad,notaremos con g. ILa velo
cidad y el espacio recorrido serdn funciones de %,y sabemos,por defini-
cidn,que la aceleracidén es la derivada de la velocidad respecto al tiem-

po. Esto es

’

dv/dt = g o,con otra notacibén, wv’'= g
Se trata ahora de encontrar la funcidn »(%) que verifique esa ecua-

cidén en la que aparece su derivada. Evidentemente es una ecuacidén dife-
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rencial de muy sencilla resolucidn;del tipo 2'(x) = gfx).

Para resolverla,habréd que buscar una funcidn £(x) cuya derivada sea
g(x)po sea,una primitiva de g(x). El conjunto de funciones solucién seréd,
por tanto,la integral de gfx)

£(x) = pglx) dx

Esta serd la solucidn general de la ecuacidén diferencial. Con las

condiciones iniciales que se le imponen a la ecuacidn,se obtendrd el va-

lor de la constanteC de integracién,con lo que tendremos la solucién par

ticular.

En el casoc gque nos ocupa,sera
v'zg=mv(t) =g dt = gt + C (Sol.gral)
Y,como en el momento de dejar caer el objeto es Z=0:¥=0 1éstas serdn
las condiciones iniciales que nos van a :Rermitir obtener el valor de la

constante Cy,por tanto,la solucién particular del problema -:
'
Para calcular ahora el espacic recorrido al cabo de Z segundos,ten-
dremos en cuenta gue,por definicidn,la velocidad es la derivada del espa
cio respecto al tiempo. Asi
de/dt = v = g¢ ,0 bien , e’z gt

Procediendo del mismo modo,resulta

ef(t) =pgt dt =1/2 giz

+ C (Sol,gral.)

Y teniendo en cuenta las condiciones iniciales ( £ = e =0):podremos
obtener la constante de integracién y,por consiguiente,la solucidn par-
ticular del problema,esto es,la expresién del espacio recorride por el
objeto en caida libre al cabo de Z segundos.:

ljru = 172 gzin

ESTUDIO DEL CRECIMIENTO DE UNA POBLACION.

Vamos a tratar de extraer de él,muy someramente,un modelo matemdtico
que se ajuste,en la medida de lo posible,al problema en cuestidn.

Supongamos la funcidn Z(£) que va a representar la poblacién de una
especie particular y que,obviamente,depende del tiempo. Si tratamos de

crecimiento o de razén de cambio nos referimos,evidentemente, a la fun-
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_cidn derivada.

Pero la diferencia de poblacidén entre dos instantes de tiempo deter-
minado no es mds que la diferencia entre el nimero de nacimientos y el

de defunciones. Por ello,podemos escribir

L) = n® de nacimientos - n° de defuncs.

Para construir un modelo matemdtico sencillo y que no se aleje en dg
masis de la realidad,vamos a considerar algo que parece razonable : el
ntmero de nacimientos y el némero de defunciones son,ambos,proporciona-
les a la poblacibn,ya que si ésta se aupiica o triplica,parece légico
pensar que también lo haga 1a cantidad de nacidos y la de muertos. Por
lo tanto,

N° de nacims. en un tiempo & = kA'£(2)

N°® de defuncs. en un " (Db S )

fsi,nes queaa

2(4) = k*p(L) = k'TE(E) = k £(2E) ,ecuacién
diferencia} que representa al modelo matemdtico construido a partir del
krecimiento de una poblacién y que, segin los supuestos realizados,no se
ajusta totalmente al problema,pero si hemos tratado de que se acerque
lo mas posible.

Para resolver la ecuacién diferencial £'(x) = k £(x), con keR,utili-
zaremos el método de "separacidén de variables",esto es,dejaremos en un
miembro la funcidn desconocida y su derivada,y en el otro el resto de
las funcionesja continuacién,integraremos ambos miembros. Asi,obtendre-
mos,como solucidén general,el conjunto de funciones

L, T el e e B ST )

De todas ellas,la que verifique las condiciones iniciales serd la
solucién particular. Caleulemos,por ejemplo,la poblacién espafiola que
cabria_estimar para el afio 2000, tomando & = 07009 (tasa de crecimiento)
y partiendoc de una poblacidén inicial de 35 millones,la de 1980

En este caso concreto,la solucidén general toma el aspecto

kit

$ ={ A(t) = C'. &~ / C’e R} ,donde,para

£=0 (1989 es Z2(0) = 35.706. Entonces,

34




£00) = 35.706 P ek'o —i O 35.706 yspor tanto,la poblacidén en el

afio 2000,esto es,para ¢ = 20 ,serd

6 05009 520 6 0
e

6
2020) = 35,705, = 35.70%, 20778242, 8410

La ecuacién diferencial resuelta anteriormente es un caso particular
de la llamada ecuacidén lineal de primer orden ( f’(x) = f(x).g(x) +h(x)}
que suele aparecer con bastante.Frecuencia a la hora de ajustar modelos
matemdticos a problemas de Arquitectura,F{sica,Biologfa,Economia,etc.

Pasemos a resolver un caso particular,el de la llamada ecuacién li-
neal homogénea,que se presenta cuando h(x)=0. Por ejemplo : Dada la ecua
cidn £'(x) = £(x) cos x,encontrar la solucidén que verifique la condicidn
inicial £(0)=2.Utilizaremos también aqui ¢l método de separacién de va-
riables

£'(x) = £lx) cosx =3 £'(x) / £(x) = cosx ==2'(x) /£(x) dx =

:/coax dx, Luego,

Ln L) =" sen x # Gy Px)i=z e G Gl asy decir,la
solucién general de la ecuacién serd el conjunto

S e st e et Bp iy
La solucidn particular serd la que verifique la condicidn inicial
£(0) = 2 ,por lo que
ArolssetB O Tee s el Tn i Uil
y,por consiguiente, tendremos,como sclucidn del ejercicio,la funcidn
Lix) 202 E/.:enx

Veamos,finalmente,cdmo podria resolverse el caso general de ecuacidn
diferencial de primer orden : /£'(x) = Af(x) . g(x) # Alx),con A(x) { 0

Adui,camo puede apreciarse,no podemos aplicar directamente el método
de separacidén de variables,ya que si pasamos el términc de £(x) al pri-
mer miembro nos quedard

L) S e ) R g () s TR
y la integral de este primer miembro no nos resulta conocida. Ahora bien,
multiplicando por un determinado factor,podemos conseguir que dicho miem

bro sea precisamente la derivada de un producto de funciones,con lo que
la integral se reduciria,precisamente,a ese producto de funciones. Sea
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el producto A(x).t(x), Su derivada sabemos que viene dada por
( £(x) o 2(x) )" = £'(x) . ix) + A TS e
lo que sugiere multiplicar el primer miembro de la ecuacidén diferencial
por una funecién 2(xJ, Pero,équé funcidn habrid de ser #(x)? Veamos
Comparando L70x) « 2(x) - £(x) . glx) . 2 x) con la expre
sién anterior,se deduce que tiene que ser
t'(x) = - gfx) . t(x) ,ecuacién diferencial lineal

homogénea gque resolveremos asi

ti(x) J £(x) = - glx) =2 [£'(x) [ (<) dx = J-g(x) dx =}
—sln #(x) = f-glx) dx = ‘i(x) = elreli

y,una vez conocida #(x),bastard multiplicar ambos miembros de la ecua-
eidn diferencial en cuestidén por dicha funcidn y estaremos en condicio-
nes de integrar..Veamos un ejemplo de resolucién por este método del
"factor de integracién"

Sea la ecuacidn

2
L(x) = 4x f(x) # 2x e

que ha de verificar la condicidn inicial £(7) = 322.

Pasando el término en k(x) al primer miembro y multiplicando ambos
Tt dx . =2x
i(x) = e = e

por , resulta

(;.fl(:c) ; evzsz‘ 2y f(,/;(x_) o e.-zxzjld)c = [2x rll‘x =

er

=/(x) . ézxz = xz + C =Y L(x) = ( xz Sl GRS e ,con lo que la
solucién general de la ecuacién es el conjunto

Sazalt Al )y=tl e ) ezxz i GlER: Y.

calculemos ahora el valor de C correspondiente a la solucién parti-

cular que verifica LT e= 332‘:

Fers T e G Rl e
de donde C =2 y,como solucién del ejercicio,la funcién

RS R e ] e T

Hemos visto una serie de problemas que se reducen a una ecuacidn di

ferencial de primer orden. Ahora bien,hay multitud de problemas en los

que las ecuaciones diferenciales que aparecen,al ajustarles mcdelos ma-
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temdticos son,bien de un orden superior;bien de primer orden,pero de re
solucién mucho mds complicada.Es por ello que no incluimos aqui ninguno;

creemos que su captacidn escaparfa al alumno de Bachillerato.
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