
UNA INTRODUCCION A LAS lCUACIONlS 

DITlRlNC IALlS lN ll BACHILLlRATO. 

Jo~~ lui~ 9allego 9a~cla 

I . N. B de Alcanta~illa ( ~u~cia ) 

La noción de derivada de una función aparece en el B.U.P en el pro

grama de 2° curso , para ampliar su estudio en el curso siguiente , en el 

que ya se trata , entre otras cosas , el cálculo de derivadas de funciones 

tales como la exponencial , logarítmica , trigonométricas,etc. 

También se estudia en el B.U . P el problema de"dada una función T(x), 

encontrar otra función t(x) , tal que t '(x) T (x)~ . Este problema es,en 

definitiva , el problema de la integración . A la función t(xJ.se le llama 

función primitiva de T(x). 

Ahora bien , hay que hacer notar que mientras la función derivada de 

t(x),es decir , T(x) , es Única , no ocurre así con la función primitiva de 

T(x),puesto que cualquier función tiene infinitas primitivas , todas ellas 

diferenciadas en una constante. 

Así , si t: R~ R / t(x) = 2x3 , entonces 

t '= T : R- R lt '(x) = T(x) = 6x2 

Sin embargÓ , dada T: R~ R / T(x) 6x2 ,cualquier función 

g : R~ R /g(x) = Zx 3 
+ C ,c on C real,será primitiva 

de T(x),ya que g'(x) = T(x) . En el caso en que C = O , tendríamos la pri-

mi ti va tr x J. 
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Por otra parte,mientras q ue encontrar la deri vada de una función r e

sulta relativamente fácil al ~lumno de Bachillerato,el problema de ha -

llar una primitiva es mucho más escabroso,especial mente para a l gunas fuQ 

ciones,por lo que , sin lugar a dudas , la integración es mucho más difícil. 

Aquí vamos a presentar una seri e de p r oblemas en los que el proceso 

de integración se hace aún más difícil,y que van a dar lugar a las ecua 

c i ones d ife r enci a l es . No por su dificultad han de omiti r se ; muy al contr~ 

rio,ya que se trata de una materia con un amplio campo de aplicación y 

que es fundamental para el estudio de gran parte de las cienci as , 

Una ecuación diferencial de prime r o r den es una ecuación en la que 

aparece una funci0n desconoci da,su función derivada y , posiblemente , otras 

funciones conocidas . Por lo tanto , se t.ra'k<J~~de encontrar un conjunto de 

funciones que la verifiquen(solución general) y , de entre todas ellas , una 

que verifi~ue unas condiciones - a las que se suele llamar "condiciones 

iniciales" - (solución parti cular) . 

Si el mayor de los Órdenes de la derivada de la función desconocida 

que aparece en la ecua ción es dos , tres, • ...• , la ecuación diferencial es , 

respectivamente,de orden dos , tres, . • • 

Nuestro interés se va a centrar primordialmente en estudiar algunos 

problemas de las ciencias cuyos modelos matemáticos correspondientes son 

ecuaciones difer encial es , es decir , i n tentaremos ilustrar cómo aparecen e~ 

tas ecuaciones , aunque también resolveremos los casos más simples que se 

nos puedan presentar . 

MOVIMIENTO DE CAIDA LIBRE EN EL VACIO . 

El movimiento de caída libre en el vacío es un movimiento uniforme

mente acelerado cuya aceleración,la de gravedad,notaremos con g . La velg 

cidad y el espacio recorrido serán funciones de l , y sabemos , por defini 

ción,que la aceleración es la derivada de la velocidad r especto al tiem 

po . Esto es 

dv/dl = g o , con otra notación, v ' = g 

Se trata ahora de encontrar la función v(l) que verifique esa ecua

ción en l a que aparece su derivada . Evidentemente es una ecuación dife-
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rencial de muy sencilla resoluc i ón;del tipo t ' (x ) = g(x) , 

Para resolverla , habrá que buscar una función /(x} cuya derivada sea 

g(x }p sea , una primitiva de g(x) . El conjunto de funciones solución será, 

por tanto,la integral da g(x) : 

/.(x.) = ¡g(x) dx. 

Esta será la solución general de la ecuación diferencial . Con las 

condiciones iniciales que se le imponen a la ecuación , se obtendrá el va

lor de la constanteC de integración , con l o q ue tendremos la solución PªL 

ticular. 

En el caso que nos ocupa . será : 

u'=g=!> u(i) =¡g di = gi + C (Sol..g11.at.J 

Y, como en el momento de dejar caer el objeto es i= o . y =D . éstas serán 

las condiciones iniciales que nos van a :~ermi ti r obt ener el valor de l a 

constante Cy , por tanto , la solución parti c ular dei problema 

l ur iJ = g i 1 

Para calcular ahora el espacio recorri do al cabo de i segundos ,t en

dremos en cuenta que , por definición , la velocidad es la der ivada del e sp~ 

cio respecto al tiempo. Así : 

de/di u = gi ,o bi en , e' = gi 

Procediendo del mismo modo,resulta 

e(iJ =¡gi di =112 gi 2 + C ( Sot. . g11.a,J . J 

Y teniendo en cuenta las condiciones inicial es ( i e =o) ., podr emos 

obtener la constante de integración y,por consiguiente , la solución par

ti cular del problema , esto es , la expresión del espacio r ecorrido por el 

objeto en caída libre al cabo de i segundos. : 

1 e(t) = 112 gi2 

ESTUDIO DEL CRECIMIENTO. DE UNA POBLACION . 

Vamos a tratar de extraer de él , muy someramente , un modelo matemático 

que se ajuste , en la medida de lo posible , a l problema en cuestión . 

Supongamos la función /(i} q ue va a representar la población de una 

especie particular y que , obviamente , depende del tiempo . Si tratamos de 

crecimiento o de razón de cambio nos referimos , evidentemente, a la fun-
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ciÓn derivada . 

Pero la diferencia de población entre dos instantes de tiempo deter

minado no es más que la diferencia entre el número de nacimientos y el 

de defunciones. Por el lo,podemos escribir 

t'(t) = n° de nacimiento~ - n° de de/une~ . 

Para construir un modelo matemá tico sencillo y que no se aleje en d~ 

masí a de la realidad,vam os a consi derar algo que par ece razonable : el 

número de nacimientos y el número de defunciones son , ambos , proporciona

les a la población,ya que si ésta se duplica o triplica , parece lógico 

pensar que tam bién lo haga la cantidad de nacidos y la de muertos . Por 

lo tanto , 

Así , nos q.ieai. 

Nº de nacims . en un tiempo t 

Nº de defuncs . en un 

k ' tft) 

k " tft) 

t ' (t) = k ' tft) - k " t(t) = k t(t) , ecuación 

diferencial que representa al modelo matemático construido a partir del 

crecimiento de una población y que , según los supuestos realizados,no se 

ajusta totalmente al probleme , pero sí hemos tratado de que se acerque 

lo más posible. 

Pare resolver la ecuación diferencial t'(~) = k tr~J . con kER, utili-

zaremos el método de " separación de variables" , esto es , dejaremos en un 

miembro la función desconocida y su derivada , y en el otro el resto de 

las funciones ; a continuación . integraremos ambos mi embros . Así , obtendre

mos , como solución general , el conjunto de funciones 

S = { tf ~) = C'. eh / C'E R ) 

De todas ellas,la que verifique les condiciones iniciales será la 

solución particular . Calculemos , por ejemplo , la población española que 

cabría estimar para el año 2000 , tomando k = 0'009 (tasa de crecimiento) 

y partiendo de una población inicial de J5 millone~ , la de 1980 

En este caso concreto , la solución general toma el aspecto 

S = { t.ft) = C' . ekt / C'E R) ,donde , para 

t:O (198$ es /(0) 35 . 10 6 • Entonces , 
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/,(0) = 35 . 10 6 = C' • .,k . O ~ C' = 35 . 10 6 y , por tanto , la población en el 

año 2000 , esto es , para l = 20 ,s era 

'(20) -- 35 . 106 • • 0 . 009. 20 __ 6 0 , 18 6 ,_ ~ 3 5 • 1 O • e " 4 2 , 8 4 .1 ó 

La ecuación diferencial resuelta anteriormente es un caso particular 

de la llamada ecuación linea l de primer orden ( f ' (x) f(x) . g(x ) +h (x) ~ 

que sue l e apa r ecer con bas t an t e f recuencia a la ho ra de ajustar modelos 

matemáti co s a problemas de Arquitectura,F! s i c a,Biolog{ a , Economía , etc . 

Pasemos a resolver un caso particular ,el de l a l l amada ecu ación li 

ne al hom ogéne a, que so presenta · cuando h(x)=O . Por ejemplo : Dada la ecu~ 

ción /, ' (x) = /,(x) co6 x , encontrar la solución que verifique la condi ci ón 

inicial /,(0) : 2 . Utilizaremos tambiéri aquí el método de separación de va

riables 

/, ' ( x) 

=f co.6x 

Ln /,(x) 

/,(x) co6x ~ /, ' (x ) / /,(x) 

dx . Luego , 

: 6en X + ( y 

~'(x) //,(x) dx 

C'e6 enx , es decir , la 

solución general de la ecuación será el conjunto 

S : ( /,( x) ; e 6 en X , ( 'I ( '¡; Í/ } 

La solución particular será la que verifique la condición inicial 

/,(0) = 2 , por lo que 

/,(0) = .6en O 
e 

y , por consiguiente , tendremos , como solución del ejercicio , la función 

/,(x) = 2 ,,,.6enx 

Veamos , finalmente , cómo podría resolverse el caso general de ecuación 

diferencial de primer o r den : /,'(x) = /,(x) , g(x) + h(x) , con h(x) / O , 
Aquí , como puede apreciarse , no podemos aplicar directamente el método 

de separación de variables , ya que si pasamos el término de /,(x) al pri 

mer miembro nos quedará 

/,' ( x) - /,(x) • g(x) = h(x) , 

y la integral de este primer miembro no nos resulta conocida . Ahora bie~ 

multiplicando por un determinado factor,podemos conseguir que dicho mie~ 

bro sea precisamente la derivada de un producto de funciones , con lo que 
la integral se reduciría , precisamente , a ese producto de funciones . Sea • 
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el producto tfx) .t(x) . Su derivada sabemos que viene dada por 

( t(x) • t(x) )' = t'fx) t(x) • tfx) . t ' (x) , 

lo que sugiere multiplicar el primer miembro de la ecuación diferencial 

por una función t( x ). Pero ,( qué función habrá de ser t (x)? Veamos 

Comparando t 'fx} • tfx) - tfx) g(x) • tfx) con la expr.!1_ 

sión anterior, se deduce que tiene que ser 

t'(x) = - g( x) . tfx) , ecuación diferencial lineal 

homogénea que resolveremos- así 

t ' ( x) t( x) = - g(x) ~ ft'(x) / t(x) dx = f-g(x) dx ==j 

~ln tfx) = f-g(x) dx ~ t(x) = er -g(x.) dx 

y,una vez conocida t(x),bastará multiplicar ambos miembros de la ecua

ción diferencial en cuestión por dic ha función y estaremos en condicio

nes de integrar . •Veamos un ejemplo de resolución por este método del 

"factor de integración" 

Sea la ecuación 

t'fx) = 4x tfx) • 2x 

que ha de verificar la condición inicial tf1) = Je2 • 

Pasando el término en tfx) al prim er miembro y multiplicando ambos 

por 

( t.rx J 

~tfx) 

f - 4x dx - 2x2 
t(x) = e = e , resulta 

= 2x ~ f (trxJ 

x
2 • e ) 

f2x dx ~ 

2x2 
e , con lo que la 

solución general de la ecuación es el conjunto 

2 2x 2 
s = ( tf x) = ( X • e ) . e • <: €R } • 

Calculemos ahora el valor de C 

cular que verifica tf1) Je2 . : 

tf1) ( 12 • 

correspondiente a la solución partí -

2 
e ) . e 2 · 7 = ( 1 • e) 

de donde e = 2 

tf x) 

y, como solución del e j ercicio , l _a función 

( x2 • 2 ) • e2x2 

Hemos visto una serie de problemas que se reducen a una ecuación di 

ferencial de primer orden . Ahora bien , hay multitud de problemas en l o s 

que las ecuaci ones diferenciales que aparecen, al ajustarles modelos ma-
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temáticos son , bien de un orden superior ; bien de primer o r den , pero de r ! 

soluci6n mucho más complicada.Es por ello que no inclui mos aquí ninguno ; 

creemos que su captaci6n escaparía al alumno de Bachillerato . 
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