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A partir de que Arthur Cayley y George Salmon probaron en 1849 que toda superficie cubica suave contiene 27 rectas
sobre los nimeros complejos, el interés por parte de los matematicos en la geometria algebraica crecié enormemente
en Europa. Se entiende por superficie cubica suave el conjunto de ceros de un polinomio de grado tres en el espacio
proyectivo que no contenga singularidades. Un ejemplo de dicha superficie, donde las 27 rectas son ademas reales,
viene dado por las siguientes ecuaciones:

BB ARG+ =0,

LEn+n+n+x=0

Dicha superficie fue descubierta por Alfred Clebsch en 1871 [1]. Debido a la apariciéon progresiva de otras muchas
superficies, los matematicos se vieron en la necesidad de visualizarlas para estudiar sus propiedades, surgiendo asi la
construccion de modelos. EI mismo Clebsch mandé construir en 1872 un modelo de escayola de la superficie
mencionada anteriormente (Figura 1) ilustrando las 27 rectas (nétese que, al ser las 27 reales, éstas pueden ser
representadas en un modelo).

Figura 1. Modelo de la superficie de Clebsch, por Adolf Weiler (1872).

El caso de las superficies cubicas con singularidades fue considerado por Ludwig Schiafli y A. Cayley, quienes las
clasificaron en 20 tipos en 1863 y 1869, respectivamente. Posteriormente, Carl Rodenberg presentd en su tesis en
1878 oftro tipo de clasificacion de estas superficies construyendo modelos para ilustrar cada tipo de singularidad. Su
director de tesis, Felix Klein, fue el principal promotor de la produccién y distribucién de modelos matematicos con
propésito educativo en Alemania a finales del siglo XIX y principios del XX. Ademas, junto con el matematico Alexander
von Brill fundd la compaiiia Brill-Schilling (que tuvo lugar desde 1888 hasta 1935), responsable de distribuir copias de
los modelos por universidades, museos y escuelas en Europa. Colecciones de dichos modelos pueden encontrarse
actualmente en varias universidades europeas. Una recopilacién de fotos y explicaciones matematicas de varias de
estas colecciones puede encontrarse en [2]. La coleccion de la Universidad de Groningen (Holanda) ha sido también



objeto de estudio en la tesis de Irene Polo-Blanco [3]. Parte de la serie dedicada a las superficies cubicas de dicha
coleccion se muestra en la Figura 2.

Figura 2. Superficies cubicas con singularidades. Serie VII, catélogo Schilling.
(Inventario de la Universidad de Groningen).

Aunque estos modelos dejaron de construirse a partir de 1935, actualmente, gracias al desarrollo de software de
visualizacion, se pueden representar faciimente las superficies. Estas representaciones por ordenador, a diferencia de
los modelos sdlidos de escayola, permiten mostrar la superficie matematica exacta. Por ejemplo, la superficie de
Clebsch contiene siete pasajes (o agujeros), de los cuales soélo tres aparecen en el modelo de escayola (pues el interior
del modelo esta relleno para conseguir una estructura sélida). A continuacién mostramos una representacion usando el
software POV-Ray junto con el modelo de escayola. Los cuatro pasajes que no se pueden apreciar en el modelo
aparecen indicados con flechas en la Figura 3.

Figura 3. Izquierda: representacién de la superficie de Clebsch en POV-Ray.
Derecha: modelo de la superficie de Clebsch en escayola por Cayetano Ramirez (2005).

Muchas de las colecciones de modelos vendidas por estas compafiias se conservan hoy en dia, no tanto quizés por su
valor didactico sino, sobre todo, por su belleza artistica. Ademas, podemos encontrar otros ejemplos mas recientes de
construcciéon de esculturas o modelos de superficies clbicas. Concretamente, el matrimonio Claudia Carola Weber y
Ulrich Forster construyeron, con motivo del 150 aniversario del nacimiento de Klein, una escultura de barro cocido de la
superficie de Clebsch, actualmente situada en la cafeteria de la Universidad de Diisseldorf. Posteriormente, Oliver Labs
y Johnatan Chertok realizaron la serie de Rodenberg en escayola utilizando una impresora 3D (Figura 4).

Figura 4. l1zquierda: modelo de barro de la superficie de Clebsch
(Universidad de Dusseldorf). Derecha: serie de Rodenberg con impresoras 3D.

Nueva generacion de modelos de superficies cubicas



En la primavera de 2005, a raiz de que el escultor Cayetano Ramirez restaurara los modelos de escayola de la
coleccion de la Universidad de Groningen, surgid la idea de realizar otros modelos con una técnica y material
diferentes, con el fin de que se pudiera representar la superficie matematica exacta. El resultado se presenta en detalle

a continuacién donde describimos el proceso de creacién, desde la técnica utilizada en las representaciones por
ordenador hasta la obtencién de las esculturas finales.

Proceso de creacion artistica

El software utilizado para la representacion es POV-Ray. Después de seleccionar tres superficies de la serie de
Rodenberg, se representaron utilizando este programa como se ve en la Figura 5.

Figura 5. Tres superficies cubicas en POV-Ray.

La superficie de la izquierda es la superficie de Clebsch con sus 27 rectas. La superficie del centro, conocida como
superficie de Cayley, contiene 4 puntos singulares 41 (el méaximo posible en una superficie cubica) y 9 rectas.
Finalmente, la superficie de la derecha muestra un tipo de singularidad D4 y contiene 6 rectas.

Ademas, se dibujaron distintas secciones de cada modelo asi como sus respectivos bordes, resultado de intersecar la
superficie con un cilindro (ver Figura 6).

Figura 6. Planos de la superficie de Clebsch.

Utilizando estos planos, se construyeron patrones de madera a tamafo natural que ayudarian al escultor durante el

proceso de creacion. La realizacion de la figura comienza con un cilindro de poliespan que se va modelando hasta
obtener el modelo deseado (ver Figura 7).

Figura 7. Proceso de creacién artistica del modelo.



Posteriormente, se recubrio la figura de poliespan con una capa muy fina de resina liquida (Figura 8) y fibra de vidrio.
Sobre ésta, con el fin de representar las rectas contenidas en cada superficie, se superpusieron hilos de colores.

Figura 8. Modelos de poliespan de las tres superficies cubicas.

Al destruir el interior de poliespan se obtuvo la escultura final, que se muestra en la Figura 9.

Figura 9. Esculturas finales de las tres superficies cubicas.
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