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Resumen

Palabras clave

El presente trabajo damos continuidad a nuestra propuesta de ensefianza sobre la
generalizacion de una de las proposiciones mas famosas de la Matematica: el teorema de
Pitagoras. En dicho trabajo se propone una secuencia de actividades, atendiendo al
tratamiento que presenta Euclides para este tema en Elementos, pretendiendo asi
contribuir con el desarrollo de un pensamiento cuantitativo no numérico. Posterior a la
puesta en practica, describimos algunos indicadores basados en la organizacion cognitiva
del conocimiento matematico y las taxonomias SOLO, que nos permitiera detallar de
forma cualitativa el razonamiento de los aprendices. lustrar la construccion de tales
indicadores y el andlisis de las evidencias con base en estos, se configura en el proposito
de este documento.

Teorema de Pitagoras, conocimiento conceptual, conocimiento procedimental,
taxonomias SOLO.

Title

Abstract
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New conception of the Pythagorean theorem, beyond the squares. Trajectory of
learning analyzed from a cognitive organization

The present work gives continuity to our teaching proposal on the generalization of one
of the most famous propositions of mathematics: the Pythagorean theorem. In this work,
we propose a sequence of activities, according to the treatment presented by Euclid for
this theme in Elements, aiming to contribute to the development of quantitative non-
numerical thinking. After the implementation, we described some indicators based on the
cognitive organization of mathematical knowledge and SOLO taxonomy, which would
allow us to qualitatively detail the reasoning of the apprentices. To illustrate the
construction of such indicators and the analysis of the evidence based on these is
configured in the purpose of this document.

Pythagorean theorem, conceptual knowledge, procedural knowledge, SOLO taxonomy

1. Introduccién

El Teorema de Pitagoras se concibe, en el libro Elementos, como un mecanismo para la adicién
de magnitudes superficiales de cualquier tipo. Esta perspectiva, poco abordada en la ensefianza de la
Matematica en la educacion basica y media, se encara con los estudiantes de un curso de grado décimo
del Colegio Técnico Comercial Manuela Beltran (Bogota-Colombia), cuyas edades se encuentran
entre los 15 — 17 afios. La implementacion se lleva a cabo a través de una secuencia de tareas, de la
cual generamos un referente constituido por indicadores de analisis, por medio de la implementacion
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de una secuencia de tareas. Como producto de dicha implementacion generamos un referente
constituido por indicadores de analisis, que permiten describir cualitativamente los aprendizajes de los
aprendices al resolver las actividades.

Para construir tal referente e indicadores de analisis, inicialmente, tomamos como referencia los
dos campos del conocimiento matematico que plantea Rico (1997) (el conocimiento conceptual y el
conocimiento procedimental), para luego hacer un paralelo entre el conocimiento procedimental (los
razonamientos, especificamente) y la clasificacion de los aprendizajes descrita en las taxonomias
SOLO (Structure Observed Learning Outcomes), sugeridas por Biggs y Collis (1982), con los cuales
se construyen los indicadores de analisis para las producciones de los aprendices. Seguido de esto,
llevamos a cabo un andlisis de actuacion® contrastando los indicadores establecidos y las evidencias
disponibles del trabajo, explicitando las observaciones que consideramos pertinentes.

2. Construccion del referente para el analisis de las evidencias

La elaboracion del marco conceptual toma como referencia un marco teérico que contempla los
campos de conocimiento de Rico (1997) y este se complementa en un punto especifico con un
segundo marco tedrico dado por la taxonomia SOLO propuesta por Biggs y Collis (1982). Esto
permite generar una vision mas amplia del aprendizaje al ser este evaluado desde una perspectiva
bidimensional y servira para la determinacion de los indicadores, con base en los cuales llevamos a
cabo el analisis de las evidencias sobre el trabajo hecho por los aprendices que desarrollaron las
actividades propuestas.

Tomamos como referencia para argumentar nuestra propuesta otras investigaciones en esta
misma linea las cuales han presentado la elaboracién de marcos conceptuales desde la interseccion de
dos 0 mas marcos teéricos determinados, con el fin de generar relaciones que permitan evaluar el
aprendizaje. Huertas (1997) por ejemplo, presenta un marco conceptual tridimensional a partir de los
marcos tedricos dados por el Modelo de Van Hiele, la taxonomia de SOLO y los mapas conceptuales y
desarrolla métodos independientes para evaluar a los estudiantes, ampliando la vision del aprendizaje.
Cada marco teorico es representado en un eje del plano x, y, z, y mide aspectos distintos del
aprendizaje determinando tres planos (XY, YZ y XZ) que razonablemente estan relacionados y
generan criterios mas especificos para medir el aprendizaje. Asi mismo en Huertas (1999) se
especifica el método utilizado para evaluar el plano XY, las relaciones y conclusiones de andlisis
comparado entre los dos marcos tedricos involucrados.

Para nuestro caso seguiremos esta linea para proponer el marco conceptual bidimensional en el
gue, como ya se dijo, contamos con los marcos tedricos de los campos conceptuales y la taxonomia
SOLO, sin embargo, se tienen algunas discrepancias en el método como estos se relacionan dado que
el segundo marco teérico complementa el primero, por lo que no es posible representarse en ejes ni
generar un plano (completo) de relaciones entre los dos. En el siguiente apartado se explicitan las
generalidades de cada marco tedrico y posteriormente se muestra el método usado para
complementarse y generar las relaciones.

! Entendemos este analisis desde la perspectiva de Gémez (2006)
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2.1. Generalidades de la propuesta de ensefianza

Antes de iniciar con el detalle de la construccién del referente que nos permitira llevar a cabo el
analisis, creemos pertinente ilustrar al lector sobre las generalidades de la propuesta que construimos,
la cual se precisa en “autores” Quintero-Suica y Valderrama (2015-b). Para llevar a cabo esta empresa,
asumimos al experimento de ensefianza como orientador de la actividad en el aula. Esto nos conduce a
la construccion de una trayectoria hipotética de aprendizaje?, la cual comporta la determinacion de un
objetivo de aprendizaje, las tareas que promoveran el aprendizaje de los conceptos matematicos de
interés, y la hipotesis sobre el aprendizaje de tales conceptos. Asi, claramente, asumimos el rol de
docentes y de investigadoras a la vez, lo que redunda en la modificacion de la secuencia de ensefianza
de acuerdo con las producciones de los estudiantes.

Teniendo en cuenta los aspectos que acabamos de sefialar, definimos los objetivos de
ensefianza. Uno de estos, pretende conducir a los aprendices a conjeturar y verificar el teorema de
Pitagoras, inicialmente con superficies cuadradas (el cual es el caso usual en esta proposicion), para
luego ampliar tal conjetura y verificarla para cualquier poligono. Por ultimo, las tareas conducen a los
aprendices a generalizar tal teorema para superficies con simetria axial, e incluso sin algin tipo de
simetria.

Toda vez que definimos los aspectos metodologicos y los objetivos que orientan el trabajo de la
clase, construimos la secuencia de tareas, el cual se divide, grosso modo, en tres momentos especificos
de la propuesta. Tales momentos los describimos a continuacion, presentando las preguntas
orientadoras en cada caso:

Primer momento: En este momento pretendemos que se efectle una comparacion entre superficies
cuadradas con material concreto. Esta comparacién debe producir la asociacion de la suma de dos
cantidades de superficie cuadradas determinadas con una tercera cantidad del mismo tipo. Las tareas
de este primer momento se ilustran en la Tabla 1.

Primera tarea

Segunda tarea

Tercera tarea

Cuarta tarea

Tome los cuadrados
nombrados cada uno con los
literales Ay B. Encuentre un
cuadrado entre las opciones C,
D y F tal que la cantidad de
superficie de este Gltimo
cuadrado represente la suma
de las cantidades de superficie
de los cuadrados Ay B.
Indique su respuesta y
explique ¢cuéales fueron sus
estrategias para elegir una de
las opciones y descartar las
otras dos?

Tome ahora los cuadrados
nombrados con los numerales
1y 2. Nuevamente, encuentre
un cuadrado entre las opciones
3,4 y 5 tal que la cantidad de
superficie de este altimo
cuadrado represente la suma
de las cantidades de superficie
de los cuadrados 1y 2. Indique
su respuesta y explique
¢cuales fueron sus estrategias
para elegir una de las opciones
y descartar las otras dos?

Dados dos cuadrados
cualesquiera, explique
cdmo obtener un
tercer cuadrado de tal
forma que la cantidad
de superficie del
tercero represente
exactamente las
cantidades de
superficie de los dos
primeros, sumadas.

En el caso anterior
considere tener el
tercer cuadrado y uno
de los dos iniciales
¢como puede
construir el segundo
cuadrado de tal forma
gue al sumar su
cantidad de superficie
con el primero sea
posible obtener el
tercero?

Tabla 1. Tareas propuestas para el primer momento de la secuencia de tareas

2 Concebida como una herramienta de planificacion de la actividad en el aula, en la que se tiene en cuenta el
conocimiento actual de los estudiantes, para la formulacidon de tareas matemdticas que modifiquen tal
conocimiento (Simon, 1995; Simon y Tzur, 2004)
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Segundo momento: Se conduce a que los aprendices verifiquen el teorema de Pitdgoras para
cualesquiera tres superficies poligonales a partir de la construccién realizada con material concreto y,
posteriormente, con el apoyo del programa Geogebra; expresando en lenguaje simbdlico-algebraico,
paralelamente, las verificaciones hechas. Las preguntas orientadoras de este momento las ilustramos
en la Tabla 2.

e ;Se cumple el teorema de Pitdgoras para ternas de tridngulos equilateros, isdsceles y
escalenos? ,Como lo comprob6? Justifique su respuesta.

e Al hacer uso del lenguaje algebraico, el enunciado del teorema de Pitagoras utilizando
cuadrados se simboliza como sigue: a? + b% = ¢?, donde a, b representa la medida del lado
de los cuadrados dispuestos en los catetos del tridngulo rectangulo; c representa la medida
del lado del cuadrado dispuesto en la hipotenusa; y a?, b? y ¢? representan el area de cada
uno de los cuadrados. Escriba ahora el enunciado en lenguaje algebraico equivalente al
mismo teorema, pero cuando este hace uso de una terna de triangulos cualquiera.

e Compruebe la conjetura acerca de la validez del teorema de Pitagoras para cualquier otro
poligono, como por ejemplo pentdgonos, hexagonos, etc.

e Si la conjetura es valida para otros poligonos, exprese en lenguaje algebraico el teorema de
Pitagoras de acuerdo con los poligonos que haya utilizado.

Tabla 2. Preguntas orientadoras para el segundo momento de la secuencia de tareas

Tercer momento: A partir de la generalizacidn con poligonos, buscamos que los aprendices expresen,
con apoyo del lenguaje simbolico-algebraico, la generalizacion del teorema para superficies con
simetria axial para luego, expresarlo nuevamente de tal forma que se amplie la proposicion a
superficies que no posean simetria alguna. Esta generalizacion se lleva a cabo por medio de la
visualizacion sobre construcciones robustas hechas previamente en Geogebra por las docentes
investigadoras. En la Tabla 3 ilustramos las preguntas orientadoras de este momento.

e (Funciona el teorema de Pitdgoras para semicircunferencias? Compruebe con ayuda de
software matematico y justifique su respuesta.

e En caso de que el item anterior sea cierto ;Cudl es el enunciado en lenguaje algebraico del
teorema de Pitgoras cuando se utiliza una terna de semicircunferencias?

e Enuncie una expresion general del teorema de Pitdgoras teniendo en cuenta nuevas formas
geomeétricas y verifiquelo por medio del software matematico.

Tabla 3. Preguntas orientadoras para el tercer momento de la secuencia de tareas

Estas tres etapas conducen al alcance del objetivo de ensefianza propuesto y proveen el sustento
para la estructuracion de las instrucciones especificas que realizan los aprendices.

Ahora bien, luego de implementar la propuesta, nos vemos en la necesidad de elaborar un
referente que nos permita describir de forma cualitativa el progreso en el razonamiento de los
aprendices, teniendo en cuenta las asunciones que, en su momento, admitimos para la elaboracion de
la secuencia de tareas. Tal referente lo hacemos atendiendo al trabajo realizado por Luis Rico (1997),
en su caracterizacion de los campos de conocimiento; y por Biggs y Collis (1982), en la elaboracién de
un tipo particular de taxonomias para la clasificacion de los razonamientos denominada SOLO
(Structure Observed Learning Outcomes). A continuacion, se detalla cada uno de estos estudios.
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2.2. Los campos del conocimiento y las taxonomias de clasificacion SOLO

Como lo hemos referido, para este analisis tenemos en cuenta principalmente las herramientas
didacticas ofrecidas por los referentes tedricos y didacticos asumidos para la construccion de la
propuesta de ensefianza. Una de tales herramientas se basa en el denominado conocimiento conceptual
y el conocimiento procedimental que utiliza Rico (1997) para la organizacion cognitiva de los
contenidos. A continuacion, exponemos de forma sucinta tales campos de conocimiento.

2.2.1. Campo de conocimiento conceptual

El campo de conocimiento conceptual se caracteriza por ser un conocimiento rico en relaciones.
Desde esta perspectiva una unidad de conocimiento conceptual no puede ser una pieza aislada de
informacidn, es una pieza del conocimiento conceptual pero solo si se reconocen relaciones con otras
piezas de informacion (Hiebert y Lefevre. citados en Rico, 1997). En el campo de conocimiento
conceptual se identifican los conceptos, con lo que pensamos y segun su concrecion se distinguen en
tres niveles: i) los hechos que hacen referencia a unidades de informacién para registrar
acontecimientos, ii) los conceptos, que describen relaciones entre un conjunto de hechos y poseen una
representacion simbolica y, iii) las estructuras conceptuales, que relacionan conceptos y permiten
generar unos de orden superior.

2.2.2. Campo de conocimiento procedimental

El conocimiento procedimental consiste, basicamente, en las formas de ejecutar una tarea que
constituye algoritmos, reglas o procedimientos secuencial y linealmente organizados (Hiebert y
Lefevre citados en Rico, 1997). En el campo de conocimiento procedimental se establecen igualmente
tres niveles: i) las destrezas que por lo general procesan hechos o transforman expresiones simbdlicas
en otras a partir de una secuencia de reglas y manipulacion de simbolos, ii) los razonamientos, que
establecen relaciones de inferencia entre los conceptos y constituyen relaciones entre estos v, iii) las
estrategias, que operan dentro de una estructura conceptual y suponen diferentes tipos de
procedimientos a partir de las relaciones y conceptos implicados.

En la Figura 1 se presenta un esquema de los elementos constituyentes de estos campos de

conocimiento.
ESTRUCTURAS
CONCEPTUALES
N COGNITIVA
DE LOS
- B

ESTRATEGIAS

Figura 1. Propuesta de Luis Rico para la organizacion cognitiva de los contenidos
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2.3. Structure Observed Learning Outcomes — SOLO

Otra de las herramientas utilizadas para el analisis de instruccion es la clasificacion de los
resultados de aprendizaje que plantean Biggs y Collis (1982), por medio de las denominadas
taxonomias SOLO. Tales taxonomias buscan describir el nivel de comprensién y razonamiento de un
aprendiz sobre cualquier tipo de tema, por medio de cinco etapas crecientes de complejidad. Cabe
aclarar que no es necesario que el aprendiz alcance los cinco niveles, pues no son indicadores de logro
u objetivos propuestos. A continuacién, presentamos, grosso modo, una explicacion de cada una de las
cinco etapas contempladas en esta taxonomia (Tabla 4):

Etapa Descripcion Grafico

El aprendiz adquiere conceptos e informacion que no se encuentra

Pre-estructural relacionada entre si, que no tiene organizacion o sentido

El aprendiz realiza conexiones simples y obvias, pero la
Uni-estructural informacion no adquiere mayor significado respecto a la etapa
anterior

El aprendiz realiza un nimero considerable de conexiones pero la
Multi-estructural relacion entre ellas ain no se identifica y por lo tanto no se
adquiere un sentido global de estas

El aprendiz puede apreciar el significado de las partes en relacion

Relacional con el todo
El aprendiz realiza conexiones no solo entre los objetos dados
sino con otros elementos conocidos, generalizando y transfiriendo
Abstracta

los principios establecidos en el nuevo conocimiento a algunas
otras instancias

Tabla 4. Niveles de comprensidn y razonamiento de las taxonomias SOLO

Ahora bien, nuestra intencién es complementar la propuesta de Rico con la taxonomia SOLO,
integrando las etapas de esta Gltima en el campo procedimental, especificamente en los niveles de
razonamientos y estrategias, teniendo en cuenta que encontramos una relacion directa entre las
pretensiones de estas taxonomias y la generacién de dichos niveles, tal y como lo describe este nivel.
Asi, dichas etapas detallaran y especificaran el nivel de razonamiento en el que posteriormente se
puede clasificar a un aprendiz.

Presentamos a continuacion las especificidades de los elementos descritos anteriormente,
atendiendo al tema central abordado por la propuesta de ensefianza.

2.4. Interrelacién entre el referente y el tema central de la propuesta
Luego de las generalidades para los referentes tedricos contextualicémoslos atendiendo a la

propuesta de ensefianza planteada. Para ello, especificamos: i) los hechos, conceptos y estructuras
conceptuales que emergen en el marco de la propuesta, ii) los indicadores para cada una de las

52 | Vol. 94 + marzo de 2017 NUMEROS



Nueva concepcion del teorema de Pitagoras, mas alla de los cuadrados. Trayectoria de
aprendizaje analizada a partir de una organizacion cognitiva
D. I. Quintero-Suica, N. Valderrama Ramirez

destrezas y estrategias consideradas, vy iii) los indicadores para las cuatro primeras etapas que integran
las taxonomias SOLO, las cuales actGan como un refinamiento de los razonamientos, y las cuales
particularizamos Unicamente para la construccion de la unidad denominada Teorema de Pitagoras —
Cuadrados.

2.4.1. Conocimiento conceptual
Como hemos aludido, el conocimiento conceptual es uno de los elementos considerados por

Rico (1997) para describir el conocimiento general. Aqui ilustramos lo que consideramos como
hechos, conceptos y estructuras conceptuales, en el marco de nuestra propuesta de ensefianza.

- —
|
S
CONCEPTO TEOREMA
DE PITAGORAS PARA
POLIGONOS reomeNAE

PITAGORAS
TRAPECIOS

TEOREMA DE

TEOREMA DE ESTRUCTURA

| PITAGORAS
P CONCEPTUAL
SUPERFICIES TEOREMA DE | SUPERFICIES CON
SIMETRIAAXIAL

SIN SIMETRIA PITAGORAS

Figura 2. Estructura conceptual denominada Teorema de Pitagoras

Para iniciar se hace necesario esbozar una mirada global, como la ilustrada en la Figura 2, en la
que se observa la estructura conceptual que denominaremos “Teorema de Pitagoras”. Tal estructura se
compone a partir de los conceptos y las interrelaciones que se pueden establecer entre los mismos. En
la Figura 3 se ilustran de forma mas amplia algunos de los conceptos que, desde nuestro punto de
vista, integran la estructura mencionada. Aunque a tales conceptos subyace el papel manejado de este
teorema en la matematica griega, cada uno atiende a un tipo de superficie especifica, por lo cual
hemos asignado un nombre concreto para cada uno, a saber: Teorema de Pitagoras - Poligonos,
Teorema de Pitagoras — Superficies sin simetria, Teorema de Pitagoras — Superficies con
simetria axial y Teorema de Pitadgoras — Semicircunferencias. El conocimiento y manejo de cada
uno de estos conceptos por parte del aprendiz, le permite a este tener una amplia nocion acerca de esta
proposicion matematica.
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f{ p . b
| TEOREMA DE
PITAGORAS
i POLIGONOS \
(. J
(" TEOREMA DE
TEOREMA DE PITAGORAS
PITAGORAS
SUPERFICIES
SUPERFICIES SIN CON SIMETRIA
SIMETRIA AXIAL

TEOREMA DE PITAGORAS

SEMICIRCUNFERENCIAS

Figura 3. Conceptos que constituyen la estructura conceptual Teorema de Pitagoras

Ahora bien, si realizamos un acercamiento a alguno de los conceptos para ver en detalle los
hechos o unidades que lo conforman (v.g. en la Figura 2 se centra la atencion en el Teorema de
Pitagoras—Poligonos) obtenemos un esquema como el que mostramos de forma amplia en la Figura 4.

En este concepto se movilizan las diferentes versiones del teorema de Pitagoras que abordamos
por medio de las actividades planteadas (y que es posible abordarlas) en el aula de clase para las
superficies poligonales. Por ejemplo, dentro de este conjunto tenemos un hecho que alude al teorema
de Pitagoras para cuadrados el cual, consideramos, es el caso paradigmatico en la ensefianza de la
Matematica a nivel secundario. No obstante, lo anterior, también contemplamos los casos del teorema
para otros cuadrilateros diferentes al cuadrado, y para los cuales hemos asignado los nombres
Teorema de Pitagoras—Paralelogramo y Teorema de Pitagoras—Trapecio. Igualmente
examinamos los casos de otros poligonos, con lo cual surgen los hechos Teorema de Pitagoras -
Triangulos, Teorema de Pitagoras—Pentagonos y Teorema de Pitdgoras—Hexagonos.

Es importante notar que, aunque hemos ilustrado en la grafica un nimero finito de hechos que
integran el concepto tratado, en realidad tal nimero debe ser infinito debido a la cantidad de poligonos
existentes. Las instancias de la proposicion que se ilustran en la Figura 4 permiten apoyar el proceso
de generalizacidn, al menos para las superficies poligonales.

Claramente, si se procura la integracion de al menos uno de los conceptos sefialados en la
estructura cognitiva de los aprendices, se hace necesario abordar mediante tareas y actividades cada
uno de los hechos que integren el concepto y los vinculos gue son susceptibles de ser establecidos
entre tales hechos. En particular, en nuestra propuesta de ensefianza se decidi6é abordar con mayor
énfasis los hechos que integran el concepto Teorema de Pitagoras-Poligonos, debido a las
potencialidades que estos ofrecen para construir la estructura conceptual descrita.

Teniendo en cuenta esta especificacion de los hechos, conceptos y estructura conceptual que

definimos, seguiremos con la descripcion de los indicadores para las destrezas, razonamientos y
estrategias, los cuales nos permitiran realizar los andlisis de las producciones de los aprendices.
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Figura 4. Unidades o hechos que integran el concepto Teorema de Pitagoras para poligonos
2.4.2. Conocimiento procedimental y taxonomias SOLO

Antes de ilustrar los indicadores que construimos con el fin de realizar el estudio minucioso y
critico de las producciones de los aprendices al desarrollar las tareas propuestas, debemos aclarar
ciertos aspectos sobre su construccion. En primer lugar, recordemos que al procurar el aprendizaje de
la estructura conceptual Teorema de Pitagoras, elegimos el concepto Teorema de Pitagoras -
Poligonos para organizar las actividades y tareas en el disefio de instruccion. Un docente puede elegir
también este concepto, o puede elegir cualquier otro. En particular nosotras seleccionamos el ya
mencionado. Ademas, del conjunto de hechos que integran el concepto Teorema de Pitdgoras —
Poligonos, fijamos nuestra atencion en el caso paradigmatico Teorema de Pitadgoras — Cuadrados,
asumiéendolo como caso inicial. A partir de este caso se construyen los demas hechos que integran el
concepto elegido.

Dado que el punto de inicio de las tareas y actividades es el estudio del teorema de Pitagoras
con cuadrados, pretendemos que los aprendices, atendiendo a esta version del teorema, formulen una
generalizacion (por ejemplo: la cantidad de superficie del cuadrado dispuesto en la hipotenusa de un
triangulo rectangulo es igual a la suma de las cantidades de superficies de los cuadrados dispuestos
en los catetos del mismo tridngulo) la cual, a su vez, fuese una conjetura apta de refutar o comprobar
al disponer otras superficies poligonales en un triangulo rectangulo.

Por lo anterior, hemos establecido los indicadores para las destrezas y los razonamientos
teniendo en cuenta el estudio del hecho Teorema de Pitagoras — Cuadrados. Para las refutaciones o
comprobaciones con otros poligonos establecimos indicadores de analisis diferentes, los cuales hemos
relacionado con las estrategias que plantea Luis Rico.

En la Tabla 5 organizamos tales indicadores, los cuales creamos para medir las destrezas o
métodos; los razonamientos (en cada una de las etapas: pre-estructural, uni-estructural, multi-
estructural y relacional); y las estrategias (etapa relacional o abstracta), a partir de las producciones de
los aprendices en la construccion de la estructura conceptual Teorema de Pitagoras. Tales
indicadores son:
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Destrezas Razonamientos Estrategias
. Etapa Indicador Etapa Indicador
I1. Decide la P b
transformamo_n_adecuada - Comprueba el Teorema
de dos superficies Identifica que las de Pits
dradas en una tercera, | Pre- figuras involucradas € Fitagoras con
cua . s : Abstracta | superficies no cuadradas
por medio de la seleccion | estructural | en el trabajo son (triangulos
- r L
entre tres opciones cuadrados paralelogramos, etc)
12. Explica las razones por
la cuales descartar algunas Relaciona una .
. . . Generaliza el Teorema de
de las opciones determinada cantidad g
. e Pitagoras de acuerdo con
presentadas como Uni- de superficie con la . -
- Relacional 1 la comprobacion hecha
superficies cuadradas estructural | suma de dos -
; - con superficies
posibles de representar la cantidades de -
AT poligonales alternas
suma de otras dos del superficie adicionales
mismo tipo
. ) Asocia las medi
13. Describe un método socia las med Idas
ara realizar la de cada uno de los
P - . lados de cada Comprueba el teorema de
transformacion de dos Multi- y .
. cuadrado con las Abstracta Il | Pitgoras con superficies
superficies cuadradas en estructural medidas de los lados no poligonales
una tercera superficie del > polig
. : de un triangulo
mismo tipo .
rectangulo
Da significado a la
14. Identifica la obtencién relacion entre una .
terna de cuadrados y Generaliza el Teorema de
de uno de los tres -/ L
; un triangulo Pitagoras de acuerdo con
cuadrados a partir de otros . ] . -
Relacional | rectangulo, Relacional Il | la comprobacion hecha

dos dados, acudiendo al
Teorema de Pitagoras
como instrumento

reconociendo la
conjuncién de estos
elementos como el
teorema de Pitadgoras

en superficies no
poligonales.

Tabla 5. Indicadores para la medicién de destrezas, razonamientos y estrategias del hecho Teorema de

Pitagoras - Cuadrados

Con base en la tabla anterior de los indicadores constituidos para el conocimiento
procedimental, iniciamos la pormenorizacion del analisis sobre las evidencias recolectadas durante las

secciones de trabajo.

3. Analisis de actuacién

En la presente seccién procuramos la exposicion de las evidencias con las respectivas
descripciones que emergen al momento de contrastarlas con los indicadores establecidos. Para llevar a
cabo esta iniciativa, primero describiremos las caracteristicas del contexto en el que se implementé la
secuencia de actividades y la forma de recoleccion de las evidencias. Después de esto, entraremos en
materia explicando los analisis hechos por parte nuestra.
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3.1. Contexto de aplicacién y recoleccion de la informacién

Una primera puesta en practica de esta secuencia la llevamos a cabo con un grupo de veintisiete
estudiantes, de grado décimo, del Colegio Técnico Comercial Manuela Beltran IED (Bogota,
Colombia), dirigido por las docentes autoras del presente trabajo. Este grupo de estudiantes presentan
algunas caracteristicas comunes tales como: tener bajos niveles de asimilacion y conceptualizacion del
conocimiento matematico, bajo interés por la adquisicion de conocimientos propios de las
Matematicas y bajos niveles de razonamiento. Algunas caracteristicas positivas son: actitudes
receptivas, aptos para seguir instrucciones, capaces de verificar procedimientos algoritmicos propios
de las Matematicas y, en algunos casos, capacidades de abstraccion.

La informacion la recolectamos por medio de videos grabados de las sesiones de clase, en el que
se registran algunos de los comentarios mas importantes en el desarrollo de las tareas. Las evidencias
de estos videos las presentamos aqui por medio de las transcripciones de los didlogos relevantes. Otro
instrumento que utilizamos para recolectar la informacion fueron las guias de trabajo en las que los
aprendices hacian los graficos y consignaban las respuestas pertinentes a cada una de las tareas.

Precisando el contexto de trabajo y formas de recoleccion de la informacion, a continuacion
contrastamos las evidencias obtenidas durante las sesiones de clase con los indicadores establecidos.
Tales evidencias las presentamos, en imagenes que ilustran la realizacion de las actividades por parte
de los aprendices 0, en unos pocos casos, en un texto que es transcripcion fiel de alguno de los videos
tomados en dichas sesiones.

3.2. Andlisis de las evidencias

Antes de llevar a cabo las especificidades del analisis de las evidencias, en este punto cabe una
primera reflexion general. Como indicamos anteriormente, la propuesta de ensefianza se encuentra
dividida en tres grandes momentos. Al llevar a cabo la puesta en practica evidenciamos que,
relacionado con el primer momento, los aprendices logran llegar, por medio de las tareas propuestas,
a identificar explicitamente el teorema de Pitagoras. Aludimos este suceso al conocimiento previo por
parte de ellos del teorema como herramienta para la solucion de tridngulos. El aludir a este teorema,
les permite resolver el problema de asociar una superficie cuadrada como la suma de otras dos
superficies del mismo tipo.

En el segundo momento, los aprendices llegan a conjeturar acerca de la aplicacion del teorema
de Pitagoras con otros poligonos regulares diferentes a los cuadrados, e incluso con los poligonos en
general, aun cuando estos no sean regulares.

Ya en el tercer momento, los aprendices establecen la semejanza® como una condicion
necesaria entre las superficies dispuestas en los catetos y la hipotenusa de un tridngulo rectangulo para
que el teorema se siga satisfaciendo. Iniciemos el analisis detallado de los diferentes elementos
constitutivos del conocimiento procedimental con base en los indicadores y evidencias disponibles.

® Desde una aproximacion intuitiva (misma forma pero diferente tamafio) y no formal de la semejanza de figuras.
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3.2.1. Andlisis de las destrezas

En las Tablas 6 a 9 presentamos las evidencias para los indicadores de las destrezas.
Posteriormente presentamos nuestra reflexion.

Indicador 1: Decide la transformacion adecuada de dos superficies cuadradas en una tercera, por
medio de la seleccion entre tres opciones

D.H. R1. Los cuadrados A y B son iguales a la
L.M. La figura que se puede formar es 3 superficie C porque al iniciar se ponen sobre la
sobreponiendo 1y 2. superficie C el cuadrado B, y el cuadrado A se

divide en 4; asi se complementaria el cuadrado.

Tl

D.G. R1. El cuadrado C es el que cumple con las
medidas de Ay B porque sus medidas, al ser bien
ubicados, da para cubrir con el [cuadrado] Ay B el
C.

R2. El cuadrado 3 cumple con las medidas de 1y 2,
ya que la superficie de 1 y 2 es compatible con el
cuadrado 3.

D.H. R2. Los cuadrados 1 y 2 son iguales a la

superficie 3 porque al poner sobre la superficie
3 el cuadrado 2, y el cuadrado 1 se divide en 4;
asi se complementaria el cuadrado.

Tabla 6. Evidencias del primer indicador de destrezas

Como mencionamos anteriormente, en primera instancia, solicitamos a los estudiantes que, por
medio de la seleccion sobre una terna de cuadrados elaborados en material concreto, decidieran cual
de ellos representaba adecuadamente la suma de dos cantidades superficiales, igualmente cuadradas.
En un primer caso, dabamos a los estudiantes los cuadrados denominados con los literales Ay B, y la
terna de opciones estaba conformada por los cuadrados denominados con los literales C, Dy F. En el
segundo caso, los cuadrados iniciales se denominaban con los numerales 1y 2, y la terna de opciones
con los numerales 3, 4y 5.
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Las imagenes presentadas en la Tabla 6, son un ejemplo de las evidencias recolectadas que nos
permiten verificar el primer indicador. Con el fin de seleccionar la figura correcta, la estrategia
empleada por parte de los aprendices fue sobreponer los dos cuadrados iniciales sobre aquel que
consideraran, tenia mayor posibilidad de ser el representante adecuado.

Como puede observar el lector de este documento, en la Tabla 6 presentamos varias formas,
construidas por los aprendices, de sobreponer los dos cuadrados iniciales sobre el candidato
seleccionado, como una forma de comprobacion. En cualquiera de los casos la primera accion es
sobreponer primero, en el cuadrado candidato, el cuadrado mas pequefio que le ha sido dado. Luego,
cubren las zonas faltantes del cuadrado candidato con el area del segundo cuadrado dado.

Estos métodos para comprobar si la cantidad de superficie de un cuadrado determinado es
equivalente a la cantidad de superficie de otros dos, cobran importancia en tanto que son utilizados por
ellos, posteriormente, para resolver algunas de las restantes tareas.

Indicador 2: Explica las razones por la cuales descartar algunas de las opciones presentadas como
superficies cuadradas posibles de representar la suma de otras dos del mismo tipo.

D.H. R1. Noes el cuadrado F y el D porque en el F, al
completarlo quedarian sobrando partes del A. Y en el caso
del cuadrado D no se podria ya que el cuadrado B es mucho
mas grande que el D.

H.Y. [En el primer caso] D y F no eran
porque no daba la hipotenusa que se
necesitaba.

J.P. El area del 5 es muy grande y seria
solo con 3y 4. Descarté los otros es
porque su area no era exacta a la que

D.H. R2. Y no podria ser ni el 4y el 5 porque al igual que
el anterior en el 5 quedaria sobrando y en el 4 en este no
cabria ya que el tamafio es mas pequefio.

necesitaba.

Tabla 7. Evidencias del segundo indicador de destrezas

A “ Sociedad Canaria Isaac I,\Igwton Vol. 94 + marzo de 2017 | 59
de Profesores de Matematicas



Nueva concepcion del teorema de Pitagoras, mas alla de los cuadrados. Trayectoria de
aprendizaje analizada a partir de una organizacion cognitiva
D. I. Quintero-Suica, N. Valderrama Ramirez

Y asi como en la Tabla 6 ilustramos algunos de los procedimientos gréaficos utilizados por los
aprendices para resolver una de las tareas, en la Tabla 7 presentamos las evidencias que nos permite
constatar el criterio usado por ellos para descartar, en cada uno de los casos, las opciones restantes.

En tres de los cuatro casos presentados en la tabla, los aprendices descartaron en la terna de
cuadrados las opciones que no se ajustaban, debido a que la cantidad de superficie de estos,
evidentemente, no los hacia candidatos posibles. Lo que acabamos de mencionar es la respuesta
esperada por nosotras a esta actividad, pues los cuadrados los construimos de tal forma que la cantidad
de superficie de estos fuese, 0 mucho menor al cuadrado dado mas pequefio, 0 mucho mayor al
cuadrado dado mas grande.

Por otro lado, presenciamos una situacion particular con uno de los aprendices. Asi como tal
aprendiz usé el Teorema de Pitagoras para decidir cual de las opciones dadas era la adecuada, también
lo utilizé para descartar las otras dos opciones. Las medidas de los lados de los cuadrados dados las
utiliz6 él, como medidas de los catetos de un triangulo rectangulo. Luego, compar6 la medida de la
hipotenusa del tal triangulo con las medidas de los lados de la terna de cuadrados que servian como
opcion. Esta respuesta a la actividad propuesta, fue una sorpresa para nosotras, debido a que no
estimamos en esta primera parte la alusion al teorema.

Indicador 3: Describe un método para realizar la transformacién de dos superficies cuadradas cualesquiera, en
una tercera superficie del mismo tipo.

J.P. Lo encontré con el B y 5 acomodando el cuadrado B en el
centro y dividiendo el cuadrado 5 en tres partes iguales y dos mas
pequefias, y asi mismo encontrar el tercer cuadrado.

P.T. Caso 1: Un cuadrado tendria que ser
mas pequefio [que el otro]

P.T. Caso 2: [cuando ambos cuadrados son
del mismo tamafio] La base es la D. [A] la
ficha nimero 5 la parti, le hice la[s] cuatro
tiras de los lados, y con un pedazo que sobré
hice cuatro cuadrados para las esquinas.

D.G. [Se toma el cuadrado 1y 2. Al segundo de estos lo divido
en tres partes, de forma conveniente, tal que al sobreponer el
cuadrado 1 y cada una de las partes en la que se dividio el 2,
encajen con el cuadrado de literal B]

Tabla 8. Evidencias del tercer indicador de destrezas
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El tercer indicador al que hacemos mencidn, se encuentra relacionado con la descripcion, hecha
por parte de los aprendices, de un método para la transformacion de dos superficies cuadradas
cualesquiera, en una tercera del mismo tipo, la cual representara su suma. En la tabla 8 presentamos
las evidencias de este indicador, teniendo en cuenta que, en la parte inferior izquierda de esta,
presentamos la evidencia de uno de los aprendices que si bien, expuso graficamente el procedimiento
para construir este tercer cuadrado, no lo explic6 con palabras. El texto entre llaves es una
interpretacion nuestra de la imagen que construyd este aprendiz.

Un primer asunto a comentar tiene que ver con la dificultad de los estudiantes para comprender
la tarea rapidamente, por lo cual fue necesario explicarla de varias formas, tal que les fuera posible
llevar a cabo la actividad. Es posible que uno de los factores que determine esta dificultad, se relacione
con la naturaleza de la actividad inmediatamente anterior, pues los estudiantes se mudan de una
situacion en que las opciones estan dadas, y solo es necesario elegir una de ellas; a una en la que ya no
tienen las opciones, sino que por el contrario debe construir la opcion adecuada. En este caso vale la
pena reestructurar la tarea anterior con el fin de verificar si es este el factor determinante.

Otro posible factor puede deberse a los escasos espacios de indagacién y proposicion en que los
aprendices se han podido ver inmersos. Debido a algunas variables inherentes a las dindmicas
institucionales y sociales, en muchas ocasiones debemos prestar mayor atencion a la cantidad de
contenidos ensefiados, y no a la generacion de espacios en los que ellos propongan soluciones a tareas
y actividades previamente elaboradas.

Hubo, también, dificultad para abstraer la actividad por parte de los aprendices. Al solicitarles
construir un tercer cuadrado cuya cantidad de superficie fuera equivalente a la suma de las cantidades
de superficie de otros dos cualesquiera, recurrieron al material concreto para llevar a cabo la
actividad. No se percataron de que al usar, por ejemplo, dos cuadrados del material concreto, estaban
construyendo el método para esos cuadrados particulares, y no para dos cualesquiera. Ademas de
que, con el fin de utilizar la misma estrategia que habian planteado en la actividad anterior, eligieron
los cuadrados de material concreto de tal forma que uno fuese méas pequefio que el otro.

En la parte izquierda de la Tabla 8 se ilustran las evidencias de lo mencionado anteriormente. La
evidencia de la parte superior izquierda es de un aprendiz que, tomando el cuadrado de literal B y el
cuadrado de numeral 5, construye el tercero solicitado. Cuando se le pide argumentar la razén por la
que la figura resultante es en realidad un cuadrado, la accién de él es tomar una regla y medir los lados
de tal figura, advirtiendo que dichas medidas no son iguales, por lo cual no era un cuadrado.

La evidencia de la parte inferior izquierda es de un aprendiz que, al igual que el anterior, toma
dos cuadrados del material concreto: aquellos denominados con los numerales 1 y 2. La diferencia de
este aprendiz respecto al anterior, es que “acomoda” las partes de los cuadrados 1y 2, de tal suerte que
las encaja con la superficie del cuadrado denominado con el literal B. En este caso, sugerimos al
estudiante revisar el enunciado de la actividad pues, solicitdbamos construir un nuevo cuadrado, y el
procedimiento ofrecido por él no daba por resultado un nuevo cuadrado, sino una acomodacién de una
terna de cuadrados especifica.

Debido a las dos evidencias presentadas anteriormente (y a la situacién generalizada), en la que
los aprendices seleccionaban dos cuadrados, tal que uno tuviese menor cantidad de superficie que el
otro; pusimos a prueba los métodos de los estudiantes para una pareja de cuadrados con la misma
cantidad de superficie. El resultado: en cada caso obteniamos la construccion de un rectangulo y no de
un cuadrado.
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Aunque buscadbamos con esto que los estudiantes lograran la abstraccion requerida de tal forma
que idearan un método para cualquiera de las dos situaciones, la reaccién de los aprendices fue buscar
el procedimiento de construccion atendiendo a dos casos: el primero, en el que la cantidad de
superficie de un cuadrado fuera menor que la del otro; y el segundo, en el que la cantidad de superficie
de ambos cuadrados fuese la misma.

Las evidencias de la parte derecha de la Tabla 8 son una muestra de lo expresado anteriormente.
Ambas imagenes muestran las respuestas de un aprendiz. La evidencia de la parte superior es la
construccion para el primer caso, mientras que la evidencia de la parte inferior es para el segundo
caso. No obstante, aunque hizo el intento de discriminar, le sugerimos revisar la construccion pues era
la misma en cada caso, y si este era el suceso, entonces no era necesario pensar en dos casos
diferentes.

Aungue la construccion presentada por este Gltimo aprendiz era convincente (pues al medir las
longitudes de los lados del cuadrado resultante con una regla, eran “casi” iguales), no era en realidad
acertada. Fue necesario que nosotras realizaramos las construcciones en Geogebra para comprobarlo, y
con esto modificar las actividades de acuerdo con las producciones obtenidas en cada clase.

En la siguiente sesion de clase presentamos a los aprendices la construccion en Geogebra
mencionada anteriormente. El procedimiento para obtener el tercer cuadrado es: tomar uno de los dos
cuadrados y dividirlo en cinco partes iguales, trazando rectas paralelas sobre tal cuadrado. Luego, en
uno de los quintos obtenidos trazar, igualmente, rectas paralelas de tal forma que divida tal quinto en
cuatro partes. Disponga cada una de estas partes, convenientemente, alrededor del otro cuadrado,
obteniendo asi el cuadrado solicitado. EI procedimiento anterior admite las dos configuraciones de la
Figura 5.

Si se respetan los pasos de construccidn, la imagen de la derecha es la adecuada. Sin embargo,
es facil ver que las secciones naranja, violeta, verde y lila, no se corresponden en los tamafos que
adquieren en el [-] ABCD, y los que luego tienen en el [-]IJKL. La sugerencia para superar la
dificultad es la presentada en la imagen de la parte derecha, pero en esta configuracién queda un
espacio faltante por cubrir, el cual se corresponde con el espacio de color blanco.

OIJKL
| : Ei

Figura 5. Configuraciones para el método de construccion

Afortunadamente para nosotras, uno de los aprendices hizo alusion al Teorema de Pitagoras
como una herramienta para la construccion del cuadrado solicitado.
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Como lo hemos indicado, uno de los aprendices hizo mencion al Teorema de Pitdgoras como
instrumento para la construccion de un cuadrado cuya cantidad de superficie fuese igual a la suma de
las cantidades de superficie de otros dos. Las evidencias de la Tabla 9 son imégenes de las
construcciones hechas por €l y la justificacion de la funcionalidad del procedimiento.

Indicador 4: Identifica la obtencion de uno de los tres cuadrados a partir de otros dos dados,
acudiendo al Teorema de Pitagoras como instrumento.

H.Y. [la respuesta es] C, ya que si utilizamos el
teorema de Pitagoras hallamos que el cuadrado
construido con el cateto Ay el cuadrado del cateto B,
la hipotenusa nos da como resultado C. 2

Tabla 9. Evidencias del cuarto indicador de destrezas

3.2.2. Analisis de los razonamientos

En las Tablas 10 a 12 presentamos las evidencias para los indicadores de las destrezas.
Posteriormente presentamos nuestra reflexion.

Uni-estructural
P.T. [elijo] la ficha 3 porque recortando la ficha 1 y [sobre]poniendo la ficha 2 tiene la misma

cantidad de superficie.

2
Relaciona una ‘ Q} ‘ | ‘}’

determinada T T T T e R

cantidad de l‘j“iti'E
superficie con w s N1 il

la suma de dos | A-R. Al elegir el cuadrado C me di cuenta que este era el que tenia mas probabilidades de que
cantidades de | fuera el indicado. Cuando sobrepuse el cuadrado Ay el B sobre el C llegué a la conclusion de
superficie que B ocupaba gran parte de este y A podria llenar los espacios que quedaban.

adicionales T CIE TR ) 3 ' i7"7>

1,901 15

Tabla 10. Evidencia de los razonamientos en el nivel uni-estructural
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Multi-estructural

Asocia las medidas de cada uno de los lados de cada cuadrado
con las medidas de los lados de un triangulo rectangulo.

Tabla 11. Evidencia de los razonamientos en el nivel multi-estructural

Relacional

Da significado a la relacion entre
una terna de cuadrados y un
triangulo rectangulo, reconociendo
la conjuncion de estos elementos
como el teorema de Pitagoras.

e Ll et sl

‘ ’330”&.‘0 L laemeé Judﬂot o8 coleolecon ol kg los (uucio 8

Tabla 12. Evidencia de los razonamientos en el nivel relacional

En las tablas anteriores presentamos las evidencias de un proceso de razonamientos que lleva a
los aprendices a relacionar una terna de cuadrados y un triangulo rectangulo, no solo como el teorema
de Pitagoras, sino como un procedimiento para la adicidn de superficies.

En la primera etapa de razonamiento (uni-estructural), los aprendices logran identificar que la
cantidad de superficie de un cuadrado es equivalente a la adicion de las cantidades de superficie de
otros dos. La forma predilecta por ellos para llegar a esta conclusion, es sobreponiendo en un cuadrado
determinado, otros dos, tal que estos ultimos completen toda la cantidad de superficie del primero.

Ya en la segunda etapa (multi-estructural), los aprendices asocian la medida de la longitud de
cada uno de los lados de los cuadrados, con la medida de la longitud de los catetos y la hipotenusa del
triangulo rectangulo de forma adecuada.

Finalmente, identifican una relacién entre un tridangulo rectangulo y la terna de cuadrados, en el
que uno de ellos cumple la condicidén de representar la suma de los otros dos. A esta relacion la
designan Teorema de Pitagoras, tal y como ellos ya la conocian. Con esto podemos ubicar a los
aprendices en un razonamiento relacional.

3.2.3. Andlisis de las estrategias

En las Tablas 13 a 16 presentamos las evidencias para los indicadores de las destrezas. Tales
evidencias las agrupamos en dos parejas (Pareja 1: Tabla 13 y 14; Pareja 2: Tabla 15 y 16), debido a
gue en cada una plasmamos dos etapas (relacional y abstracta), que se sucedieron en el proceso de
generalizacion del teorema.

64 | Vol. 94 + marzo de 2017 NUMEROS



Nueva concepcion del teorema de Pitagoras, mas alla de los cuadrados. Trayectoria de
aprendizaje analizada a partir de una organizacion cognitiva
D. I. Quintero-Suica, N. Valderrama Ramirez

Relacional I: Comprueba el Teorema de Pitagoras con superficies no cuadradas (triangulos,
paralelogramos, etc.)

T

Tabla 13. Evidencias de las estrategias relacionales |

Dado que uno de los estudiantes propone una conjetura relacionada con la validez del Teorema
de Pitagoras para cualquier poligono, en el primer conjunto de evidencias (Tablas 13 y 14) mostramos
la comprobacion por parte de los aprendices y de las profesoras titulares, del teorema para algunas
superficies poligonales. Los aprendices lo comprueban, por medio de Geogebra, para una terna de
triangulos equilateros; de isosceles y de escalenos. Posteriormente, ellos verifican la proposicion para
pentagonos regulares, igualmente asistidos por Geogebra.

Abstracta I: Generaliza el Teorema de
Pitagoras de acuerdo con la
comprobacion hecha con superficies
poligonales alternas.

Tabla 14. Evidencias de las estrategias abstractas |
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Por su parte, nosotras ilustramos a los aprendices sobre algunas comprobaciones graficas de la
proposicion para dos cuadrilateros que no son cuadrados (paralelogramo y trapecio), y para un
hexagono. A partir de esto, promovemos en ellos la participacion para establecer la representacion
simbdlico-algebraica, para cada una de las instancias que se comprobaron para los poligonos. Ellos
proponen tales representaciones para las gréaficas en las cuales se dispone una terna de cuadrados o
una terna de triangulos.

Relacional I1: Comprueba el teorema de Pitagoras con superficies no poligonales.

Tabla 15. Evidencias de las estrategias relacionales |1

En el conjunto de evidencias presentadas en las Tablas 15 y 16, mostramos las comprobaciones
realizadas en la sesion de clase, por parte de los aprendices, para superficies no poligonales. Uno de
los casos llamativos es la verificacion que hace uno de ellos para el caso de la semicircunferencia. La
imagen de las lagartijas dispuestas en los lados de un triangulo rectangulo, fue llevada por nosotras
para presentarles a ellos una terna de superficies no poligonales que, igualmente, satisfacen la
proposicion.

Abstracta I1: Generaliza el Teorema de
Pitagoras de acuerdo con la comprobacion
hecha en superficies no poligonales.

Tabla 16. Evidencias de las estrategias abstractas 11
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Tomando en conjunto estas instancias, los aprendices generalizan el Teorema de Pitagoras,
proponiendo la representacion simbélico-algebraica que presentamos en la evidencia de las estrategias
abstractas Il. Con esta Gltima agrupacion de evidencias, concluimos el andlisis de los indicadores
establecidos.

4. Resultados

En este apartado pretendemos realizar algunas reflexiones acerca de la puesta en practica de la
secuencia de actividades que consideramos importantes para el docente interesado en llevar a cabo la
implementacion de este trabajo en su aula de clase.

4.1. Reflexion docente

Un comentario es pertinente para poder introducir el primer aspecto sobre el cual queremos
llamar la atencion. Cuando decidimos llevar a cabo este trabajo, procuramos en un principio que las
actividades condujeran a los aprendices a razonar geométricamente, es decir, que no acudieran a la
representacion de las medidas y cantidades de superficie por medio de los nimeros arabigos, sino a
través de la representacion simbolico geométrica. Por ejemplo, se les solicitaba evitar medir con la
regla los lados de los cuadrados concretos proporcionados en el primer momento del taller de
instruccidn, para que en cambio centraran su atencion en hacer la superposicién de las areas de dos
cuadrados en el area de un tercer cuadrado de forma que coincidieran las partes fisicas, de tal forma
que asociaran la cantidad de superficie de un cuadrado con la suma de las cantidades de superficie de
otros dos.

No obstante lo anterior, al intentar comprobar la conjetura de si la proposicion se satisfacia, por
ejemplo, con una terna de tridngulos cualesquiera (siempre que fueran semejantes), la forma de
superponer las areas no era en si evidente, por lo cual los aprendices recurrieron a tal comprobacién
por métodos numéricos hallando las areas de cada uno de los triangulos involucrados, y verificando
que la suma de las areas de los dos tridngulos mas pequefios fuese igual al area del triangulo mas
grande.

Cuando los aprendices conjeturaron y generalizaron el teorema para poligonos sucedidé una
situacion similar. Es decir, evidenciamos la poca posibilidad de separar el lenguaje simbolico-
geométrico del lenguaje simbdélico-numérico. Sin embargo, y aunque no era nuestro propdsito inicial,
tomamos ventaja de esta circunstancia para reformular las tareas especificas del tercer momento del
taller de instruccion, con el fin de involucrar la simbolizacion geométrica y algebraica por medio de la
numérica. Con esto, los estudiantes realizaban transformaciones entre la representacion geométrica y
la representacion algebraica asociada a la geométrica, con cada nueva comprobacién.

Por ejemplo, ellos conocian que la representacion simbélico-algebraica del teorema de Pitagoras
para cuadrados es a? + b? = ¢, donde a, b y c representan la medida de la longitud de los lados de
los cuadrados involucrados. Luego establecieron que una misma representacion para el teorema
cuando se usan triangulos es bih, + b,h, = bshs, donde b; y h; representan las medidas de uno de
los lados del triangulo y las alturas correspondiente a dicho lado para cada caso. Asi con esto,
expresaron por medio del lenguaje simbolico-algebraico la generalizacion del teorema para una terna
de superficies cualesquiera como sigue: Ag; + As, = Agz, donde Ag; corresponde con el area de la
superficie i dispuesta en un determinado lado del tridngulo rectangulo.
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Otro asunto que nos llamo la atencién al momento de realizar el trabajo con los aprendices,
emerge en el momento en que uno de ellos formula el siguiente cuestionamiento: si el teorema de
Pitagoras es “universal” (en el sentido de ser un método para la obtener la suma [o diferencia segliin
sea el caso] de cualesquiera dos superficies) ¢por qué se nos ensefia siempre la version para cantidades
superficiales cuadradas? Esta pregunta nos generd gran sorpresa, principalmente porque no teniamos
una respuesta concreta y plausible a tal cuestionamiento.

Luego de documentarnos, creemos que una respuesta admisible se basa en el estudio que hizo
Euclides de este teorema en Elementos, al demostrarlo Unicamente cuando las superficies dispuestas
son cuadradas. Ademas, de acuerdo con Mufioz (2012), cuando él trabajaba con superficies de algin
otro tipo, recurria a cuadrarlas para poder hacer uso de la proposicion. Con base en esto, si bien
abordamos en la propuesta de ensefianza el disponer las superficies en su forma original en los lados
del triangulo rectangulo, también hubiésemos podido construir las tareas de forma que toda superficie
no cuadrada, se cuadrara para poder hacer uso del teorema.

4.2. Momentos relevantes del trabajo llevado a cabo por los aprendices

Aqui haremos mencion sobre dos momentos relevantes que sucedieron durante las sesiones de
clase, en las cuales llevamos a cabo las actividades ilustradas a lo largo de este documento. Uno de
tales momentos fue la conjetura propuesta por uno de los aprendices sobre la posibilidad de que el
Teorema de Pitagoras se satisficiera para una terna de poligonos cualquiera.

Debemos reconocer que, al construir las actividades, no esperabamos que algun estudiante
formulara la conjetura mencionada, teniendo en cuenta que en ese momento, solo habiamos abordado
la situacion para una terna de cuadrados. Estimabamos, quizas, que tal conjetura emergiera luego de
cuestionar a los aprendices sobre la validez del teorema para una terna de cuadrilateros no
necesariamente cuadrados, o de una terna de triangulos. Sin embargo, la produccion de este aprendiz
fue aprovechada por nosotras para conducir las actividades a la generalizacion del teorema, de una
forma mas agil.

El segundo momento relevante surge cuando uno de los aprendices establece una condicion
supremamente necesaria para gue el teorema de Pitdgoras se satisfaga: las tres figuras dispuestas en
los catetos del tridngulo rectdngulo deben ser semejantes. Parece apenas obvia la condicion pero,
desde un punto de vista estricto si, por ejemplo, elegiamos una terna de triangulos conformada por un
triangulo is6sceles, uno escaleno y uno equilatero; al disponerlos en los lados de un triangulo
rectangulo, el teorema no se satisface necesariamente.

4.1. Posibles prospectivas del trabajo

Para terminar, vale la pena llamar la atencidén sobre un asunto importante. La propuesta de
ensefianza sobre una concepcidn particular del Teorema de Pitagoras, y su correspondiente evaluacién
de acuerdo con los resultados obtenidos, nace como una necesidad al momento de abordar la nocién
de razdn de proporcionalidad y de proporcionalidad, desde la perspectiva expuesta en Quintero-Suica
y Valderrama (2015-a) para un par o pares de parejas de magnitudes superficiales.

Ahora bien, desde nuestra perspectiva, consideramos que el estudio de la nocién de
proporcionalidad constituye en si misma una estructura conceptual, en tanto que se encuentra
conformada por conceptos que se interrelacionan, y a su vez estos conceptos estdn constituidos de
unos hechos o unidades, igualmente interrelacionados. Tal y como describimos el trabajo
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anteriormente, es importante notar la posibilidad de efectuar vinculos entre la estructura conceptual
Teorema de Pitagoras y la estructura conceptual, que podemos denominar, Nocion de
proporcionalidad.

La conexidn que puede ser constituida entre las dos estructuras conceptuales antes mencionadas,
tiene su génesis en resaltar que, si bien el Teorema de Pitdgoras es un instrumento que permite la
obtencion de la suma entre dos magnitudes superficiales, también permite conseguir la diferencia,
igualmente entre dos superficies del mismo tipo. Al tener la capacidad de substraer dos superficies, se
evoca el proceso de antanairesis (sustraccion reiterada de una de las magnitudes a la otra) con el fin de
obtener la razon de proporcionalidad entre tales magnitudes y, por tanto, poder “comparar” razones de
proporcionalidad entre pares de parejas de superficies. Esta Gltima prospectiva puede ser abordada por
cualquier docente interesado en explorarla.
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