
Rev . Aca d . Canar . Cie n c ., I X ( Núm . 1 ) , 125 - 130 (1997) 
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Abstract 

l t is known in Graph Throry thal a cubic graph with a verlicrs numbrr mu/tiple of 4, does 
nol admil a bidireclional do uble tracing witlioul U-turns. thal is, wilhoul lmvcrsing thc same 
edge lwo ti:mcs consec11 /ivcly. Bu/ , which is thc minim um nmnbcr of U-turns lhat a bidireclional 
doublr lracing makes 01'cr such kinds of graph. '? 

W c prove in this paprr thal if a rnbic graph C: with a vcrlicr.s numbe1· mu/tiple of 4, has 
cyclic edge-conneclivity grraif r lha11 3. o r rqual lo :J -if in this last rase it has only one 3-cyclic 

edgr cnl-, then C admits a bidirecl io11 al doublc lraáng wilh. only on e U-turn . 

R esumen 

Es conocido en Teoría de Craf os que u n graf o cúbico con un número de vérlicrs múltiplo 
de 4, no admite un do ble recorrido bidireccional sin giros rn U. rsto es. sin pasar dos veces 
conseculivas por la mism a arista . Pero ¿cuál es el m ínimo número de giros en U que realiza 
un doble recorrido bidireccion al sobre talrs gra.fos'.l 

Es este artículo demostramos qut si un grafo cúbico G eo11 un número de ·vértices múltiplo 
de 4, tiene ciclo-aristo-coneclividad mayor que 3, o igual a 3, si en este caso C sólo contiene 
una 3-óclo aristo-corladura, ento11ces C: admil.c un doble recorrido bidireccional con un solo 
giro en U. 

P alabras clave: gra fo cúbico, doble recorri do bidi reccional, giro en U. 

l. IN TRODUCCIÓN 

Un ant iguo problema de Teoría de G rafos planteado por O re [5], es el siguiPnte: 

"Dado un grafo cone.ro, ¿existe una cadena cerrada que pasa por cada arista fXacl amenle 

dos veces, una en cada sentido de recorrido y sin atravesar dos vccrs ron.secutivas la misma 
arista. lo que es lo mismo; sin rwlizar giros en U'.l" 

La respuPsta a esta cuest ión Ps ú t il pa ra rPsol vPr problPmas realf's d<' ru tas df' vPhículos, 
ya qul' los giros en lJ son los giros proh ibidos por antonomasia Pll rPcorridos de vehículos, 
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especialmente pPsados. Así, Pn [4] sP p uPdP encontra r 11na a.p li cación a máq11inas quita11i,-·,·,-·s: 
una máquina. quita.niPves ha. de recorrf'r los dos sentidos df' las u1.rreterns o a.uto pi stil.S de una. 
determina.da. zona minimizando el número de giros en U. 

El problema. de Ore ha sido estudia.do desde un punto dP vista teórico por varios autores; 
por ejemplo Troy [7], BrPnner y Lindon [2] o Thoma.ssPn [6] . Este últ imo rara.ete ri zó los g rafos 
que adm itían respuesta positiva a la pregunta dP Ore, a.unquP esta. ca.ra.ctPrización no es muy 
efectiva desde un punto de vista práctico como se observa en [l], dondP los autores, en base 
a algunos resul tados teóricos de Thomassen, Pxponen 1111 algori tmo quP Pll tiPmpo polinomial 
encuentra. la cadena cerra.da sin giros en U correspondiP1itP {si existe). 

En cualqu ier caso, lo que qLwda. proba.do a lo largo dP la li t<'rat11ra riPntífira. es que sóla.mente 
en los vért ices de gra.do tres dP un grafo, es donde en general no se p1 wdP controlar li\ no 
aparición dP gi ros en U en una cadena cnra.da. de las ca.ra.rt<' rÍst ira.s dPI prohl<'ma el<' Or<'. Es 
por el lo que en este a rtícu lo nos rPstringinos a los grafos rúbi ros, y dentro dP ellos. a aquellos 
con ciclo-aristo-conectivida.d mayor que 3, pa.ra los quP ya. PxistP!l algunos rPsult,1.dos sobre el 
tema. 

El problema que aquí estudiamos, parcia lmente resuelto por Thomassen [6] f's: 

Dado ¡¿n grafo cúbico con ciclo-arislo-coneclividad mayor q1tc S, ¿.rnál el' el mínimo número 

de giros en U q1te realiza 1t1ia cadena cerrada q1te pasa exaclamcnlc dos vccc.s poi· cada arista, 

1tna en cada sentido de recorrido? 

La respuesta. es O si el número dP vérti ces no es divisiblP por 4 y l si PS divisiblP por 4 (es 
fácil ver que todo grafo cúbico t ienP un número par dP vért ices) . 

Para tal fin, en la Sección 2, damos las defin iciones y resu lta.dos básirns nPrPsarios de Tf'oría. 
dP Grafos, así como los resulta.dos preCf~df'1Jtes sobre este tfrn1a, sif'ndo f'll la Scrción :3 donde 
<:'Xpo11emos nuestros propios rf'sultados. 

2. DEFINICIONES Y RESULTADOS PREVIOS 

Sea C = (V, E) un grafo con V su conjunto de vért ices, quf' también df'notarf'mos por V(G') , 
y E su conjunto de aristas. Oiremos que C conexo si cada par de vérticf's del grafo está unido 
por un ca.mino. En caso contrario diremos que no es conexo o que es disconexo. Llamaremos 
componente conexa de Ca todo subgra.fo conexo ma.ximal en O. Oiremos que Ces cúbico 
si todos sus vértices t iene grado 3 (d(v) = 3 Vv E V). Ll ama.mnos girth de un grafo C y lo 
denota.remos por g(G) a. la longit ud del ciclo (si existe alguno) con mPnos aristas en O. 

Diremos que C es k-conexo si al eliminar un número inferior a k vértices de G', el grafo 
resu ltante es conexo. La conectividad k( O) de C es PI mínimo nÚmf'ro de vérti ces de C' 
cuya eli mi nación desconecta el grafo o lo convie rte en trivial. Si O f'S disco,wxo, k(O) = O. 
Análoga.mentP diremos que Ces ,\-aristo conexo si a l eliminar un núnwro inf Prior a ,\ aristas 
de G, el g rafo resultante es conexo. La aristo-conectividad ,\( (,') dP (; f'S PI mínimo número 
de aristas cuya eliminación desconecta. e l grafo, siendo ,\(C) = O si Ges discouexo. Por último 
diremos quf' O es ,\e-cíclicamente aristo conexo si al f' limina.r nn nlÍmno infnior a Ac 
aristas de C, G no se desconecta en dos componentes conf'xa.s, rada una dP las rnales contiene 
al menos un ciclo. La ciclo-aristo-conectividad Ac(G) df' (,' f'S f'i mínimo nÚnlPro de aristas 
cuya eli minación desconecta.Gen dos componentes conexas, ca.da una de las cuales contiene al 
menos un ciclo, siendo Ac( G) = oo si a l quitar a ristas de C nun ca ocurre lo anter ior. 
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Si Ges conexo, llamaremos cortadura ( aristo-cortadura) ( ciclo aristo-cortadura (sólo 
si Ges 3-conexo)) de G' a un conjunto de vértinc,s (aristas) (aristas) de(; tal que al elimin a dos, 
el grafo resultante es disconexo (es disconexo) (tiene dos componentes cada una de las cuales 
contiene al menos un ciclo). 

Si G' es conexo, llamaremos doble recorrido en G, a una cadena cerrada que recorre cada 
arista de C exactamente dos veces. Diremos que un doble recorrido es bidireccional si cada 
arista es recorrida exactamente una vez en cada. sentido y diremos que 1111 doble recorrido es 
fuerte si es bidireccional y no realiza giros en U. 

Notar que el grafo puede no ser simple, por lo que entenderemos que la cadena cerrada 
realiza un giro en U si yendo del vértice u a l v por un a arista incidente a. ambos, vuelve 
inmediatamente de v a. u por la misma a rista. 

Todo grafo conexo admite un doble recorrido bidireccional, pues si df~sdoblamos cada arista 
en dos arcos de sentidos opuestos, e l grafo dirigido resultante es e11 leriano de forma evi dente. El 
problema consiste pues, en saber cuándo un grafo conexo contifnr un doble recorrido fue rte. F'11e 
Ore [5] el primero en hacer alus ión a este problema, aunque se lim itcí iínica.me11te a proponerlo 
al lector al final de su artículo. El primer resu ltado teórico relativo a Pste prohlPm a. vienf' dado 
por Troy [7]: 

Teorema 1 Sea un grafo (,' = ( V, E) cumpliendo que d( v) ::; :J 'vv E V. S i 1 { v E V / rl( u) 
3}1 = O (mod 4), C no admilr ningún doblr rrrorridofurrl.r. 

Troy encontró a.lgu11os ejemplos dP grafos cúbicos con 4k + 2 vértices (k natlll'al) que no 
admitían doblP recorrido fuPrte, pPro no consiguió encontrar ninguno q1w fuera :)-conexo, por 
lo que dejaba a.hierta la conjetura df' q11e Lodo grafo níhico :J-co1wxo con 4k+2 (k 11a.Ltll'a.l) 
vé rt.i cPs admit iera un doble recorrido fun te. La incPrteza de esta conjel.tll'a. f11r· dr-•mosl.r<1.da 
por Thomassen [6], qui f' n probó q,,e si en 1111 grafo ctÍbico 4-ckli ca.nwnt.<· arist.o conexo se 
cambia. cada vértice por un triáng1ilo, el grafo resultante no ad,n it.e 1111 dohle recorrido f1l<'rtr·. 
ThomassPn, dentro de 1111 caso más general , d,,most.ré, ta.mhirn el sig11 ie11t.,• n·s,tll.a.do: 

Teorema 2 /in grafo rúbico (,' = (V, E) con ,\, (G) > :3 admilr 11.11. doblr n,·01Tido fmrl, si 

11 ·1 = 2 (mod 4). 

Los dus sigui entes resultados son ,ouocidos <'ll TeorÍ<t. de (;rctl'os. 

Lema 1 Todo grafo C: rumplr qur 

/,;((:) ::; ,\(G) ::; ,\e((,') 

Lem.a 2 Dado C grafo cúbico ron /,;( (:) < :J, 8f cmnplr qur 

k(C) = ,\((:) = A1:(C) 

l l 11c1 df'mostración del Lema 2 puede ser encontrada. en la. pá.g111 a. 1 I J. :l7 de [:l]. 
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3. RESULTADOS PROPIOS 

Como antPs hcmos mencionado, a travPs del TPorf'ma 2, Thomassen demuestra que un grafo 

,úb ico co11 1111 ni'inwro df' vfrt. icPs no múltip lo df' 4. admitf' un doblc recorri do fue rte s i Ac((,' ) > 
:3. y sabernos quc s i cl 11i'1mero dc vPrt i,Ps f'S nnílt iplo df' 4 , no adm itf' doblf' re corrido fuertt' . 

pno ¡rnrínlos gi,·os rn /l 1·cali::ará 1w doble 1'r!'o1Tido bidi1·e,r"Ín11n/ ,011 mfoim.o número de giros 
r11 11 r11 rslr úl!imo r·aso'? La rf'SJrnf'st.a. es exactanwntf' 11 11 0. como vf'!'cmos t' ll PI s iguif'n t t' 

teorcma, que nf'ccs ita. df' dos IPma.s prPvios . í)p Psta fo rma., complPta.mos PI Ps tudio sobrf' dohlf' 

recorrido hidir<',cional ron mínimo n1Ímcro dc giros f' ll U f'll grafos ,úhicos con AC'{G') > :3. 

Lema 3 Dado Ci=( V.E) grafo cúbico ronc.To co11 IVI > 4, .si Ar·((:) > :3 . rnlo11crs g((,') > :l. 

Demostración: 

g( (,') 2'. :3 , pues en raso rnntrario Sf' puPdf' comprobar quf' J,,( G) ~ 2 y por e l LPma 2 
Ac ( r;') ~ 2. Supongamos a hora quP g ( (,') = ;3 y Pl iminPmos df' (,' los vPtticPs df' 1111 ciclo df' 

longitud t.rf's junto co11 sns a ristas incidPnl.f's. SPa (;' = (\Í' , E') PI g rafo rf'sul ta.ntf' . vParnos que 

(,'' conl.i f'n<' un ciclo, con lo c u a l Sf' cumpli ría qttf' Ar'{(,')= ;3 lo quf' rnntradi rf' las hipótPs is . 

1::n f'ÍÚlo, sallf'mos qttf' IEI = :31V l/2. IV'I = IVI - :l y IE'I = :3IV l/2 - (i. Si(,'' no t.u,·if'ra 

ni11gi'111 c ic lo, t f'ndría a lo s11mo IVl - 4 aristils, Jlf'l'O IVl-4 < :llVl/2 - 6 pttf's cn ca so contrario. 

simp lificando la d,,sigua.ldad olitPndríamos que IVI ~ 4 lo qu<' contradice las hipót.Psis.l 

I] re.Íproco dt'I Lema. :3 110 es ciert.o. como S<' obst'rva en PI grafo de la Figura 1. 

Figura l. <:ntl'o níhico :l-dclic,11111·1t1,• aristo co11,·;;o co11 g irt h 0 1. 

Le ma 4 S"' <: = (\ ·, 1n qrnfo ,·,íbirn 1·011 l\'I > ·l. Ar·(<:) > :l y 1·011sidrn mos 1111 ciclo dr 
lon11il11rl 111f11i11//I , 11 (,'. /Jndos dos urislus rlr/ ,·ido. adyncr11/rs n111bns n 1111a Ir rr·1·rn n1·i.sla drl 
r'Ído. si ¡)(lr/i111os nula 1111a rl, /u., rlos nrislus , 11 dos. i1,t/'Od1u·ir11do u.11 ¡,(rl icr i11 /, rior n r·ndo 
11110 r/, ,/las .</ 111iarli111ns ,1110 urislu 11111<·1ulo ,sos dos lfrr!ins. r·I 1111/1'0 qrnfn rrs11/ln11/, (," 
,·11111¡1!, '!'" ,\ ¡·( (,'' ) > ;¡_ 

D e mostración: 

!,.( (,') = ;¡ por <'I IA0 111a. 2, y,1 que Ac((,') > :l. l·'.s ,·,·ident,,, ,·1 1t.011ces qt1<' !,.( (,'' )= :l.,· por ,·1 

L, ·111;, 1 s,· l i<'tt< ' q11<' A1 ·((,") 2 :l. S11po11g,rn10s p11,·s q11e Ar·( ( ,") = :¡ y sea ( 11 , 1°) la 1111<'\'d arist ,1 

i11t.rod11 .. id,1. lh1da. 1111,1 :l-,1ris to cortad1 1ra <'ll ( ," q11<' d,· lugar a. dos co111po11< 0 11l!'s co11,•xas ( '1 

.,· ('2 co11 al 111,·11os 1111 ciclo n1da 1111 a. l,1 ,1 ri st.,1 (11.,11) 11 0 J)ll('(I<· f'ormar pa.r t.,· d<' <·s,1 c,¡rtadur,1 

p1 1,·s Ar·((,') s< ·r ía 11w11or (JII<' :1. L1wgo (11. 11 ) ¡wrt,·11<'C<' a 1111a d,· las d os crnn1><>1wnl<'s co11,•xas . 

s 11 po11g,11110.s a ( ' 1. 
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l'<1r (11 r.i pMI,·. i">r <'i L, ·111a :¡ _r¡(( ,' ) > ;¡.,· por ta rito _q((,'') = l. Así puf's todo cirio ,·11 C'r 
1 i,·11,· l<>11gi111cl .s11¡><'ró\lr a t n·s. 111,·g<> ( '1 1 i,·11<· ni nwnos dos 1·c'!'I ic,·s disl in tos <if' ll .,· ''· (jllP pur 
lilnl<> son d,· (,'. 1-:1 sr :1,grai'<> d,· (; i11d11cido por 1 '(('1 ). lla111c'·11wslP (: 1 • contiene al lllf'nos un 

, icJ,; .1·c1 q11,· su 111Í111('J'o d, · arislas ,·s :1( 11 '((,'1 )1 + 1 )/ '2 - :L.,· si 110 t111·iera ciclos. este ntÍmern 

s('J'Íd 11u sri¡H'rior c1 11 '(( ,' 1 )1 - 1: d" ,·st,1 desig11n.ldad sP uh1c•11dría qu<' 11 '((,'1 )1 :S 1. lo que es 
ahsrrr·do p11,·s lr<'llHJS 1·isto qrl(' (,' 1 l<'11Ía ,ti 111<·11os dc,s 1·(•rtic<'s. r\ sí jlll<'S ,\ r· ((,') :S :3 lo quP 

rn11trildin · lils lripÓt<'sis. l)or t,111!0 ,\ 1 -( ( ," ) > TI 

Teorema 3 S,n (,' = (\ ·. C ) _r¡/'(/fo ('{íbirn ,·011 .\1 -((,') > :1. Si 11 1 
do/JI, ,., ,·o ,.,.ir/o IJ"I i /'f 1·1·io11 ni r·o 11 1111 solo yi J'{) , 11 / · 

Demostración: 

O ( 1110d -1). (; ndmitc 1111 

Co11sidn.imos 1111 ciclo d<' lo11git11d mí11 1111a er1 C. 111odilirn111os l,1 s Mistas (1· .. ,) y (u•,/) 
c·lq?.idns corn,i S<' ,·,qilin1 <'JI <'i <'llllnciado d<·I L<·111a -1. introdll<"i<'n do los vé·rt ic<'s 11 ." /1 r<-'SfH'CI i-
1·;1111<'111<' _1· In arist.c1 (11 .1•) (v<'r J.'igma '2). Por <'i L<·r11c1 ,1, (;· r11mpl<- las hipótesis inicin.1<-s d<' ,·st, · 

TPon·111il . . ,· prl('sto q11<' 11,'((,")I = '2 (1110d 1). por <·I Teon'llln '2 (," co11ti<-'Jlf' 1111 doble recor
rido 1'11('rl.<' '/ ' . Sllpo11gan1os sin p<'.rdidn d<· g,·1r<'rnlidnd (fil<' T conti,·11<' las s<·ccion<·s (w . ,,, / ), 
(l. t'. 11. , 1·). ( ·, . 11, t'. ti') y (1·. 11 .. ,). Dist i11glli1110s dos casos: 

(a) /,n .. , srl'r·io11c.s (.,. 11.P. ·11,). ( l., t'.ll,1·) y (11•.1•./) sr 111r·11r11//'(/l/ rn e.se orden r·11 T. ('¡¡.m 

hiando los t.r<'s p,1sos por '/ ' <'Jl , .. (11.l',tl'), (l.1•,u) 1· (11•.1•.I ) por los p,1.sos (u,1• . 11) . (i.1•./) 
y (11,.11, w) , oht.<·1wn10s 1111 dohl<' n·co1Tido '/'1 <'JI (;· co;1 <'Xact.a11w1rt.<· t.n-•s giros <'11 l i , todos 

el los c11 7'. ( lompri111i<·1rdo la S<'cci<Í 11 d<· 7'' (.,.11,P,11 .. 1·) ,1 (., , 11, r), nr1za.11do los dos giros <'Ir 
l ' r<·st ,rnt.,·s <'!' ,, y <·limi11,11rdo <·1rt.01rces ¡¡ y 1• d<'I r<·corrido. oht.,•11<·1110s dos circ11it.os <'JI (,' (fil<' 

s<' podr,Í11 cn1z;u ( llnir) <' 11 1111 vc'·rt ic<' d<' (.' l'orn1a11do 1111 dohl<- n·c01Tido hidir<·ccio11c1.I <'JI (,' 

con ,·x,1ct;,11w11t.<' 1111 giro <'JI l l <'I c11nl s<' prod11ciriÍ <'11 <·I 1·<'.rtic<' dond<' s<' lra11 rr11;1,i1do a.Jllhos 
ci rrr1 i tos. 

(b) /,ns .srcriour.s (.s ,1t.11,11•). (11 ,. P,i) y (/,P,11., ·1·) .sr ,11r·11,11/m11 r1, ,·.s,· ordr·n r11 7'. Si J¡¡ 
transición (1·. 11 . .s ) se ,·1rc11e1itra <'11 ]' ,-·11 t r,· la prinwra. y s,·g1 11 1d;r .s.-·cr i,>11 d<' h1.s n.111.nior<'s <) 

cntr<' In S<'g11nda y tercera .. hacernos <'ll el vPrtice II lo dicho <'JI <·I cnso (a) piir,1 11 . con lo qrr<' 

tarnhi011 oht<-nemos 1111 doble recorrido hidirecciona.l <'11 (; con exacla111,·11L<' 1111 giro en l l . Si 
por contra (1· , 11,.s ) se ,-•11 c 11P11tra <·ntre la LPrcPra y la primera sf'cci<Ín de las ant('J'ion··s (v<'r 

Figura :3). al f' iimin a r los vPrticPs 1t y" introduciPndo en T los a.reos (w. i). (l, w). (.,, 1·) y (1·, .,), 
obtenemos dos circu itos e n (,', <¡Uf' sf' podrán nuzar en un v<;rtic<', dando luga r a. rrn dubl<· 

recorrido hidirPccional <' 11 (,' con ex,vta.nwnlt· 1111 g iro en U.I 

~ 
~ 

Figura 2. 

Figura 3. 
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Por i'1ltimo. f' i Tf'orc·ma :3 p1l('df' sc-r nwjorado aíiad iC'ndo f' i sig11iPntP caso: 

Teorema 4 Sea C=(V,E) grafo cúbico con Ac(G) = :3 y IVI = O (mod 4) . Si G ronlirnf 
c.rarlamrnlr u11a S-ciclo-arislo-eorladura. C: admite un doble reeorrido bidi1·rccio110.l co11 1w solo 
gi1'0 cn 1 '. 

Demostración: 

Sean C1 y C2 las componrntes conexas rC'sultado df' eliminar la :3-ciclo-aristo-cortadura de 
C. Sea (u,v) arista de la 3-ciclo-ari sto-cortadura y sean (w,u) E C1 y (v,s) E C'2 . Si aiiadimos 
dos vf rticPs y una arista a G sobrP (w, u) y (v , s) tal como SP PSpPcifica Pll PI Pn un ciado del 
Lf'ma. 4 y sea. (.'' f'I grafo rf'sulta.ntf' , f'S PvidentP quf' 11c( (.'' ) > \ luPgo por el Teorema. 2 a.drn ite 
un doble recorrido fuerte. Apli ca.nclo entonces el mismo proced imif'nto quP f'n la de rn ostra.ción 
del Teorrma :¡ obtend rPmos 1111 dob lf' rPcorrido bidireccional Pn (,' con un solo giro Pn lJ.I 

J.:n a.lllhos casos , el doble rrcorrido bidirrcc io11 a.l con 1111 solo giro en ll. puedP ser obtenido 
co111bi 11 a11do los pasos wali zados Pll las rPspedivas demostracio1ws, con f'I algori t mo pa.ra husca.r 
u11 doble rrcorrido fuertP dado por 13<'lia.vrnt y Soler lJ]. 
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