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ABSTRACT. El presente trabajo es continuacion de un primer articulo (cf. [Sa]) sobre la vida
y algunos aspectos de la obra de Henri Poincaré. Nos ocupamos aqui de sus contribuciones
al problema de la integracién de ecuaciones lineales de coeficientes algebraicos mediante la
teoria de las funciones fuchsianas (automorfas), de su primer trabajo monografico sobre el
problema de los tres cuerpos, y de algunos detalles biograficos sobre la etapa final de su vida.

The present work 1is the continuation of a previous one (cf. [Sa] ) concerning some
aspects of the life and mathematical work of Henri Poincaré. Here, his contributions to the
integration of linear equations with algebraic coefficients by means of automorphic functions,
his first monographic memory on the three-body problem, and some aspects of the last part
of his life are considered.

1. Introduccidn.

Este trabajo es la segunda entrega de una memoria sobre la vida y obra de Henr:
Poincaré que tuve su origen en una conferencia del mismo titulo, que imparti en las fa-
cultades de Fisica y Matematicas de la Universidad de La Laguna, en mayo de 1994. Ya
se comentd en la primera parte [Sa], y es de sobra bien conocido, la ingente cantidad de
trabajos y la amplia variedad de temas distintos —estrictamente matematicos o del campc
de la fisica- que fueron estudiados por Poincaré en algiin momento de su vida.

La orientaciéon dada a la conferencia y memoria que de ella surgié gir6 en torno a las
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, como lector de un trabajo de esta naturaleza habria
leido con fruicién una descripcién de sus trabajos seminales sobre topologia algebraica y
también algo de sus controvertidos resultados sobre la estabilidad de las masas fluidas en
rotaciéon, que coﬁstituyen los primeros trabajos conocidos sobre teoria de la bifurcacién
(problema en el que Lyapunov hizo aportaciones fundamentales desde su tésis [Sr]). Por
tanto, la memoria “ideal” que sobre Poincaré me hubiera gustado escribir deberia haber
abarcardo ademas estos dos temas, y he de sefialar —con tristeza— su ausencia significativa
entre las lineas que siguen.

El autor expresa su gratitud a: A. Bruno, M. Flores, J. Lopez-Gémez, A. Noda, M. Martinez, R.
Ortega, J. Picazo y D. Salazar, por la documentacion facilitada.
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JOSE SABINA DE LIS

En el §2 de esta segunda parte emprenderemos un periplo sobre los resultados de
Poincaré en el estudio global de las soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de coe-
ficientes racionales y algebraicos. Para ello nos hemos apoyado en sus articulos originales
sobre las funciones fuchsianas: [P-81,b,c,d], [P-82,b,c] y [P-84]. El §3 contiene una descrip-
cién de la memoria sobre el problema de los n-cuerpos que presenté Poincaré al premio
convocado por el rey Oscar II de Suecia, con especial énfasis en los hallazgos histéricos
que sobre la concesién del premio y el contenido de la misma se han publicado reciente-
mente ([A], [Ba], [G] y [Lt]). El trabajo termina con el §4 donde se dan algunos detalles
biograficos mas sobre la iltima etapa de su vida.

2. Las funciones automorfas.

Desde el comienzo mismo de su carrera, Poincaré abre tres frentes de ataque en el
problema de la integracién de las ecuaciones diferenciales ([P-21]). El primero, analitico
local, en la linea de su tésis y primer trabajo [P-78] ([Sa], §3.1), se ocupa del estudio de
las singularidades. El segundo, geométrico local —describiendo las 6rbitas préximas a las
orbitas singulares— y global —analizando el némero y dlstrlbucmn de las 6rbitas singulares,
y el panorama del espacio de fases— segun el plan de sus trabajos [P-81,82,85,86] ([Sal,
§3.2)

El tercero, analitico-global, al estilo de la teorfa de las funciones elipticas y abelianas,
se ocupa de las ecuaciones lineales. La empresa, que consiste en estudiar la estructura
de las soluciones, consideradas como funciones definidas en el plano -complejo C, le lleva
a introducir las funciones automorfas (que originalmente llama fuchsianas, en honor de
Lazarus Fuchs) y a “integrar” las ecuaciones lineales de coeficientes algebraicos’.

Las funciones automorfas generalizan las funciones peridédicas y doblemente periddicas
de una variable compleja. Cuando Poincaré, con 26 afnos, comienza a trabajar en el
tema, las funciones elipticas —el ejemplo paradigmatico de funciones doblemente periédicas—

constituyen en si mismas un robusto campo de investigacién, al que han contribuido los

mejores analistas del siglo XIX. Se llama eliptica a toda funcién de la forma

utz) = [ R VAD) &,

donde R(z,y) es una funcién racional y P(z) es un polinomio de grado menor o igual
que cuatro. Desde los comienzos del calculo infinitesimal este tipo de expresiones, no
integrables por métodos elementales, hacen acto de presencia. Por ejemplo,

/ vV a?sen?t + b%cos?t dt = 4/ h Adat ey dy,

e=1-— %,2-, para hallar la longitud total de arco de la elipse i—; + %; = 1 (quizas de ahi
provenga la terminolgia). Fueron Euler y Legendre los primeros en estudiarlas, siendo el

1Clase mas amplia que las de coeficientes racionales, como la ecuacién hipergeométrica o las ecuaciones
clasicas de segundo orden (v. [Sa], §3).
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POINCARE Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

segundo quien las reduce a dos tipos basicos. Por ejemplo, la integral eliptica de primera
especie:

0< k< 1

: 1
= d
u(z) /0 Tyt £,

Los estudios fundamentales de la teoria se deben a Abel (1802-1829) y Jacobi (1804-1851).
Al primero se deben las ideas claves que permiten descubrir sus propiedades geométricas,
asi como extenderlas al campo complejo. La genialidad de Abel consisti6 en estudiar la
funcién inversa z = z(u) en la integral precedente. Si k = 0, z(u) = sen u. Sin duda
alguna, fue la periodicidad doble de z = z(u) la propiedad maés importante que descubrié.
Tras la muerte prematura de Abel, es Jacobi quien saca partido a este nuevo enfoque, y de
hecho escribe el primer tratado monogréfico sobre el tema: “Fundamenta Nova Theoriae
Functionum Ellipticarum”. Nétese que el fenémeno de la periodicidad doble no es posible
para funciones continuas de una de una variable real. Por otra parte, Jacobi demuestra en
1835 que toda funcién meromorfa posee a lo mas dos periodos (cf [Kl]). En terminologia
moderna, se llama eliptica a toda funcién meromorfa f : C — ¥ (X la esfera de Riemann)
que sea doblemente periédica (cf. [JS]), es decir, I w1, w2 € C, 2+ ¢ R tal que:

f(z+ w1 +w2) = f(2), VzeC.

Hacia 1860, Weierstrass abordé la teoria de las funciones elipticas desde el punto de vista
de las series de potencias ([Kl]). Desarrollé su teoria en términos de lo que hoy se conoce
como la funcién P de Weierstrass:

P(z2) = Z (z _w)z - 12

donde w = nyw; + nows, wy,wy € C, ¢ R, (n;,ny) € Z2. No es dificil ver que P(z) es
doblemente periddica (cf. [F]). Ademas P queda completamente definida por los valores
que toma sobre el paralelogramo R = {tw; + sw2/0 < t,s < 1} —que luego llamaremos
region fundamental — que es el conjunto de puntos de C no congruentes con respecto al
grupo de los periodos {njw; + nows /ny,ny € Z}. Obsérvese que P(z) tiene sus polos en
los puntos de dicho grupo.

Poincaré observa la periodicidad doble de una funcién meromorfa f = f(z) como un
fenémeno de invarianza frente a un grupo de transformaciones. Es decir, f = f(z) es
doblemente periédica de periodos w; y ws si es invariante frente al grupo de automorfismos?
de C: Ty, n,(2) = z + niw1 + nawa, (n1,n2) € Z2, ed.,

foTn n,(2)=f(2), V2€C, ny,ny €Z.

Para mayor generalidad, es conveniente observar las funciones meromorfas f = f(z) como
funciones definidas en dominios 2 C ¥ de la esfera de Riemann® ¥. Los automorfismos de

2 Aqui con el sentido de funciones biholomorfas.
3La compactificacién de C identificada con la esfera de R3.
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JOSE SABINA DE LIS

Y —e. d. los cambios de referencia globales en £ vienen dados por las transformaciones
bilineales (o de Mdbius):

az+b
T(z)= T d

a,byec,de C, ad—bc=1,

las cuales forman un grupo G. Mas aun, dicho grupo es isomorfo al de las matrices

complejas:
a b
)

cuyo determinante es la unidad. G tiene bastantes subgrupos notables. Por ejemplo, el
grupo modular M donde a,b,c,d € Z y ademds ad — bc = 1. Si a,b,c,d € C son tales
que ad —bc =1y d = a, b = ¢, obtenemos el grupo Ga de las transformaciones bilineales
que dejan invariante el disco unidad A = {z/zz < 1}. Poincaré llama hiperbdlico a todo
subgrupo de Ga, designando a A como el disco fundamental de un grupo de este tipo. Los
grupos hiperbolicos son en realidad todos aquellos grupos que dejan invariante una regién @
que sea congruente con A mediante una transformacién bilineal. Por ejemplo, el semiplano
superior* /. Por otra parte, si consideramos una funcién meromorfa f : Q C & — ¥, la
familia Gyp = {Ta}aca de transformaciones de G que deja invariante a  y f, es decir:

f(Ta(2)) = f(2), Va, VzeQ,

forma necesariamente un grupo®. Suponiendo que tal f(z) no sea trivial, se deduce del
principio de prolongacién analitica que el grupo Go = {Ta}aea debe ser discreto. Es decir,
que para cada z € {2 la orbita I'z = {T,(z) : @ € A} de z debe ser discreta en . Llegamos
asi a la clase fundamental de grupos G, introducidos y estudiados con detalle por Poincaré:
aquellos grupos discretos —discontinuos en su terminologia— de tipo hiperbdlico, es decir
los grupos fuchsianos. Llama entonces fuchsiana® a toda funcién meromorfa f invariante
frente a un grupo fuchsiano Gy, es decir:

b b,
(E5) =10, vio=-25k0

Posteriormente introduce y estudia otra clase mas amplia de grupos de transformaciones
bilineales y funciones invariantes que llamé kleinianas”. )

En la primavera de 1880, y tras el estudio del trabajo de L. Fuchs Uber eine Klasse von
..., J. Reine Angew. Math. 89 (1880), 151-169, Poincaré encuentra ejemplos de funciones

4Es facil transformar cualquier disco D e{l Ay éstle tltimo en U usando, por ejemplo, la transformacién

bilineal T': U — A definida por T'(z) = w
E+Ed)

5Son asi naturales los grupos de transformaciones en este contexto.

SLa terminologia de Klein Automorfa es la que finalmente ha prevalecido.

7Un grupo propiamente discontinuo G que no deja invariante circulo alguno se llama Kleiniano. Intro-
duce la nueva clase de funciones invariantes a raiz de una observacién de Klein. En una nota en los CRAS
([P-81d]) observa: “Il existe des fonctions qui ne sont pas altérées par ... ce groupe et que je propose
d’appeler fonctions kleinéennes, puisque c’est a M. Klein qu’on en doit la découverte”.
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POINCARE Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

meromorfas f(z) que son invariantes frente a una clase especial de transformaciones bili-
neales T(z) = Z‘jis En efecto, en dicho trabajo Fuchs —en cuyo honor justifica Poincaré
su terminologia— prueba que el inverso del cociente de dos soluciones de la ecuacién,

y” + P(z)y' + Q(z)y =0,

con P y @ racionales, es invariante frente a cierta clase de transformaciones bilineales.
De hecho, Fuchs generaliza los resultados H. Schwarz de 1872 en J. Reine Angew. 75
(1872), pp. 292-335, donde se establece que la funcién inversa w = ¢(z) del cociente

z= Z;EZ; = ((w) de dos soluciones z = n;(w), ¢ = 1,2, de la ecuacién hipergeométrica de
Gauss:
(a+B8+1w— 'ydn af ~0
dw2 w(w —1) dw ' w(w— 1)77 h

tiene también esta propiedad de invarianza®. Especificamente, si A\ = 1—2, u = (y—a—_),
v=(B—a)? y A u, v son reales y positivos, entonces Schwarz demuestra que z = ((w)
transforma U de manera biyectiva y conforme en un tridngulo 7 de lados circulares y
angulos Aw, um, vr ([L],[F]).

La funcién® ¢(z) se puede extender mediante reﬂex1ones (Principio de Schwarz) sucesivas
con respecto a los lados de 7. Repitiendo indefinidamente las reflexiones, los tridngulos
7T, recubren U sin solapamientos siempre que A, pu y v sean inversos de enteros positivos.
Las reflexiones forman ademds un grupo discreto G (el grupo triangular) respecto del cual
w = ¢(z) permanece invariante.

Otro ejemplo de funcién automorfa anterior a los trabajos de Poincaré es la funcidn
modular J(7) construida por Dedekind en 1877 e independientemente por Klein en 1878
(v. [L]). La funcién modular J es invariante en U con respecto al grupo modular M.
Para construir J(7) se procede como sigue. En primer lugar, si se toma la funcién P de
Weierstrass, se tiene que:

P =4P° — P — g5,

donde,
1
02 =60 —,
w#0
Y, 1
gz = 140 Z F
w#0

Las cantidades,
w1y w1 + wa w
€1 =P(_)762=P( )763=P(—
2 2
son tres raices distintas de la ecuacién:
4¢3 — g2t — g3 =0.

8Riemann llegé a las mismas conclusiones aunque no las publicé, apareciendo en un trabajo péstumo
de 1867 ([KI]).

®Conocida como funcién triangular.
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JOSE SABINA DE LIS

Por eso, el discriminante A = g3 — 27¢% es no nulo. Si observamos g2, g3 y A como
funciones de los periodos (wy,w2), entonces resultard que:

i (2%
k| = 17 b = 9
92(w1,w2) % 92(L,7), 7 o

mientras que,

1 1
g3(wy,w2) = ngl(l'a ), Awr,ws) = FA(LT)-
1 1

. Ahora viene la idea fundamental: el par (w},w}) constituye una nueva pareja de periodos!®
para P si y sélo si se tienen las relaciones:

w'z iaw2+bwl,

!
wy = cwg + dwy,

donde a,b,c,d € Z con D = ab — c¢d = +1. Si cambiamos (w;,wz) por (w},w}) entonces
las cantidades P, g2, g3 y A no cambian, mientras que 7 se tranforma en 7':

S ar +b
et+d’

Por esa razon, si se define la funcién J como:

J(r) = 82T

A(l,7)°

entonces,

J(T(r)) = J(7),

para todo T'(z) = %}_}3 en el grupo modular M (véanse los detalles en [F]).

Cuando en 1880 Poincaré lee a Fuchs, reproduce —sin tener noticia alguna de ellos— los
resultados de Schwarz y encuentra un procedimiento sistemético para la construccién de
funciones automorfas!!. Poincaré explora con rapidez las aplicaciones del tema, desarro-
llando y publicando en corto espacio de tiempo, una buena cantidad de trabajos: una
memoria que present6 a un premio de la Academia de Ciencias de Paris en verano de 1880
—que no gano, pero que merecié una mencién especial- 11 notas en los CRAS, sendas notas
en la Academia de Ciencias, Artes y Letras de Caén y en los Math. Annalen, todo esto
en 1881, 11 notas en los CRAS entre 1882 y 1886, y cinco articulos fundamentales donde
desarrollé en mas detalle sus resultados, en la recién fundada Acta Mathematica: Act.

Math. 1882, 1, 1-62; 1882, 1, 193-294; 1883, 3, 49-92; 1884, 4, 201-311; 1884, 5, 209-278.

10En relidad, todos los periodos de P —como de cualquier funcién doblemente periédica— constituyen
un grupo cerrado del que los pares (w1,0) y (0,wz) forman una base. La condicién a enunciar asegura que
también {(w],0),(0,w})} forma una nueva base de dicho grupo.

1Por entonces, Klein ya habia generalizado la construccién de la funcién triangular de Schwarz a
ciertas clases de poligonos ([L]).
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POINCARE Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Antes de comentar los resultados conviene introducir una nocién basica. Si f(z) es fuch-
siana con respecto a G, entonces f queda completamente definida por su comportamiento
en una region fundamental R del grupo G, que es toda parte del plano R con la propiedad de
ningin par de puntos z, 2z’ € R pueden hacerse corresponder en la forma z’ = T(z), para al-
gin T € G y que es abierta y maximal para esta propiedad!?. Por ejemplo, el palarelogramo
R en el caso de P, o la unién de 7 con un tridngulo simétrico 7' en la funcién triangular.
En el caso de la funcién modular. J se tiene que R = {z € U/|z| > 1,—} < Rez < 3} es
una regién fundamental del grupo modular M ([F],[L]).

Poincaré anuncia una parte sustancial de sus resultados en una nota a los CRAS de
febrero de 1881 ([P-81b]). En primer lugar, estudia la forma de las regiones fundamentales
R de los grupos fuchsianos!® G. Establece que son poligonos curvilineos, cuyos lados son
arcos de circulo que cortan ortogonalmente al circulo fundamental A o bien segmentos de
dicho circulo. Prueba ademas que la familia {T(R)/T € G} de regiones congruentes con
una regién fundamental R recubre sin solapamientos el disco fundamental A. El problema
mas delicado era el de la propia existencia y construccién de los grupos fuchsianos. Poincaré
estudia bajo qué condiciones una cierta regiéon R C A —cuya frontera esta constituida por
arcos de circulo ortoganles a QA- se puede identificar como la regién fundamental de un
grupo fuchsiano G y describe la manera efectiva de fabricar G a partir-de una tal regién
R. El punto crucial —que conlleva el caracterdiscontinuo del grupo obtenido G--consistia

en probar que la familia de régiones deducidas de R por reflexiones en los lados, recubre

totalmente A sin solapamientos. En su nota de 1881~[P-81b]) da una escueta noticia de
cémo superd el escollo: “Hacia falta, primeramente, construir los grupos fuchsianos; lo he
logrado con ayuda de la geometria no euclidea, de la que no hablaré aqui”. Afios después
([P-21]). comenta: “La segunda de las proposiciones —refiriéndose al problema- quizés me
habria detenido durante mucho tiempo de no haber sido por la ayuda que encontré en una
teoria bastante diferente: ... la Geometria no euclidea. Esta geometria, ... a primera vista
no parece sino un simple juego del espiritu que no tiene interés salvo para el filésofo, sin ser
de utilidad alguna para el matemético. Pero nada de eso, los teoremas de la geometria de
Lowatschevski son tan ciertos como los de la geometria euclidea, a condicién de que se les:
interprete como debe ser ... . Pues resulta que combinando todos estos teoremas obtuve
facilmente la solucién de la dificultad a la que me he referido”!*. Sin embargo, y —como él
dice, para evitar posibles confusiones (cf. [P-82b])- evita la geometria no euclidea cuando
redacta con detalle los célculos en su célebre articulo en Acta de 1882 ([P-82b]).

Poincaré habia introducido un modelo para la geometria no euclidea hiperbdlical®
definido por el semiplano & = {z € C/Im z > 0} dotado de la métrica Riemanniana:

2 dz? + dy?
oo
)

12Para tener a f completamente determinada necesitaremos conocer sus valores en parte de la frontera
OR de R.

13Se ocupa tinicamente de los grupos finitamente generados.

14En el celebérrimo ensayo “La Creacién Matematica” —cf. una traduccién en Matemdticas para un
mundo moderno, Editorial Blume, Barcelona, 1970 — también describe cémo se inspiré en el modelo
hiperbélico de geometria no euclidea que él mismo habia creado.

15El semiplano hiperbélico de Poincaré (cf. [Do]). De acuerdo con Darboux ([D]) el de Poincaré es una
variante de un modelo de geometria hiperbélica debido a Cayley.
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JOSE SABINA DE LIS

En otras palabras, si v = y(t) = z(t)+ty(t), 0 < ¢t < 1 es una curva regular en I entonces
la longitud hiperbdlica de la curva es:

o fYdz| [P 1 |de
s= 5= | v e

En esta geometria las rectas (geodésicas) son, o bien las rectas ortogonales a Zm z =0 o
los circulos ortogonales a Zm.z = 0. La idea clave de Poincaré fue darse cuenta de que las
isometrias de U son precisamente las transformaciones bilineales T'(z) = % que dejan
invariante Y. Los grupos fuchsianos, por tanto, estan constituidos por isometrias del disco
fundamental A con la métrica hiperbdlica.

Todos los resultados relativos a los grupos fuchsianos se desarrollan en el primer trabajo
de Acta ([P-82b]). Los que se refieren a las funciones invariantes frente a dichos grupos se
recopilan en el segundo trabajo de Acta ([P-82c]). El primer paso consisti6 en asociar una
funcién fuchsiana a todo grupo G de ese tipo. Este problema era también bastante delicado,
y es objeto asimismo de algunos parrafos del ensayo comentado (v pié de pagina). Veamos
cémo Poincaré resoivié el problema. Si G = {T,}, es el grupo, entonces considera una
funcién racional H(z) definida en ¢l dominio €2 en cuestién, de forma que no tenga polos
el la frontera de 2. Define entonces la funcién (m > 2):

O(2) = Y H(Tk - )(cxz + di) ™, (1)
keEN

con Ti(z) = %::%3:, demostrando que la serie converge excepto en los transformados por
el grupo G de los polos de H. Al ser () invariante por G todos estos puntos pertenecen a

Q. Por otra parte, resulta inmediato comprobar que:

az+b
cz+d

O(T - 2) = (cz + dP™Q(z), T()= 2)

En efecto:

O(T-z)=) H(Ti-T-2)(ckT -z +dy)™ 2"

keN
(e S ) e
kEN
= (cz + d)?™0O(2).

Upa consecuencia inmediata de esta propiedad es que el cociente g;g; de dos de tales

funciones —correspondientes al mismo grupo G, pero con distintas elecciones de H, por
ejemplo, Hy(z) y Ha(z)- es una funcidn fuchsiana (o kleiniana, dependiendo de la natu-
raleza de G) con repecto a G ([P-81b], [P-82c]). Llama thetafuchsiana ([P-81b], [P-82c],
[F]) (o thetakleiniana) a toda funcién meromorfa ©(z) que satisfaga (2). La expresion (1)
se conoce ahora como serie de Poincaré. Para la construcciéon de dicha serie, se inspiré en
resultados andlogos de Weierstrass sobre funciones elipticas.

180

© Del documento, de los autores. Digitalizacion realizada por ULPGC. Biblioteca Universitaria, 2017



POINCARE Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Superado el problema de la existencia de funciones fuchsianas con respecto a un grupo
G, Poincaré establece la manera de expresar todo el colectivo de dichas funciones esen-
cialmente en términos de .una sola funcién fuchsiana ¢ = f(z) de referencia. En efecto,
la segunda nota a los CRAS de febrero de 1881 ([Po-81c]) anuncia la siguiente propiedad
fundamental: si f(z) y fi(z) son fuchsianas con respecto a G entonces existe un polinomio
en (z,y), ¥ = ¥(z,y), de forma que ¢ = f(2) y y = fi(z) parametrizan la curva algebraica:

¥(z,y) =0. (3)

Veamos un esbozo de la demostracién ([P-82c], [F]). En virtud al teorema de Liouville,
toda funcion fuchsiana ha de tener polos, de los cuales habra un nimero finito en cualquier
region fundamental. El hecho basico es que el nimero de polos —contados con su orden de
multiplicidad- que la funcién fuchsiana posee en una regién fundamental coincide con el
nimero de ceros en dicha regién ([P-82c]). Sean entonces f(z) y fi(z) funciones fuchsianas
con respecto al mismo grupo G, y sean kj, k2 el nimero de polos respectivos en una region
fundamental dada Ro. Veremos que existen constantes ay,az,- -+ ,@(m+1)(n+1), tales que:

arf™ 7+ aaf™ F"V 4+ agmaryntn) =0,

para z € Ry. Si por el momento consideramos los a;, m, n variables, y llamamos ¥(f, f1)
al primer mienbro de la igualdad, entonces el nimero de polos de % estd acotado por
mky + nk,. Por interpolacién, y dados ¢1,¢2,- -+, ¢(m+1)(n+1)—1 Puntos distintos entre siy
distintos de los ky + k2 polos, siempre existiran constantes a;, 1 < 7 < (m + 1)(n + 1),
tales que:

Y(f(ei), file)) = ar f™(e) f(ei) + aaf™(e) f{" V() + - + agmany(ntry = 0,

para todo 1 < 7 < (m+1)(n+1)—1. Como la construccién se puede hacer con m y n
variables, existiran {c;}, {a;}, m y n tales que:

(m+1)(n+1) > mky + nk,,

con lo que % tendria mas ceros que polos en Ry. Por tanto, 1) debe ser idénticamente cero,
lo que concluye la prueba.

Por otra parte, si ¢ = f(z), y = fi(z) son fuchsianas con respecto a G, Poincaré prueba
que cualquier otra funcién fuchsiana y; = f,(z) con respecto a G se relaciona con f y fi
mediante la relacién:

y1 = 61(z,y),
en donde 6, = 6,(z,y) es una funcién racional. Por tanto, todas las funciones fuchsianas
quedan referidas a una de ellas z = f(z) ([P-82c]).

Lanota alos CRAS [P-81c] introduce los primeros ejemplos de las ecuaciones de segundo
orden que mas tarde llamaria fuchsianas ([P-84]). En efecto, dada una funcién fuchsiana
z = f(z) considera las siguientes funciones!'® de x:

v(z) = \/g, vy(z) =2 % (4)

16Como funciones de z son genéricamente multivaluadas.
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JOSE SABINA DE LIS

Establece entonces que v; y v, son soluciones de una ecuacién de segundo orden de la
forma: '
d*v

dzz p(z)v,

donde ¢(z) es una funcién algebraica de z, es decir, p(z) = 6;(z,y) donde 6, es racional
y z e y estan relacionadas por una ecuacién algebraica de tipo (3). En otras palabras,
{v1,v2} es un sistema fundamental de la ecuacién algebraica:

v

22 =61(z,y)v (5)
P(z,y) = 0.

Veamos la prueba de este resultado. Para z = f(z) introduzcamos el término:

b, - ELI (122,

2f7 T dz

que se conoce como derivada Schwarziana!” de f ([F]). La expresién aparecié originalmente
en el trabajo de Schwarz ya comentado, donde se estuida el cociente z = :7;(% de dos
soluciones de la ecuacién de segundo orden:

y" +p(z)y' +q(z)y =0. (6)
En efecto, unos calculos establecen:
D(z): = g(z),
que es la ecuacién de tercer orden que satisface z. Dos propiedades fundamentales: a) si

T(z) = ::+3 es una transformacion bilineal arbitraria, entonces D(T'(z)), = D(z), y b) si

f(2) es automorfa, entonces ?(i

En cuanto a la ecuacién (5) y las funciones (4), Poincaré establece ([P-82c]) que:

): también lo es!®.

l@ B 2flflll _3fu2

= r=1.2
v; dz? 4:f’2 : ¢ T

. 2 . . > .
es decir, %%’;’- = D2—(fj,r;i, i = 1,2. Es por eso que, si ademas de z = f(z) se considera otra
:

funcién fuchsiana de referencia y = f;(z), se tendra entonces que:

1d2V1 ldzllg

> =gm=01(w,y), (7

17La notacién D(f). se debe a Koebe.
2
188e tiene ademas la siguiente versién de la regla de la cadena: D(z)z = D(z): (%) + D(t)z.
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POINCARE Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
donde 6; es racional y ¢¥(z,y) = 0. Por tanto, como de (4):

v ()
v (z)’

(5) pertenece a la clase de las ecuaciones de coeficientes algebraicos que tienen la propiedad
de que z es una funcién fuchsiana del cociente z de dos soluciones. Poincaré definié6 como
fuchsianas a este tipo de ecuaciones.

Veamos qué consideraciones llevaron a su estudio. Sea ¢ = a¢ una singularidad aislada
de una ecuacién lineal (6), y1(z), y2(z), € C, dos soluciones independientes de la misma.
Si z describe una trayectoria cerrada 7, alrededor de aq, yi(z), y2(z) se prolongaran
analiticamente a dos nuevas soluciones §;(z), g2(z). Por tanto:

91(z) = ayi(z) + bya () ®)
§2(2) = o (&) + dya(2),

para ciertos coeficientes a, b,c,d € C. {y;,y} sufre as{ una substitucién!® lineal de matriz

San = (‘z 3) (9)

cuando z circunscribe ag. Si (6) presenta n + 1 singularidades ao, .. .,a, entonces {y1,y2}
sufrird un “producto” de las sustituciones S,;, asociadas a las a;’s, cada vez que z circunvala
tales singularidades, siguiendo una curva cerrada 4. Las transformaciones asi generadas
constituyen un grupo: el grupo de la ecuacién?’. Riemann fue el pionero en explotar las
propiedades de dicho grupo para el estudio del comportamiento global de las soluciones de
una ecuacién lineal. En [P-84] Poincaré efectiia un estudio detallado de los invariantes de
los grupos de ecuaciones de orden n.
Si consideramos ahora el cociente de dos soluciones de (6), z tomaré el valor:

az+b
cz+d’

72 =T(z) =

v1(z)
y2(z) ) ]
bilineal T(z) cuando = vuelve a la posicién inicial tras recorrer 7,. Sin embargo, si z

admite una inversa univaluada z = f(z), entonces

cuando z circunvale ag. Es decir z = es multivaluada y sufre la transformacién

f(=21) = f(T(2)) = £(2), (10)

es decir f serd invariante frente a T. Fue precisamente ésta la propiedad encontrada por
Schwarz y Fuchs en algunos casos especiales, segin se ha dicho.

19En terminologia original.
20Que Hermite llamé de monodromia en 1851.
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JOSE SABINA DE LIS

Con la introduccién de las funciones y ecuaciones fuchsianas Poincaré considera la
propiedad (10) en toda su generalidad, estudiando qué consecuencias tiene sobre el compor-
tamiento global de las soluciones. En efecto, consideremos una ecuacién de tipo fuchsiano:

v (2.9)
dz? P T, Yy (11)
P(z,y) =0.

Siz= ::Ez; y ¢ = f(z) con f fuchsiana, entonces v1(z), v2(z) definidas por (4) constituyen

un sistema fundamental de (11). En efecto, de lo dicho mas arriba:

1 ,
Q‘D(z)l = —¢(z,y),
mientras que, de la regla de la cadena -ver pié de pagina- se tiene:

1D(f).
P& =370
La propiedad buscada se deduce entonces de (7). Sin embargo, el aspecto fundamental es
el siguiente. Si las soluciones vy (), v2(z) se observan en términos de z, éstas dejan de ser
multivaluadas para convertirse en funciones uniformes?! de z, cuando z recorre el disco
fundamental A del grupo. v; y v, describen asi de manera éptima el comportamiento
global de las soluciones.

Segin observa Poincaré en [P-82¢,84], las singularidades relevantes z = ag de las ecua-
ciones fuchsianas (11) son singularidaes regulares en el sentido de Fuchs (cf. [CL]). En una
tal singularidad, la substitucién lineal en (9) admite la forma canénica:

e21r)\1i 0
5a0=( 0 e2mhai |0

donde A;, Ay son las raices de la ecuacién determinante??. Poincaré observa ademas que
NG R
A2 — A1 debe ser cero o el inverso % de un nimero entero § € N.

En su trabajo “Sour les groupes des équations linéaires” ([P-84]) Poincaré considera
dos problemas. El primero, expresar los invariantes del grupo de una ecuacién diferencial
en términos de sus coeficientes. El segundo, mucho maés 1mp6rtante estudiar bajo qué
condiciones es fuchsiana una ecuacién algebraica dada:

2
v
— = ¢(z,y)v
dz? e(z,y) (11)

P(z,y) =0.
Mas precisamente, si uno considera en (11) como datos:

1) La curva algebraica ¢(z,y) = 0,
ii) Las singularidades ao,...,a, y las diferencias A\ — A\] = %, Bi € N, de las raices

de las ecuaciones determinantes,
218i ¥ es una superficie de Riemann, F holomorfa en ¥, uniformizar F' consiste en hallar un par de
funciones holomorfas f = f(z), h = h(z) en un cierto dominio  tales que ¥ = {z = h(z) : z € Q} y

F(h(z)) = f(z). La variable z uniformiza entonces las soluciones vy, v ([JS], [L], [F]).
22La ecuacién indicial en [CL].
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POINCARE Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

esta informacién no determina la funcién racional ¢(z,y). Quedan asi por determinar
un cierto ntimero de coeficientes que pueden considerarse como pardmetros libres. El
problema, nada trivial, a resolver es el siguiente: determinar para qué valores de dichos
parametros es fuchsiana la ecuacién (11). Poincaré resuelve el problema en [P-84] estable-
ciendo que entre todas las ecuaciones que satisfacen las propiedades 1) y ii) siempre existe
una tnica ecuacién fuchsiana (11), describiendo ademés la manera de hallar dicha ecuacién.
Las dos consecuencias mas importantes de este resultado son, en palabras de Poincaré:

(1) Qu’étant donnée une équation linéaire quelconque & coefficients algébriques, la
variable et les intégrales peuvent s’exprimer en fonctions uniformes d’une méme
variable auxiliaire z.

(2) (Teorema de Uniformizacién) Qu’étant donnée une courbe algébrique quelconque,
les coordonnées = et y d’un point de cette courbe s’expriment en fonctions uni-
formes?® d’une méme variable auxiliaire z.

Huelgan las palabras sobre la contundencia- de la segunda proposicién. La prueba del
resultado comentado més arriba se basa en el método que él denomina de continuidad?*
y que describe con detalle en la pdg. 42 de [P-84]. Sin embargo, muchos pasos hacen uso
de argumentos intuitivos. No fue hasta principios de siglo que Brouwer y Koebe (1908)
obtuvieron los resultados basicos necesarios para construir demostraciones satisfactorias
de todas las afirmaciones contenidas en el trabajo de Poincaré.

Poincaré también consideré el caso de la ecuacién general de orden m:

y™ 4 o1(2)y™ D 4o om(z)y = 0, (12)

cuyos coeficientes ¢i(z) = pi(z,y), 1 < ¢ < m son funciones algebraicas de . Bajo las
mismas condiciones para las singularidades de la ecuacién establece que (12) admite un
sistema fundamental de soluciones vi(z),...,v,(z) en el que la variable z se uniformiza
en términos de otra z por medio de la funcién inversa z = f(z) —en general kleiniana— del

cociente z = z—;(%% de dos soluciones de una cierta ecuacién auxiliar del tipo (11) asociada
a (12) ([P-84], [P-21)).

A raiz de estos trabajos, el talento de Poincaré fue ampliamente reconocido?®. A la poco
usual edad de treinta y dos afios, resulta elegido miembro de la Academia de Ciencias, el
24 de Enero de 1887%6. Ocup6 la plaza que quedé vacante tras la muerte prematura de
Laguerre. El ponente de su ingreso — Camile Jordan — dijo de él (cf. [B], [D]):“ ...
su obra esta por encima de todo elogio, recorddndonos de manera inevitable lo que de
Abel dijo Jacobi, a saber, que aquél habia planteado cuestiones que hasta entonces eran
inimaginables. Debemos reconocer que, en efecto, somos testigos de una revolucién en
Matematicas sélo comparable con la que, hace ya medio siglo, se produjo con el desarrollo
de las funciones elipticas”.

23Que son ademas fuchsianas.

24Que el propio Poincaré vincula con Klein (cf. [P-84]).

25Como siempre, no de manera unanime: a raiz del primer articulo de Acta, Kronecker advirtié al
editor, Mittag-Leffler, que este articulo inmaduro y obscuro mataria la revista ([Kl], Cap. 29, Sec. 6).

26Estaba en las listas de la Seccién de Geometria desde 1881, pero no consiguié la plaza hasta ese afio,
a pesar de que se habian producido vacantes con anterioridad.
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Finalmente, debe anadirse que durante el periodo de 1881 a 1882 se entabla una dura
competencia entre Klein —uno de los precursores del tema— y Poincaré por la prioridad de
resultados de la teoria. Estimulado y también presionado por el empuje de Poincaré, Klein
trabaja intensamente y obtiene —con técnicas de la teoria geométrica de funciones— parte
de los resultados obtenidos por aquél. Sin embargo el sobreesfuerzo y la tensién sufridos
lo sumen, a finales de 1882, en una depresién que tendria efectos definitivos sobre su
carrera futura como investigador. En palabras de Klein (v. [W-A]):“Durante las vacaciones
del otonio de 1882 ... nacié la memoria del Vol. 21 de los Math. Ann. -donde se da
cuenta, entre otros resultados, del teorema de uniformizacién— que quedé concluida el 6 de
Octubre de 1882. Asi que muchas cosas estan incompletas —unos parrafos antes comenta las
dificultades que tuvo que superar, debido a sus deficiencias en teoria de funciones— pero,
en general, la construccién del razonamiento permanece y tampoco ha sido modificada
por los trabajos de Poincaré que a continuacién se sucedieron en los tomos 1, 3, 4 y
5 de la por entonces recién fundada Acta Mathematica. De hecho consegui nuevamente
adelantarme por poco a Poincaré ... El precio que tuve que pagar por mi trabajo fue,
en verdad, extraordinariamente elevado: el quebranto total de mi salud ... Mi propia
actividad productiva personal en el campo de las Matematicas tedricas terminé en 1882.
Todo lo que vino a continuacién se refiere, aunque no se trate de simples retoques de un
tema, a detalles. De este modo Poincaré tuvo el campo libre y hasta 1884 publicé en Acta
Mathematica sus cinco grandes trabajos sobre las nuevas funciones”.

3. Mecénica Celeste.

Apunta Dieudonné [Di] que después de 1885 la mayoria de los trabajos de Poincaré
sobre ecuaciones diferenciales tienen que ver con la Mecanica Celeste y mas en particular
con el problema de los tres cuerpos. En general, el problema de los n-cuerpos consiste en
determinar la dindmica y comportamiento asintético de n mdéviles puntuales Py, ..., Py,
con masas respectivas My, ..., M, sometidos unicamente a las perturbaciones debidas
al campo gravitatorio generado por ellos. Si z;(t) € R® designa la posicién del cuerpo
i-ésimo, &;(t) su velocidad (¢ = 4%), las ecuaciones asociadas al problema son:

o 1
M,'i','= Z 'GM,‘Mjm(l’j—.’l),‘), IS ZS n,
J=1,5#1

(G la constante de gravitacién) es decir un sistema de primer orden de dimensién 6n.
El problema de los n-cuerpos se remonta a Euler, Laplace y Lagrange y surge, de manera
natural, cuando se trata de estudiar la estabilidad del sistema solar. A lo largo del siglo XIX
se hace evidente la gran complejidad del problema y, practicamente, la no integrabilidad
del mismo. El caso particular n = 2 (la tierra y el sol, un planeta y un satélite) se sabia
integrar por cuadraturas desde los tiempos de Newton. En efecto, para n = 2 tenemos:

M]fi’l = GM1M2 |3 (1‘2 = .’L‘l),

|931 — 2

i 1
M2.’IJ2 = GM]Mgm(Il = .’62).
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POINCARE Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

En este caso se dispone de diversas estrategias para integrar el sistema (v. [R], Cap. 9).
Una de ellas consiste en analizar el movimiento relativo r = z1 — x5, poner p = G(M; +My)

y escribir:
= r
F=—p—.
P

Es bien conocido que el movimiento es plano. Usando entonces coordenadas polares (p, 8)
se llega a las ecuaciones:

. : I
P 7,62 = —,0_2’

pb +2p6 = 0.

De la segunda relacién se deduce que J = p?6 es una constante del movimiento. Por otra

parte:
2

p
dt = 7d0,
luego, si h = h(t) es una funcién de t:
dh J dh
it~ p?de’
dh g d (Jdh
at? " prdo (/75) '

Para p = p(6):

Jd(Tdp\_ _p T
p?df \ p? dt - p? 3

Poniendo u = 1; llegamos por fin a:

u' +u= %,
de donde:
u= %-{—Bcos(e—w), B >0,
o también:
P =1+ecosé,
p

con p~l = —}%, e = Bp, que es la ecuacién de una cénica de excentricidad e. En consecuen-
cia, las 6rbitas del movimiento relativo son cénicas. Obsérvese que en el caso de las elipses
y circunferencias se obtienen drbitas cerradas. Sin embargo, la existencia de, por ejemplo,
orbitas cerradas para el problema de los tres cuerpos es ya un problema muchisimo mas
complicado. Poincaré se interes6 por éste y otros problemas de la Mecanica Celeste - la
estabilidad de dichas 6rbitas - desde el comienzo de su carrera. Sus primeros resultados en
esta linea, datan de 1883.
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JOSE SABINA DE LIS

En 1885, el rey Oscar II de Suecia decide convocar un premio con el objeto de estimular
una investigacion importante en el campo del Anadlisis Matematico. El rey, que habia
sido estudiante de matematicas en Estocolmo, ya habia dado muestras de su sensibilidad
e inclinacién por el tema al convertirse en promotor y mecenas de Acta mathematica en
1882. Es precisamente Mittag-LefHler, editor jefe y fundador de Acta, el inspirador del
proyecto, consciente, sin duda alguna, de la publicidad y prestigio que el premio atraeria
sobre la revista ([Ba)). ,

El certamen es organizado “de facto” por Mittag-Leffler entre 1884 y 1885 (las bases
se difunden a través de Acta en el verano de 1885), y, tras algunas tentativas, se nombra
finalmente la comisién al efecto. La integran C. Hermite, K. Weierstrass y el propio
Mittag-Leffler y es la encargada de confeccionar una relacién de cuatro temas de los que
los aspirantes deberan elegir solamente uno?” . Serd también la comisién quien estudie
los trabajos presentados. Pasemos revista a los temas propuestos (los tres primeros por
Weierstrass y el cuarto por Hermite). El segundo tema demandaba una extensién de
la teoria de Fuchs para ecuaciones diferenciales. El tercero un perfeccionamiento de los
resultados de Briot y Bouquet para ecuaciones de primer orden, mientras que la cuarta
planteaba el estudio de propiedades algebraicas de las propias funciones fuchsianas de
Poincaré ([Ba], [D])?® . La primera cuestién -por la que opté Poincaré- trata del problema
de los n cuerpos. Con precisién ([D]):

“Dado un sistema con un nimero cualquiera de puntos materiales que se atraen entre si
siguiendo la ley de Newton, se propone, bajo el supuesto de que no ha habido colisién entre
dos puntos, representar las coordenadas de cada punto en forma de una serie asociada a
una funcién conocida del tiempo que converja uniformemente para todo valor de la variable
real.

Este problema, cuya solucién ampliara considerablemente nuestro conocimiento del sis-
tema terrestre, parece que puede resolverse con los medios del analisis a nuestra disposicion,
o al menos podemos suponerlo, pues Lejeune-Dirichlet anuncié, poco antes de su muerte, a
un gedmetra amigo, que habia descubierto un método para la integracién de las ecuaciones
diferenciales de la Mecénica y que, aplicando dicho método, habia llegado a demostrar de
manera absolutamente rigurosa la estabilidad de nuestro sistema planetario. Desgracia-
damente, nada sabemos sobre dicho método, a excepcién de que-da teoria de oscilaciones
infinitamente pequenas parece haber servido de punto de partida para su descubrimiento.
Por tanto, se puede suponer casi con certeza que tal método estd basado no sobre calculos
largos y complicados, sino méas bien sobre el desarollo de una idea fundamental y simple,
que se puede redescubrir a base de un trabajo perseverante y profundo”.

El plazo limite para la presentacién de trabajos se fijé para el 1 de junio de 1888 y la
entrega del premio - 2.500 coronas suecas y una medalla de oro conmemorativa- se haria
coincidir con el sesenta aniversario del rey, el 21 de Enero de 1889.

Poincaré presenté al premio una memoria que titulé: “Sur le probléme des trois corps

27La propia organizacién del premio -vinculado a una revista y no a una entidad cientifica- la seleccién de
los integrantes de la comisién y de los temas propuestos, levantaron las criticas de los circulos matematicos
europeos.

28Resulta obvio que el contenido de las cuestiones primera, tercera y cuarta favorece a Poincaré y el
propio Mittag-Leffler sugiere a Poincaré por carta en 1887 que no tiene rivales en el certamen ([A]).
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POINCARE Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
et les équations de la dynamique”?® . El problema de los tres cuerpos, aunque un caso
particular del enunciado general propuesto, es de gran interés practico en los célculos
astrondmicos y sigue siendo —hoy en dia— un problema considerablemente complejo. Es-
cribamos las ecuaciones (en la escala de tiempo del orden de 71-6-)

T
M i, —Mle = +M11\43—'*—13
| T2 — 3 | lzs — 21|

z
M2I2—M2M1 3 +M2M3,-——2—3
|1 —J?zl lzz — 22|

T
M3(E3—M3M1—3+M3M2_—3_§
|21 — 3] |z2 — 23]

Mas exactamente, Poincaré s6lo abord6 en su memoria lo que se denomina el problema
reducido de los tres cuerpos. Para definirlo con precisién, supongamos que la masa de
uno de los tres cuerpos, v. g. Mj, es considerablemente mas pequeiia que las otras dos.
Entonces las dos pnmeras ecuaciones se pueden desacoplar de la tercera. En efecto, si
M=M+M,p=5}ye= %} se supone que M es del orden de la unidad mientras
que € es muy pequeno. La.s ecuaciones se pueden escribir en la forma:

F1=(1—p) 2 —T1 613—11
lzz — z1[3 |23 — 21 /3’
- Ty — T2 T3 — T2
To =
’ ”|$1—$2|3 lzg — 223’ (1)
. Ir] — T3 To — T3
T3 = +(1—p)—————
: 'ulxl —z3)? ( 'u)|:l:2—:l:3|3’

si se observan en la escala de tiempos 7 = VIHt' Uno obtiene:

T2 — I

=(1-
T1 ( /"L) |1L‘2 - |3 )

o Ty — T2
Ty = u,zl . (2)

1— T3 T2 — T3

Pa =
3 lull_ —.1)3|3 +( ﬂ)ll‘z—l' |37

al hacer € = 0. Los cuerpos primero y segundo se llaman primarios mientras que el tercero
se denomina planetoide ([R]). Las dos primeras ecuaciones en (2) son una versién reescalada
de las del problema de los dos cuerpos, mientras que en la tercera ecuacién, las soluciones
(z1(t),z2(t)) actian como término de perturbacién. El problema reducido consiste en
estudiar la dindmica de los tres cuerpos cuando el movimiento global en (2) es plano y
los primarios se hallan en movimiento circular. Obsérvese entonces que el problema de
los tres cuerpos (1) es una perturbacién del reducido. Si —como pasa en el sitema sol,

29Tras una revisién que luego comentaremos, aparecié publicada en Acta Math. 13(1890), 1-271.
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tierra, satélite — también M, es pequeno con relacion a M, una manera de proceder en las
ecuaciones es considerar que p es un pequeno parametro y estudiar el problema reducido
como una perturbacién de la situacion mas sencilla:

« _ T2TI
x1_|$2—$1|3’
&2 =0,

. _ T2 T3
I3 = ——|z2 P

" En el trabajo presentado por Poincaré lo primero que destaca es la originalidad en las téc-
nicas: se inauguran los métodos geométricos en el estudio de problemas (hamiltonianos) de
la mecénica. Sobresalen ademas dos resultados. La existencia de soluciones periddicas del
problema reducido (2) cuando u ~ 0 y, notablemente, la prueba de la estabilidad de las mis-
mas. En clara referencia a este resultado Poincaré escoge la divisa “Nunquam prescriptos
transibunt sidera fines” para presentar de forma anénima —como era preceptivo— su memo-
ria.

Pasemos revista someramente al contenido de la misma3? ([A], [Ba]). Consta de dos
partes, de tres capitulos cada una, y termina con una serie de 9 notas aclaratorias (A,
..., H,I), elaboradas a peticién de los censores del trabajo, Mittag-Leffler y Weierstrass?!
quienes no ocultan la gran dificultad que ofrece la lectura de la memoria®?. En el capitulo
2 se introducen los invariantes integrales —en particular el volumen- y se prueba el célebre
teorema de recurrencia. El capitulo 3 se ocupa de la teoria general de soluciones periédicas
para sistemas de ecuaciones de la forma:

7' = X(t,.l‘, /‘)a

poniendo énfasis en la dependencia analitica en el parametro p. Establece condiciones
suficientes —teorema de la funcién implicita — para que una solucién periédica en u = 0
se pueda continuar a p ~ 0. Para ello, introduce la ecuacién variacional (asociada en este
caso a la solucién periddica zo(t) en p = 0). A saber,

2 = (%—f(t, zo(t), ;t)) .

La razén es bien natural: la diferencia Az(t) de dos soluciones cuyos datos iniciales se
diferencian en Az, es miltiplo de Y (¢)Az, donde Y(¢) es la matriz fundamental de la
ecuacion variacional.

Los resultados se especializan para la clase de sistemas Hamiltonianos

OF
7' = w(zy Y, 1)
(3.1)

/

oF
Yy = _a_z(z’ y7/“),

30Que no coincide con el de la memoria que finalmente se publica en Acta en 1890.
31En una segunda etapa, es E. L. Phragmén quien asume la responsabilidad de la revisién.
32Segiin se deduce del epistolario entre ambos, publicado en el Vol. 35 de Acta.
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donde z,y € R? (p grados de libertad) y donde la funcién:
F((E, ya/‘) = Fo(-T) + Fl(x,y),u + Fz(([,y)#2 4.

es ademas 2m-periddica en y. En efecto, se establece en el capitulo 1 de la segunda parte
que el problema reducido de los tres cuerpos y otros problemas de la mecanica se encuadran
en este escenario. Se obtienen condiciones suficientes para preservar a p ~ 0 las soluciones
periédicas de (3) cuando g = 0. Nétese que en este caso el sistema es trivialmente inte-
grable y su espacio de fases estd constituido por toros invariantes. Analiza los exponentes
caracteristicos de las dérbitag cerradas perturbadas. En el caso en que éstas 6rbitas son
hiperbdlicas, analiza las variedades estable e inestable —que ya habia introducido en [P-86]
y que él llama “superficies asintéticas”— probando que son funciones analiticas en /.

El primer capitulo de la segunda parte contiene la prueba de la estabilidad de las 6rbitas
perturbadas. El punto crucial es la demostracion de que las variedades estable e inestable
coinciden y, conjuntamente, constituyen una superficie cerrada que delimita un recinto
tridimensional, del que, por invariancia de las variedades, las soluciones no pueden escapar
(cf. [A], [Ba]). La demostracién de que tales superficies asintéticas coinciden reposa
fuertemente en el hecho de que ambas se puedan desarrollar en forma serie convergente
de potencias de ,/u. La nota final I de la memoria aclarara los pasos obscuros de la
demostracién que, de la analiticidad en /z de las superficies asintéticas, se habia dado en
la primera parte.

El capitulo segundo contiene la prueba de no existencia de integrales primeras globales,
independientes del Hamiltoniano; asi como del caracter divergente de algunas representa-
ciones en series formales introducidas por otros autores, de las soluciones del problema de
los tres cuerpos (v.g. los desarrollos de Lindstedt).

Poincaré obtuvo el premio. He aqui una fraccién del informe de Weierstrass ([D]),
dirigido por carta a Mittag-Lefler: “La memoria sobre el problema de los tres cuerpos
y las ecuaciones de la Dindmica con la divisa Nunquam ... es, sin discusién alguna, un
trabajo de alto nivel, aunque no contiene la solucién del problema general formulado en la
primera cuestion, sino que versa sobre una solucién particular de ese problema”. Continua:
“Dicho esto, no tengo dificultad alguna en declarar que la Memoria en cuestién es digna del
premio. Podéis decirle a vuestro soberano que no puede considerarse, en verdad, que este
trabajo porporcione la solucién completa a la cuestién propuesta, pero que, no obstabte,
reviste una importancia tal que su publicacién abrird una nueva era en la historia de la
Mecénica Celeste. Por tanto, el fin que se propuso Su Majestad al abrir el Concurso puede
considerarse conseguido”.

P. Apell, compaiiero de estudios desde los tiempos del liceo, obtiene también la mencién
honorifica®®. La trascendencia internacional alcanzada por el certamen mueve al gobierno
francés a nombrarlos Caballeros de la Legién de Honor ([D]).

Pero la crénica del premio no termina en este punto. El proceso de revisién de la
memoria, tanto para el premio como para su posterior publicacién en Acta fue maés largo
y complejo de lo esperado. Para empezar, el conocido estilo intuitivo de Poincaré, parco

33 Al contrario que Poincaré, presenta al premio un trabajo sobre el desarrollo en series trigonométricas
de las funciones abelianas, que no coincide con ninguno de los temas propuestos.
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en explicaciones, no ponia las cosas faciles. Ya en el verano de 1888, Weierstrarss y
Mittag-Leffler se retinen en Alemania para estudiar la memoria. Ante las dificultades,
Mittag-Leffler “pasa la pelota” a su joven asistente en Acta, el profesor L. E. Phragmén®?,
hacia Diciembre de 1888. En el verano de 1889, a sendas preguntas de Phragmén sobre
la analiticidad de los exponentes caracteristicos y de las superficies asintéticas en \/u,
Poincaré responde elaborando las notas H e I. A finales de Noviembre la memoria ya ha
sido editada y distribuida por Acta.

Sin embargo, a primeros de Diciembre, Poincaré escribe urgentemente a M.-L. para
comunicarle que ha descubierto un error en la prueba de la estabilidad: las superficies
asintSticas no sélo no coinciden sino que, formalmente, ha llegado a la conclusién de que
se cortan transversalmente en infinitos puntos, generando infinitas érbitas doblemente
asintéticas, es decir 6rbitas que convergen en los dos sentidos del tiempo a la misma 6rbita
cerrada. De esta forma entran por primera vez en escena los puntos homoclinicos. En
vista de lo sucedido, M.-L. retira de la circulacién todos los niimeros que ya se habian
distribuido de Acta y Poincaré revisa la memoria que aparece finalmente en Diciembre de
1890. En la nueva versién ya no figura el resultado de estabilidad y el autor agradece en
la introduccién a Phragmén el haberle sefialado un error importante —no especificado- en
el trabajo original.

La presencia de puntos homoclinicos —como los descubiertos por Poincaré®”— se considera
actualmente como una posible evidencia de caos en un sistema dinamico. Por ejemplo,
S. Smale ([Sm]) afirma: “Mi conviccién mas profunda es que los puntos homoclinicos
habitan en el corazén del caos”. Y obviamente esto no pasé desapercibido a Poincaré3s.
Otra vez citando a [Sm]: “Los fisicos (y también muchos matematicos) han tardado en
identificar los fenémenos cadticos porque orientaron su investigacion hacia el estudio de
ecuaciones particulares asi como de soluciones particulares de las mismas. Pero hace
100 afios, Poincaré descubrié la posibilidad de la existencia de puntos homoclinicos al
trascender esta metodologia”.

Finalmente, sélo cabe resefiar que la memoria fue tomada como base del célebre tratado:
“Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste” ([P-mc]) (cf. [M] para una descripcién
sumaria de la obra).

4. Etapa final.

Para cerrar este trabajo afiadiremos algunos datos mas sobre la vida de Poincaré ([D]).
Ya se ha dicho que alcanzé gran prestigio internacional. Viajé por todo el mundo: visité Es-
tados Unidos y una buena parte de Europa, impartiendo conferencias tanto especializadas
como de divulgacién. Acaparé numerosos premios y medallas de sociedades cientificas de
diversos paises, y obtuvo el doctorado honoris casusa de las universidades de Cambridge,
Cristiania (actualmente Oslo), Kolozsvar, Oxford, Glasgow, Bruselas, Estocolmo y Berlin.

Muchos aspectos de su quehacer en matematicas han sido sesgados aqui, por ejemplo
sus importantes aportaciones a la topologia (“Analysis Situs”). Pero de lo que apenas
se ha tratado es de sus contribuciones a diversas ramas de la Fisica. Dedicé una parte
sustancial de su docencia en la Sorbona a la fisica matematica elaborando textos sobre las

35

34Conocido por el principio de Phragmén-Lindeloff.
35Que todavia no se ha probado rigurosamente en el problema reducido de los tres cuerpos ([A]).
36Véase el epilogo al wltimo capitulo del vol. III de [P-mc].
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diversas materias que impartié: Potencial y Mecénica de Fluidos, Teoria Matematica de
la Luz, Termodinanica, Electricidad y Optica, Capilaridad, Lecciones sobre la Teorfa de la
Elasticidad®”, Lecciones sobre las figuras de una masa fluida, Célculo de Probabilidades,
Teoria Analitica de la Propagacion del Calor, etc. En el ultimo tramo de su carrera Poincaré
se ocup6 de difundir las nuevas tendencias de la Fisica en los foros internacionales mas
especializados. Por poner un ejemplo, E. Solvay, quimico e industrial Belga®®, se erigié en
mecenas de la fisica y — a peticién del fisico W. Nernst — organizé en Bruselas una reunién
(el primero de los Congresos Solvay) de fisicos de todo el mundo, para estudiar las nuevas
teorias de la Mecanica. El tema fue: la teoria de la radiacién y de los cuantos. Tuvo
lugar entre los dias del 30 de Octubre al 3 de Noviembre de 1911%? ([S]). Alli concurrieron
Madame Curie, Rutherford, Lorentz, Einstein, Planck, Sommerfeld, De Broglie y otros
mas. Fue precisamente Poincaré uno de los invitados especiales. En 1909 fue invitado a
dar un ciclo de seis conferencias en la fundacién Wolfskelil de la Sociedad Real de Ciencias
de Gottingen, uno de los baluartes de la fisica y la ciencia alemana durante el primer tercio
del siglo XX (Hilbert, Minkowskii, Hurwitz, Runge, Max Born, Heisemberg, Prandlt etc,
trabajaban por aquellos afios en la facultad de ciencias bajo la direccién administrativa
de F. Klein ([Re])). De hecho, se considera a Poincaré junto con Lorentz, uno de los
precursores de la teoria de la relatividad.

A principios de siglo, la popularidad de Poincaré era manifiesta. Se le requeria por
la prensa para pronunciarse sobre temas politicos, o por asociaciones con fines sociales,
culturales o patridticos —por ejemplo, la Liga por la Cultura Francesa o la Liga Francesa
para la Educacién Moral — para que se enrolara o apoyara el proyecto correspondiente. El
gobierno de la nacién y la Academia de Ciencias le encomendaron diversas tareas de interés
ptblico. Dirigié la comision de la Academia de Ciencias para la campana de medicién del
meridiano que pasa por Quito, la comisién interministerial para las Aplicaciones de la
Telegrafia sin Hilos, fue presidente del Consejo de Observaciones, etc. Entre los actos
relacionados con la Exposicién Universal de Paris del afio 1900, organizé el Congreso
internacional de Matematicas donde pronuncié la conferencia: “Sur le réle de la I'.ntuition
et de la logique en mathématiques”. Este congreso pasé a la posteridad precisamente por
la leccién magistral de D. Hilbert en la que planteé la célebre lista de los 23 problemas
([Hi]).

Poincaré disfruté de una vida familiar tranquila (cf. [Bo]). Se casé en 1881 con una
descendiente de los célebres naturalistas Etienne e Isidore Geoffroy-Saint-Hilaire —a quien
debid conocer en los circulos de la Academia. Tuvo tres hijas y un hijo. Su sobrino, el hijo
de su hermana, P. Boutroux, se dedic6 a las matematicas y escribié un articulo sobre la
obra filoséfica de su tio.

A pesar de su edad no excesiva —54 anos- la salud empieza a causarle problemas hacia
1908. En el Congreso Internacional de Matematicas, celebrado en Roma ese afio, no puede
dictar la conferencia plenaria que tenia preparada al sufrir un episodio de hipertrofia de la
prostata que requiriere una operacién urgente*’. Cuatro afios mas tarde, la evolucién de

37Redactadas por J. Drach y E. Borel

38 Amasé una gran fortuna con el desarrollo de un proceso industrial para la elaboracién del bicarbonato
sédico ([S]).

39La fecha resefiada en [D] no parece correcta.

40Su mujer acude a Roma para atenderlo durante el viaje de vuelta a Paris.
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la enfermedad aconseja una nueva intervencion que se realiza el nueve de Julio de 1912. El
éxito de la misma no hace temer por su vida. Sin embargo, muere el 17 de Julio a causa
de una embolia.

Durante los dos iltimos afios de su vida se habia enfrascado en la demostracién de un
teorema de punto fijo, con el que se podria obtener la existencia de una nueva clase de
soluciones periddicas para el problema de los tres cuerpos (su tema predilecto de trabjo
durante muchos afios). Sin embargo, la demostracién se le resistié y, quizas presintiendo
la cercania de su fin, escribe la siguiente carta (v. [D]) a Guecia?!, director y fundador del
Circolo Matematico di Palermo:

Mon cher ami,

En su dltima visita le comenté algo sobre un trabajo que se me resiste desde hace
dos afios. No he sabido avanzar y me decido a abandonarlo provisionalmente para darle
tiempo a madurar. Esto resultaria satisfactorio si estuviese seguro de poderlo retomar, a
mi edad no puedo responder, y los resultados obtenidos, susceptiples de poder situar a los
investigadores en una via nueva e inexplorada, me parecen tan prometedores, que, a pesar
de las decepciones que me han causado, me resigno a sacrificarlos. En estas condiciones
i Consideraria conveniente la publicacién de una memoria inacabada, en la que expondria
el objetivo que he perseguido, el problema que me he propuesto, y los resultados de los
esfuerzos que he hecho para resolverlo? Lo mds embarazoso es que me veré obligado
a incluir muchas figuras, precisamente porque no he podido llegar a una regla general,
obteniendo solamente un ctiimulo de soluciones particulares. Le ruego que me diga lo que
piensa de esta cuestién y qué me aconseja.

Votre ami dévoué,

POINCARE.

El trabajo fue admitido a publicacién ([P-12]) con fecha del 12 de Marzo de 1912 y
conjetura la validez del siguiente teorema de punto fijo*? : “Denotamos por z e y las
coordenadas polares de un punto y considero una corona circular comprendida entre dos
circunferencias extremas, una exterior ¢ = a, y la otra ineterior ¢ = b. Considero una
transformacién puntual biunivoca® T de esta corona en si misma. Representamos por z
e y las coordenadas de un punto M y por X e Y las de su transformado; y hago las dos
hipétesis siguientes:

Primera condicién. - Al transformar T la corona en si misma transformard en si mismas
las circunferencias z = a y = b, de suerte que se tendrd X = = si ¢ = a o ¢ = b; pero se
tendrd Y < y sobre z = a e Y > y sobre z = b o inversamente. Es decir, la transformacién
hace rotar a las circunferencias exteriores sobre si mismas, avanzando en el mismo sentido
sobre todos los puntos de cada una de las circunferencias , ... pero de forma que las
rotaciones de las dos circunferencias se hacen en sentido contrario ...

41G. B. Guccia fue discipulo de Brioschi y de Cremona. Fundé el Circolo Matematico di Palermo en
1884 para estimular la investigacién matematica de alto nivel por la via de abrir dicha sociedad a los mas
prestigiosos matematicos de la época. Inicié la edicién del Rendiconti en 1885 ([Pa]) .

42Del original [P-12].

438e supone que T es ademas un homeomorfismo.
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Segunda condicion. - La transformacion conserva las dreas o, mas en general, admite un
invariante integral positivo, es decir, existe una funcién positiva f(z,y) tal que se tenga:

/ff(z,y) dx dy://f(X,Y) dX dy,

estando extendidas las integrales, respectivamente, sobre un area cualquiera y su transfor-
mada.

Si estas dos condiciones se satisfacen, yo afirmo que ezistirdn siempre dos puntos en el
wnterior de la corona que no serdn alterados por la transformacion.”

Durante su visita a Gottingen en 1909, Poincaré ya habia comentado a sus colegas
alemanes —-D. Hilbert, entre otros— las dificultades que la prueba del teorema le estaba
planteando. Al morir, el problema es bautizado en Alemania —con bastante ironia— como
el “dltimo teorema de Poincaré” ([Re]). Sin embargo, es G. D. Birkhoff futuro continuador
de las ideas geométricas de Poincaré en ecuaciones diferenciales— quien acepta el desafio
lanzado por Poincaré en [P-12]. Menos de un ano después de su muerte obtiene una
demostracién completa del teorema geométrico ([Bi])**.
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