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INTRODUCCION

Cuando, en los ultimos afios de la Enseflanza Media, se introducen
conceptos fundamentales del C#lculo Infinitesimal comc son el de
limite, derivada, integral, etc., lo apretado de los programas, junto
con la escacez de tiempo disponible para desarrollarlos, hace que el
Célculo Diferencial sea entendido por el alumno como un conjunto de
reglas que se aplican de manera rutinaria al objeto de obtener la
derivada de una funcién, sus puntos criticos, etc. Esta actividad
mecdnica no va unida, en muchos casos, a un adecuado desarrollo
conceptual, lo que conduce a la aparicién de distintos errores.

Estas conclusiones se pueden extraer a partir de la investiga-
cién de Orton (1983). En ella, un conjunto de alumnos de 16 a 22 afios
se enfrenté a un cuestionario de ejercicios graduados en dificultad,
en torno a los siguientes puntos:

1. Cociente incremental de una funcién, entendiendo éste como 1la
razén media de cambio.

2. Razén de cambio instanténea.



3. Recta tangente a una curva, considerada como el limite de una
sucesion de rectas secantes.

4. Derivada de una funcién en un punto.

5. Utilizacién y aplicacién del simbolismo.

6. Punto estacionario en una gréafica.

Las respuestas dadas por los encuestados’se evaluaron a partir
de la categorizacién de errores de Donaldson (1963), en la que se
distinguen tres tipos generales:

a) Errores estructurales: aquellos que implican una comprension
errénea del concepto.

b) Errores operatorios: los que se producen en el desarrollo vy
ejecucién de las operaciones algebraicas necesarias para la completa
resolucién del ejercicio.

c¢) Errores arbitrarios: engloban todos 1los que son fruto del
azar y de una eventual falta de atencién por motivos internos o.
debido al contexto de la'pfueba. ’

" Es necesario matizar que resulta dificil establecer los limites
entre egstas tres amplias categorias. Un caso significativo, por

ejemplo, seria el de considerar una funcién comoc y = £f(x) = 3x3-1
Cuando el encuestado debe calcular f(a + h) , la omisién bastante

frecuente del doble producto del desarrollo del cuadrado {(a + h)?

puede indicar tanto un error estructural como un error meramente
operatorio.

Atendiendo a esta clasificacién, Orton encontré una gran canti-
dad de errores estructurales junto a unos errores operatorios menos
abundantes.  Los de tipo arbitrario resultaban ser irrelevantes.
Dentro de los puntos fundamentales de la investigacién,  los alumnos
mostraron grandes dificultades en los cuatro primeros puntos (los de
mayor importancia conceptual), encontrando mds sencillas las aplica-
ciones de la derivada y el uso del simbolismo.

Teniendo en cuenta 1o anterior, resultarda quizéd de interés
dicutir las conclusiones de esta investigacién y, a la par, formular
algunas propuestas de cara a la enseflanza de los conceptos objetos de
este estudio. '
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NECESIDAD DE UNA APROXIMACION INTUITIVA

En muchos 1libros de texto correspondientes al nivel de Ensefian-
zas Medias se puede encontrar la definicién de derivada  de una
funcién en un punto expuesta del siguiente modo:

lim A

; lim £(ath) -£(a)
Ax-0 Ry - © bien, g fErmIidl

Después de ello, se pasa a la interpretacién grdfica de estas
expresiones. Esta forma de introduccién queda invalidada si se
aplican las conclusiones de Orton que, en sus puntos fundamentales,
se pueden resumir en dos:

1) La primera aproximacién del alumnc al Cdlculo Diferencial
deber ser intuitiva y sin gran formalizacién algebraica, ya que se ha
comprobado que las dificultades operatorias que el alumno tiene en el
desarrollo algebraico de las férmulas hace disminuir la comprensién
que pudiera haber tenido ipicialmente del concepto.

2) Es necesario, entonces, un gran soporte grafico al tiempo que
se introducen los principales conceptos. También puede ser util en
esta fase el empleo de la calculadora.

Siguiendo estas dos indicaciones, se plantea a continuacién una
aproximacién intuitiva al concepto de derivada a partir de los
conceptos de cociente incremental y recta tangente.

EL. COCIENTE INCREMENTAL

Unoc de los problemas que plantea este concepto es el de su
estrecha relacién con otros conceptos, como el de razén y proporcién.
En efecto, en la recta, la razén de cambio (o pendiente) en un inter—
valo se calcula facilmente mediante el tridngulo rectdngulo construi-
do en dicho intervalo y cuya hipotenusa est& situada en la recta.
Esta razén de cambio se mantiene igual tanto en un intefvalo como en
cada punto de la recta. , '

No ocurre lo mismo, sin embargo, en una curva. En ésta podemos
calcular la razén media de cambio o proporcién media en que se incre-—
menta la variable dependiente y al incrementarse la independiente x.
o bien, la razén de cambio en un punto de la curva. Ambos valores son
distintos y varian al considerar otro punto y otro intervalo.

Es por ello gue la primera aproximacién debe ser grafica'y sobre
una recta. Si bien es cierto que, en el punto en que se introduce el




Cdlculo Diferencial, el alumno conoce ya la ecuacién analitica de una
recta en el plano a través de diversas modalidades, evitaremos ini-
cialmente su uso.

Situemos unos ejes de coordenadas rectangulares en un papel
cuadriculado y tracemos una recta que pase por el origen tal que,
cuando la variable x aumente un cuadrado, la variable y aumente otro
cuadrado (es, pues, la recta bisectriz del primer cuadrante). En una
primera fase conviene evitar las coordenadas en lo bosible} éunque su
uso constituya la primera intencién del alumno.

R partir de este momento y, siempre grdficamente, se podrén
extraer dos conclusiones précticas:

1. La variacién "promedio" de la recta en cada cuadrado es igual
a la unidad.

2. Si la variable x aumenta, por ejemplo, tres cuadrados, la
variable y aumentard también tres. La variacién promedio sigue siendo
igual a la unidad. Con ello, ya se estd trabajando implicitamente con
el cociente incremental. : ’

¢Esta variacién promedio tiene. alguna relacién con el dngulo que
forma la recta con la parte positiva del eje de las x?. {Cudl serd
esa relacién?. iQué nombre se le puede adjudicar a esta relacién, una
vez determinada?. El intento de hallar las respuestas adecuadas a
estas preguntas debe conducir a establecer la relacién entre el
cociente incremental, la pendiente de la recta y la inclinacién de la
misma. La ausencia de ecuacién analitica debe reforzar la comprensién
intuitiva de la pendiente como la razén de cambio de y respecto de x,
y es por ello que . la eleccién de la recta bisectriz no habrd sido
fortuita: la tangente de 45 es de las mejor recordadas por los alum-
nos. .

En posteriores ejercicios se seguira con el papel cuadriculado,
dando en 61 un punto fijo A sin coordenadas. El alumno habrd de
ejercitarse en construir rectas que, pasando por A, tengan distintas
pendientes. Esto se puede hacer en un doble sentido: dada una pen—
diente, construir la recta asociada que pase por A, o bien, dada una
recta ya trazada y pasando por A, obtener su pendiente.

En el mismo papel cuadriculadc se dibuja, entonces., una curvay,
sobre ella, varios puntos (ver figura 1). ¢Cudl serd la razén media
de cambio experimentada por la funcién desde el punto A hasta el
punto B? (Y .del C al D?. Se continuard as{ sucesivamente.
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FiguRaA 1
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En esta primera fase so6lo sé ha pretendido wuna aproximacién
intuitiva y grdfica a los conceptos de pendiente y de cociente incre-
mental. En una segunda fase, mds abstracta, se pasard a una formali-—
zacién de los mismos, utilizando la simbologfa adecuada, sin olvidar
un apoyoc continuo en el soporte grdafico. Esto dard oportunidad de
revisar los errores operatorios que se puedan producir.

CONCEFTO DE TANGENTE \ A UNA CURVA EN UN
PUNTO

Un primer planteamienﬁo sobre la naturaleza de 1la derivada se
puede hacer mediante la determinacién de la tangente a una curva en,
un punto. Pero es aqui donde se observa cémo la existencia de un
preconcepto erréneo puede dificultar una correcta adquisicién poste-
rior. En efecto, la idea que de la recta tangente tiene el alumno se
resume en la cldsica respuesta: "Es la recta que toca ala grdfica de
la curva una sola vez", definicién que se revela insuficiente a la
luz de distintos ejemplos que se pueden exponer (una curva cortada en

un solo punto por una recta, etc).
Al plantearles estos ejemplos, el alumno manifiesta un descon-—

cierto que sirve para introducir la necesidad de una definicién ma&s

rigurosa de recta tangente a una curva dada en un punto.
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Considérese enténces la curva de la figura 2. Se delimita wuna
pequefia zona de la curva alrededor del punto A, 1lo cual permite
incidir en el caracter local de esta busqueda. Considérese, ademds
del punto A, un punto P mévil sobre la curva que pasa por las sucesi-
vas posiciones P, P, P,, etc. Trédcense las correspondientes secantes
a la curva pasando por el punto A ¥ por cada wuna de las posiciones
que toma P.

L FIGURA 2

({Se podrian seguir trazando rectas si el punto P estd cada vez
mds cerca de A? {Cudntas rectas?.

La comprensién del concepto de limite es agui fundamental. De
hecho, ante la ultima pregunta hay alumnos que intentan dar una
respuesta numérica, lo que se revela como un error estructural. iQué
pasaria si el punto P estuviera infinitamente cerca de A?. {Qué recta
podriamos trazar?. De todo ello se puede extraer una primera defini-
cién de recta tangente: "La recta tangente a una curva en un punto A
es la posicién 1limite de las rectas secantes a la curva por los
puntos A y P, cuando el punto P se aproxima infinitamente al punto
A",

Esta definicién totalmente intuitiva y en la que no se necesita
ninguna herramienta algebraica, debe ser trabajada por los alumnos
con distintas .curvas, situando el puntc A en posiciones diferentes.
Posteriormente se pasard a una fase en la que el obﬁetivo consiste en
encontrar la expresién analftica de dicha recta.
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Considérese de nuevo la curva de la figura 2. El alumno recorda-—
ré que para definir una recta basta conocer un punto de la misma y su

pendiente. Supéngase ahora que la curva y = fF(x) de la figura 2 es
de ecuaci6n conocida y que el punto A, de coordenadas {a, f(a)) ,
viene dado. Para calcular la ecuacién de la recta  tangente tan sélo
se necesita el wvalor de su pendiente. Pero si « es la inclinacién
de la recta tangente, ya se ha visto que m es igual a tage . Por

ser la recta tangente la posicién limite de las rectas secantes, su
pendiente serd el ~1limite de 1la sucesién de pendientes asociada a
dichas rectas secantes. Es decir,

;]( (a +k)

f(adn) -J@)

f(a) —————— —»

FiGURA 3

S6lo resta calcular la tage como el cociente incremental

M Yy obtener finalmente la expresién

m=tago = i_.imo __f(a*-h}),—f(a)
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Como se puede observar, es posible alcanzar el concepto de
derivada de wuna manera intuitiva y no formal, por induccién, y no por
deduccién a partir de una definicién rigurosa pero alejada, en el
alumno, del problema que hace necesaria dicha definicién. La insis-
tencia mayor ha de hacerse en la construccion del concepto. Mientras
este se plantee como una idea ajena al alumno, inamovible en su
aparente perfeccién, serd dificil gque se desarrolle un verdadero
apréndizaje conceptual, lo que conllevard sucesivos errores de tipo
estructural. '
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